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基于路径积分法的输液管道随机动态响应分析
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孙诣博 *    魏    莎 *, †, **, 2)    丁    虎 *, †, **    陈立群 *, †, **
* (上海大学力学与科学工程学院, 上海 200444)

† (上海市力学信息学前沿科学研究基地, 上海 200072)

** (上海飞行器力学与控制研究院, 上海 200092)

摘要　随机激励下的输液管道在工程上广泛存在, 对其进行研究具有十分重要的意义. 为了预测高斯白噪声激

励下输液管道系统的随机动态响应, 基于哈密顿原理建立了高斯白噪声激励下非线性输液管道的动力学模型.

采用 Galerkin截断方法对输液管道的控制方程进行离散化. 采用基于 Gauss-Legendre公式的路径积分法计算

了输液管道随机振动响应的位移概率密度函数和速度概率密度函数. 采用Monte Carlo方法与路径积分法得到

的计算结果进行对比, 验证了路径积分法在计算输液管道振动响应上具有较高的计算精度. 研究了流速、激励

强度和阻尼系数对输液管道位移概率密度函数和速度概率密度函数的影响, 并确定了输液管道位移概率密度

函数出现双峰时的临界流速. 结果表明, 采用路径积分法计算输液管道系统的动态响应是有效的. 流速增大会

使系统可能发生的最大位移变大, 可能发生的最大速度不变; 激励强度增大会使系统可能发生的最大位移和最

大速度变大; 阻尼系数增大会使系统可能发生的最大位移和最大速度变小. 此外, 研究发现流速增大是诱导输

液管道发生随机分岔的因素之一.
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STOCHASTIC DYNAMIC RESPONSE ANALYSIS OF PIPE CONVEYING FLUID BASED
ON THE PATH INTEGRAL METHOD1)
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Abstract     The study of pipes conveying fluid under stochastic excitation is of great importance as they are widely
used in engineering. To predict the stochastic dynamic response of pipe conveying fluid system under Gaussian white
noise excitation, a dynamic model of the nonlinear pipe conveying fluid under Gaussian white noise excitation is
established based on the Hamilton’s principle. The Galerkin truncation method is employed to discretize the governing
equation of pipes conveying fluid. The probability density function of the displacement and the probability density
function of the velocity of the pipe conveying fluid are calculated by the path integral method based on the Gauss-
Legendre formula. The results of the Monte Carlo method are compared with the results obtained by the path integral
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method to verify the accuracy of the path integral method in the calculation of the vibration response of the pipe
conveying fluid. The effects of system parameters such as fluid speed, excitation strength and damping coefficient on
the probability density function of the displacement and the probability density function of the velocity of the pipe
conveying fluid are investigated. The critical fluid speed when the probability density function of displacement for the
pipe conveying fluid has a double peak is determined. The results show that the path integral method is effective in
calculating the response of the pipe conveying fluid system. The maximum possible displacement of the system will
increase and the maximum possible speed will remain unchanged with the increase of fluid speed. The maximum
possible displacement and the maximum possible speed of the system will increase with the increase of excitation
strength. Increasing the damping coefficient results in that the maximum possible displacement and the maximum
possible speed of the system decreases. In addition, it is found that the increase of fluid speed is one of the factors
inducing stochastic bifurcation of the pipe conveying fluid.

Key words    pipe conveying fluid, stochastic excitation, forced vibration, probability density function, path integral
method

 引 言

输液管道广泛存在于海底输油、核工业、石油

化工、航空航天等领域. 管道的流固耦合振动和强

度破坏是管道的主要突出问题, 其中由外激励引起

的管道振动是重要方面. 针对该问题, 国内外开展了

广泛研究[1-3]. 例如, Chen[4] 首次研究分布力下悬臂

输液管道的受迫振动. Lottati 等[5] 研究弹性地基对

悬臂输液管道和两端固支输液管道振动的影响. 黄
慧春等[6] 研究基底自身存在简谐运动的超临界输液

管道, 结果表明在内外共振完全调谐时, 系统出现双

跳跃现象. 王乙坤等[7] 研究脉动内流激励下的参数

共振行为, 结果表明, 在所分析的脉动频率范围内,
输液管道主要表现为在两倍于第二阶固有频率附近

的参数共振. Ye等[8] 研究超临界弯曲输液管道的动

力学特性, 计算管道的固有频率, 研究初始曲率、管

道长度和厚度以及流体速度对振动特性的影响, 研
究发现临界速度和固有频率高度依赖于初始曲率.
张挺等[9] 研究振荡衰减流作用下两端支撑输流管道

的不稳定区间, 并分析相关特征参数对不稳定区域

的影响, 结果表明, 内激励型振荡衰减流对于输流管

道横向振动的影响不容忽视. 颜雄等[10] 研究两端弹

性支承输流管道横向运动的固有特性, 分析支承刚

度、管道长度、流体质量比等系统参数对管道固有

频率的影响. Wei 等[11] 研究外部简谐激励下具有非

线性边界支撑的输液管道动态响应. 结果表明, 边界

非线性对输液管道动力特性有着显著影响. Liang
等[12] 研究输液管道在流固相互作用、自旋运动和

外力三重作用下的动力学特性, 讨论输液管道在亚

临界和超临界的运动情况: 在亚临界状态下进行周

期或准周期运动, 而在超临界流速下则表现为混沌

运动. Zhou等[13] 研究锥形自由端悬臂管道在轴向内

外流作用下的稳定性和动力学特性, 主要分析管内

流速和外流速变化时管道的振动幅度和振动形状,
与钝形自由端管道相比, 锥形自由端管道表现出更

丰富的动态特性和屈曲现象. Guo 等[14] 基于一种改

进的传递矩阵模型, 分析基础激励和脉动激励联合

作用下输液管道的振动特性, 通过对比模拟结果和

实验结果, 验证了该模型的正确性.
上述这些关于外激励下管道振动的研究主要集

中于确定性激励. 然而在一些工程环境中, 管道受到

的激励具有随机性. 针对该问题, Zhai 等[15] 采用有

限元法建立随机激励下悬臂输液管道的动力学方

程, 研究流速和节点个数对响应标准差的影响. Gan
等[16] 考虑一种周期激励和随机激励之和的不规则

外激励, 研究两端固支多相流管道的受迫振动, 通过

庞加莱图对随机激励下管道的振动特性进行详细研

究. 考虑外部激励的随机性, Lotfan等[17] 对传递多相

流的两端固支碳纳米管进行尺寸相关的非线性振动

分析. 通过位移、速度、加速度的均值和标准差等

统计参数研究管道中点的挠度变化. Yang等[18] 基于

混响射线矩阵方法和随机振动理论 , 考虑内部流

体、卡箍刚度、附件质量以及基础激励之间的相干

效应等因素, 对三维多跨液压管道多点基础激励下

的随机振动进行分析, 研究支承刚度、流体速度和

多点激励相干性对多跨管道系统的影响. Li等[19] 研
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究直管在随机激励作用下的应力响应特性, 采用离

散分析方法得到系统的均方应力, 研究发现管道均

方应力的最大值出现在管道支撑点处. Qu 等[20] 研

究弯曲输液管道在随机激励下的动力学特性, 采用

有限元法结合离散分析方法得到了系统的均方位

移, 并讨论激励方差、流速和压强对均方位移的影

响. Sazesh等[21] 研究悬臂输液管道在白噪声激励下

的系统响应谱密度、响应概率密度函数和响应方差

随管内流动速度的变化.
当前对于白噪声激励下系统的研究方法主要包

括路径积分法[22-23]、有限元法[24]、等效线性化法[25]、

Monte Carlo 模拟方法[26]、有限差分法[27]、随机平

均法[28] 以及广义胞映射法[29]. 受高斯白噪声激励的

系统响应属于 Markov 过程. 在这个过程内, 系统响

应受 Fokker–Planck–Kolmogorov (FPK) 方程控制.
通常通过求解 FPK 方程可得到系统的转移概率密

度函数. 其中, 路径积分法不直接求解 FPK 方程, 通
过连接短时概率密度函数得到任意时刻的概率密度

函数. 当 FPK 方程难以求解时, 使用路径积分法更

加简便有效. 路径积分方法最早由 Wehner 等[30] 提

出. 其基本的思想是将概率密度函数表示为泛函的

积分形式, 在时间尺度和空间尺度上离散化积分方

程, 将积分过程转换为求和过程, 以路径求和代替路

径积分, 进而得到任意时刻的概率密度函数. 然而

Wehner 等[30] 使用的分段常数插值方法会使概率密

度在峰值附近的值较低, 尾部区域的值较高. 为解决

该问题, Yu 等[23] 提出了基于 Gauss-Legendre 公式

的路径积分法, 并研究了 Duffing振子在简谐激励和

白噪声共同作用下的非平稳概率密度函数[22]. 该方

法通过 Gauss-Legendre插值公式离散化概率密度函

数的表达式, 并假设短时转移概率密度接近高斯分

布, 进而得到转移概率密度函数. 其优势在于可以得

到非负的、较为精确的尾部转移概率密度函数. 最
近几年, 基于 Gauss-Legendre 公式的路径积分法得

到了一些应用. Li 等 [31] 考虑重力的影响, 通过路

径积分法估计高斯白噪声激励下的非线性能量汇主

结构和子结构的位移概率密度和速度概率密度 .
Xue等[32] 采用基于 Gauss-Legendre公式的路径积分

法研究了白噪声激励下具有非线性能量汇的线性系

统减振问题. 王亮等[33] 用路径积分法研究了受加性

或乘性高斯白噪声激励的自治与非自治碰撞振动系

统的瞬态和稳态响应的概率密度函数. Zhu 等 [34]

采用路径积分方法研究了非线性随机船舶横摇运动

的概率密度函数. 研究发现由于非线性阻尼项和非

线性恢复力矩项的存在, 横摇角和角速度的概率密

度函数表现出高度的非高斯行为. 基于路径积分法,
Zan 等[35-36] 研究了参数高斯和 Lévy 白噪声以及高

斯白噪声和泊松白噪声混合激励下动力系统的可靠

性和首次破坏时间, 说明路径积分法可用于解决首

次穿越问题. 目前使用路径积分法求解四维及四维

以下的非线性系统已经有广泛应用. 通过 Galerkin
截断后的高斯白噪声激励下输液管道属于二维系

统. 因此将路径积分法应用于输液管道的随机振动

问题是适用的.
本文以两端简支输液管道为研究对象, 研究高

斯白噪声激励下系统的随机动态响应特性. 采用路

径积分法计算输液管道系统的振动响应概率密度.
通过Monte Carlo方法验证上述结果的正确性. 重点

讨论了流速、激励强度和阻尼系数对输液管道位移

概率密度和速度概率密度的影响. 研究系统发生随

机分岔的临界流速值. 本文所得到的输液管道随机

动态响应变化规律可为随机激励下的输液管道优化

设计和状态监测提供参考依据.

 1     输液管道模型

Γ

随机激励下的两端简支输液管道模型如图 1所
示. 本文分析的管道内径远小于管道长度, 因此将输

液管道假设为梁模型, 并采用 Euler-Bernoulli梁模型

建模, 忽略细长管道的剪切变形和转动惯量的影响.
图中 L 表示输液管道两端支承间的距离, ρp 表示管

道密度, Ap 表示管道的横截面积, E 表示输液管道弹

性模量, I 表示惯性矩. w(x, t) 表示管道的横向位移,
t 表示时间, x 表示管道上任意一点距原点处的距离.
假设管内流体为不可压的流体, 密度为 ρf, 流体截面

积为 Af, 以恒定的流速   在管内流动. F(x, t) 表示管

道受到的外部随机激励. 在输液管道运动中, 存在轴

向运动和横向运动. 由于轴向运动远小于横向运动,
本文仅分析管道的横向运动.
 

y

x

Γ

F (x, t)

w (x, t) 
图 1   高斯白噪声激励下两端简支输液管道示意图

Fig. 1    A simply-supported pipe conveying fluid under distributed
Gaussian white noise excitations
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流体动能 Tf 为

Tf =
1
2
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2dx (1)

管道动能 Tp 为
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管道总动能表示为

T = Tf +Tp =
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ρf AfΓ
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)2

dx (3)

δWp输液管道变形功的变分   为

δWp = −
y

V
σxδεxdV (4)

σx εx其中 V 是管道的体积,    和   分别为管道任意位置

的正应力和正应变. 管道应变−位移关系为

εx = −z
∂2w
∂x2 +

√
1+

(
∂w
∂x

)2

−1 (5)

σx

其中 z 为横截面上任意点距中性面的距离. 结合管

道弹性本构关系, 正应力   为

σx = Eεx (6)

考虑外部随机激励以及环境流体引起的摩擦

力, 外力势能做功的变分为

δVF =
w L

0
F(x, t)δwdx−

w L

0
c
∂w
∂t
δwdx (7)

其中 F(x, t)表示外部随机激励, c 为外阻尼系数.

基于广义哈密顿原理

δ
w t2

t1
Tdt+

w t2

t1
δWpdt+

w t2

t1
δVFdt = 0 (8)

将式 (3)、式 (4)和式 (7)代入式 (8)中, 导出输

液管道的控制方程, 整理得

(
ρf Af +ρpAp

) ∂2w
∂t2 +2ρf AfΓ

∂2w
∂x∂t

+ c
∂w
∂t
+ρf AfΓ

2 ∂
2w
∂x2 −

EAp

2L
∂2w
∂x2

w L

0

(
∂w
∂x

)2

dx+EI
∂4w
∂x4 = F(x, t) (9)

边界条件为

w(0, t) = 0,w(L, t) = 0
∂2w(0, t)
∂x2 = 0,

∂2w(L, t)
∂x2 = 0 (10)

 2     输液管道的响应概率密度

为求解随机激励下输液管道的动态响应, 首先

采用 Galerkin 截断法将控制方程 (9) 在空间上离散

为常微分方程, 然后采用路径积分法求解该方程.
假设式 (9)的解为

w(x, t) =
N∑

n=1

qn(t) sin
(nπx

L

)
(11)

qn(t) sin(nπx/L)其中    为广义坐标,     为试函数, N 为截

断系数. 将假设解代入至式 (9)得到(
ρf Af +ρpAp

) N∑
n=1

q̈n(t) sin
(nπx

L

)
+

2nπρf AfΓ

L

N∑
n=1

q̇n(t)cos
(nπx

L

)
+ c

N∑
n=1

q̇n(t) sin
(nπx

L

)
−

n2π2ρf AfΓ
2

L2

N∑
n=1

qn(t) sin
(nπx

L

)
+

n2π2EAp

2L3

N∑
n=1

qn(t) sin
(nπx

L

)
·

w L

0

nπ
L

N∑
n=1

qn(t)cos
(nπx

L

)
2

dx+

n4π4EI
L4

N∑
n=1

qn(t) sin
(nπx

L

)
= F(x, t)

(12)

选取权函数为

ϕ(x) = sin
(mπx

L

)
,m = 1,2, · · · ,N (13)

[0,1]将式 (12) 乘以权函数并在   上对 x 积分. 在
工程中一般关心低阶模态, 故令 N 取 1得到

q̈1(t)+
c

ρf Af +ρpAp
q̇1(t)+[

EIπ4

L4(ρf Af +ρpAp)
− ρf AfΓ

2π2

L2(ρf Af +ρpAp)

]
q1(t)+

EApπ4

4L4(ρf Af +ρpAp)
q3

1(t) =W(t) (14)

其中 W(t)表示高斯白噪声, 表达式为

W(t) =
w L

0

[
F(x, t) sin

(πx
L

)]
dx (15)

高斯白噪声的自相关函数为
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E(W(t)W(t+τ)) = 2Dwδ(τ) (16)

其中 2Dw 为高斯白噪声 W(t)的强度.
q1 = y1, q̇1 = y2令    , 式 (14) 可以表示为二维状态

方程

dy1

dt
= y2

dy2

dt
= − c
ρf Af +ρpAp

y2− EIπ4

L4
(
ρf Af +ρpAp

) − ρf AfΓ
2π2

L2
(
ρf Af +ρpAp

) y1−

EApπ4

4L4
(
ρf Af +ρpAp

)y3
1+W(t)



(17)

i

p(y(i)
1 ,y

(i)
2 , ti)

路径积分法的精度和计算效率由子区间数目决

定. 维度增高时, 子区间数目成倍数增长, 导致计算

效率低, 因此路径积分法在高维系统中的应用具有

局限性[37]. 式 (17)为二维状态方程, 采用基于 Gauss-
Legendre 公式的路径积分法计算式 (17) 是有效的.
路径积分法的基本思想是在时间尺度和空间尺度离

散化积分方程, 采用路径和代替路径积分, 即通过连

接短时转移概率密度形成全局转移概率密度函数.  
时刻的概率密度函数   表示为

p(y(i)
1 ,y

(i)
2 , ti) =

w
Rs

p(y(i−1)
1 ,y(i−1)

2 , ti)·

q(y(i)
1 ,y

(i)
2 |y

(i−1)
1 ,y(i−1)

2 , ti−1)dy(i−1)
1 dy(i−1)

2 (18)

p(y(i−1)
1 ,y(i−1)

2 , ti) i−1

q(y(i)
1 ,y

(i)
2 |y

(i−1)
1 ,y(i−1)

2 , ti−1) i−1 i

y1 y2

其中    表示    时刻的概率密度函数,

 表示   到   时刻的转移概率

密度函数, Rs 代表状态空间. 在   ,    方向上分别划

分 e1, e2 个子区间. 在假设每个子区间选取两个高斯

积分点的情况下, 高斯积分点的位置坐标为

y1, f1 = y1,L+0.211 375(y1,R− y1,L)
y1, f1+1 = y1,R−0.211 375(y1,R− y1,L)

}
(19)

f1 = 2(K −1)+1,K = 1,2, · · · ,e1. y1,L y1,R

y1

其中      和   分别是

 方向上第 K 个区间的左边界和右边界.
y2类似地, 在   方向上

y2, f2 = y2,L+0.211 375(y2,R− y2,L)
y2, f2+1 = y2,R−0.211 375(y2,R− y2,L)

}
(20)

f2 = 2(K −1)+1,K = 1,2, · · · ,e2. y2,L y2,R

y2

p(yi
1,r,y

i
2,s)

其中      和   分别是

 方向上第 K 个区间的左边界和右边界. 采用 Gauss-
Legendre 积分公式代替路径积分, 得到了 Gauss-
Legendre形式的概率密度函数 

p(yi
1,r,y

i
2,s) =

∆y1

2
∆y2

2

2e1∑
r=1

2e2∑
s=1

p(y(i−1)
1,r ,y

(i−1)
2,s , ti−1)·

q(y(i)
1,r,y

(i)
2,s, ti|y

(i−1)
1,s ,y

(i−1)
2,s , ti−1) (21)

∆y1 ,∆y2 (y1,r,y2,s)其中    分别为各子区间的长度,     为高

斯积分点的坐标.

q(y(i)
1,r,y

(i)
2,s,

ti|y(i−1)
1,r ,y

(i−1)
2,s , ti−1)

由式 (21) 可知, 只要有初始概率密度函数和转

移概率密度函数就可以得到概率密度函数的数值.
采用短时高斯近似法, 进一步计算转移概率密度函

数. 短时高斯近似的思想是, 在时间间隔非常小的情

况下, 转移概率密度函数是近似高斯分布的. 基于这

一短时高斯近似思想, 转移概率密度函数 

 的表达式如下

q(y(i)
1,r,y

(i)
2,s, ti|y

(i−1)
1,r ,y

(i−1)
2,s , ti−1) =

1

2π
∣∣∣C(i)

∣∣∣ 1
2

·

exp
[
−1

2
(u(i)−µ(i))

T
(C(i))

−1
(u(i)−µ(i))

]
(22)

其中

u(i) = [y(i)
1,r,y

(i)
2,s]

µ(i) = [m10(t),m01(t)]

C(i) =

[
σ2

y1
(t) κy1y2 (t)

κy2y1 (t) σ2
y2

(t)

]


(23)

µ(i) C(i) m(t)

σ2(t) κ(t)

其中   表示均值向量,    表示协方差矩阵.    表

示均值,    和   分别表示方差和协方差, 表示为

m10 = E[y1
1y0

1],m01 = E[y0
1y1

1]

σ2
y1
= m2

20− (m10)2,σ2
y2
= m2

02− (m01)2

κy1y1 = κy2y1 = m11−m10m01

 (24)

Itô

由式 (22) 可知, 转移概率密度函数依赖均值和

方差, 方差可以通过均值得到, 因此只需要得到均值

就能求得概率密度函数. 由状态方程 (17) 可以得到

 随机微分方程组的形式

dy1 = F1(y1,y2, t)dt+H1(y1,y2, t)dB(t)
dy2 = F2(y1,y2, t)dt+H2(y1,y2, t)dB(t)

}
(25)

B(t) =W(t)dt F1 F2 H1 H2其中    ,     和    为漂移系数,     和    为

扩散系数

F1(y1,y2, t) = y2

F2(y1,y2, t) = −
c

ρf Af +ρpAp
y2−[

EIπ4

L4(ρf Af +ρpAp)
− ρf AfΓ

2π2

L2(ρf Af +ρpAp)

]
y1−

EApπ4

4L4(ρf Af +ρpAp)
y3

1


(26)
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H1(y1,y2, t) = 0
H2(y1,y2, t) = 1

}
(27)

均值可以通过矩方程得到, 二维情形下的矩方

程形式如下

d
dt

E[M] = E
(
F1
∂M
∂y1
+F2
∂M
∂y2

)
+Dw·

E

H1H1
∂2M
∂y2

1

+H2H2
∂2M
∂y2

2

+2H1H2
∂2M
∂y1∂y2

 (28)

M = ya
1yb

2其中   , a 和 b 分别取 0, 1和 2.
为了方便后续计算, 令

η =
c

ρf Af +ρpAp
, β =

EAπ4

4L4(ρf Af +ρpAp)

α =
EIπ4

L4(ρf Af +ρpAp)
− ρf AfΓ

2π2

L2(ρf Af +ρpAp)

 (29)

将式 (26)代入到式 (28), 得到矩方程的表达式

ṁ10 = m01
ṁ01 = −ηm01−αm10−βm30

ṁ20 = 2m11
ṁ02 = −2ηm02−2αm11−2βm31+2Dw

ṁ11 = m02−ηm11−αm20−βm40


(30)

式中含有高于二阶的矩, 使得方程组无法闭合不能

被求出, 因此采用高斯截断矩法将高于二阶的矩通

过低阶矩近似表示. 高斯截断矩法得到的高阶矩表

达式为

m30 = 2m20m10
m31 = 3m20m11

m40 = 3m2
20

 (31)

i−1在   时刻的初始矩形式为

m(0) =
[
m(0)

10 ,m
(0)
01 ,m

(0)
20 ,m

(0)
02 ,m

(0)
11

]
=[

y(i−1)
1,r ,y

(i−1)
2,s , (y

(i−1)
1,r )

2
, (y(i−1)

2,s )
2
,y(i−1)

1,r y(i−1)
2,s

]
(32)

将式 (31) 带入式 (30), 采用 Runge-Kutta 法解

式 (30), 初值为式 (32), 得到低阶矩, 再代入到转移

概率密度和概率密度的表达式中, 得到系统位移和

速度的概率密度函数.

 3     数值验证

本节通过 Monte Carlo 方法验证路径积分法得

到的结果. 算例中使用的输液管道参数如表 1所示.
图 2 给出通过路径积分法和 Monte Carlo 法计

算得到的位移概率密度和速度概率密度. 图 3 给出

对应的联合概率密度函数结果. 图 2 中空心圆表示

 
表 1   输液管道基本参数[38]

Table 1    The basic parameters of pipe conveying fluid
system[38]

Item Notation Value

Young’s modulus E 2.07 × 1011 Pa

length of the pipe L 30 m

outer diameter D 0.6 m

inner diameter d 0.583 m

density of the pipe ρp 7850 kg/m3

density of the fluid ρf 800 kg/m3

excitation strength Dw 0.05

fluid speed Γ  20 m/s

damping coefficient η 1

 

−1.0 −0.5 0 0.5 1.0
displacement/m

0

0.6

1.2

1.8

p
ro

b
ab

il
it

y
 d

en
si

ty
 f

u
n
ct

io
n path integral method

Monte Carlo method

(a) 位移概率密度
(a) Probability density of the displacement

−1.0 −0.5 0 0.5 1.0
velocity/(m·s−1)

0

0.6

1.2

2.4

1.8

p
ro

b
ab

il
it

y
 d

en
si

ty
 f

u
n
ct

io
n

path integral method
Monte Carlo method

(b) 速度概率密度
(b) Probability density of the velocity 

图 2   路径积分法和Monte Carlo法的计算结果对比

Fig. 2    Comparison of results of path integral method and Monte Carlo
method
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路径积分法结果, 实线表示Monte Carlo法得到的结

果. Monte Carlo法中选取 20 000个高斯白噪声样本.

每一组高斯白噪声激励计算结果中包含 4000 个计

算点, 结合 Runge-Kutta法进行计算. 从图 2(a)和图 2(b)

可以看出, 路径积分法结果与Monte Carlo法结果吻

合较好. 结果表明路径积分法可以有效计算高斯白

噪声激励下输液管道系统位移和速度的概率密度.

图 3的联合概率密度也验证了这一点.

 4     参数分析

本节分析流速、激励强度和阻尼系数对输液

管道位移和速度概率密度的影响 . 上节的分析表

明采用路径积分法在计算输液管道的响应概率密

度上是有效的. 因此本节采用路径积分法进行参数

分析.

 4.1    流速

Γ图 4给出不同流速下 (    = 0 m/s, 10 m/s和 20 m/s)

系统稳态时的位移概率密度与速度概率密度. 图 5

给出不同流速下系统稳态时的联合概率密度. 除流

速外其余参数如表 1所示. 从图 4(a)可以看出, 当流

速从 0增大到 10 m/s时, 位移概率密度向两侧偏移,

位移概率密度峰值变小, 图形变得宽且低. 当流速为

20 m/s时, 位移概率密度曲线出现双峰, 这意味着系

统发生随机分岔. 每一个峰表示一种最大可能性的

响应状态. 当稳态概率密度出现双峰的时候, 意味着

系统的响应可从一种较大的可能状态过渡到另一种

状态, 反之也可. 从图 4(b) 可以看出, 随着流速的增

大, 系统的速度概率密度不变. 图 5也反映了上述现

象. 对于输液管道系统来讲, 表示着流速变大, 系统

可能发生的最大位移变大, 可能发生的最大速度不

变. 当流速过大时会导致系统出现随机分岔现象. 从

图 4(a)发现, 系统发生随机分岔时, 位移概率密度在

位移为 0 处的两侧出现双峰. 因此可以通过峰值出

现的位置作为系统发生随机分岔的判据.

图 6给出了位移概率密度峰值所对应的横坐标
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图 3   联合概率密度的结果对比

Fig. 3    Comparison of theoretical results and simulation results of joint
probability density
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图 4   不同流速下的位移概率密度和速度概率密度

Fig. 4    Probability density of the displacement and probability density of
the velocity with different fluid speed
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位置随流速的变化图. 从图 6 可以发现, 流速在前

15.1 m/s 时, 概率密度峰值所对应的位移为 0. 当流

速增大到 15.1 m/s 时, 概率密度峰值所对应的位移

不再为 0, 位移概率密度发生分岔. 随着流速的继续

增大, 概率密度峰值所对应的位移的绝对值不断增

大. 上述现象表明该输液管道系统的发生随机分岔

的临界流速为 15.1 m/s, 且随着流速的增大, 系统稳

态时可能发生的最大位移变大.

 4.2    激励强度

图 7 给出不同激励强度下 (Dw = 0.025, 0.05,

0.075)系统稳态时的位移概率密度与速度概率密度.

图 8给出不同激励强度下系统稳态时的联合概率密

度. 流速 Γ = 1 m/s, 除激励强度外其余参数如表 1所

示. 从图 7(a) 可以看出, 当激励强度增大时, 位移概

率密度向两侧偏移, 位移稳态时的概率密度峰值变

小, 图形变得宽且低. 从图 7(b) 可以看出, 当激励强
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图 5   不同流速下的联合概率密度

Fig. 5    Joint probability density with different fluid speed
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图 6   位移概率密度峰值位置随流速的变化图

Fig. 6    The peak position of the probability density of the displacement
varies with fluid speed
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图 7   不同激励强度下的位移概率密度和速度概率密度

Fig. 7    Probability density of the displacement and probability density of
the velocity with different excitation strength
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度增大时, 速度概率密度同样向两侧偏移, 稳态时的

概率密度峰值会变小, 图形变得宽且低. 图 8也反映

了上述现象. 对于输液管道系统来讲, 表示着激励强

度越大, 系统可能发生的位移和速度越大.

 4.3    阻尼系数

图 9 给出不同阻尼系数下 (η = 0.5, 1, 1.5) 系统

稳态时的位移概率密度与速度概率密度. 图 10给出

不同阻尼系数下系统稳态时的联合概率密度. 流速

Γ = 1 m/s, 除阻尼系数外其余参数如表 1 所示. 从

图 9(a)可以看出, 当阻尼系数增大时, 位移概率密度

向中间偏移, 位移稳态时的概率密度峰值变大, 图形

变得高且窄. 从图 9(b) 可以看出, 当阻尼系数增大

时, 速度概率密度同样向中间偏移, 稳态时的概率密

度峰值会变大, 图形变得高且窄. 图 10 也反映了上

述现象. 对于输液管道系统来讲, 表示着阻尼系数越

大, 系统可能发生的位移和速度越小.
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(c) Dw = 0.075 
图 8   不同激励强度下的联合概率密度

Fig. 8    Joint probability density with different excitation strength
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图 9   不同阻尼系数下的位移概率密度和速度概率密度

Fig. 9    Probability density of the displacement and probability density of
the velocity with different damping coefficient
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 5     结 论

本文研究高斯白噪声激励下输液管道的随机动

态响应. 采用路径积分法计算位移和速度的概率密

度函数. 通过Monte Carlo方法验证路径积分法结果

的正确性和有效性. 讨论了流速、激励强度和阻尼

系数对输液管道系统位移概率密度函数和速度概率

密度函数的影响. 得到了以下结论:
(1) 采用路径积分法计算输液管道的随机振动

响应是有效的;
(2) 随着流速的增大, 系统振动时可能发生的最

大位移变大, 而可能发生的最大速度不变;
(3) 随着激励强度的增大, 系统振动时可能发生

的最大位移和最大速度都变大;
(4) 随着阻尼系数的增大, 系统振动时可能发生

的最大位移和最大速度变小;
(5) 当流速过大时, 系统会出现随机分岔, 此时

位移概率密度曲线表现为双峰.
在后续的研究中将对不同截断阶数的收敛性分

析和输液管道高阶模态的振动响应等问题进行进一

步研究.
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