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摘要　踝关节在人体下肢运动过程中提供了最大的关节力矩, 因此在下肢增强型外骨骼的研究中, 踝关节外骨

骼受到了重点关注. 穿戴外骨骼的人体的行走是典型的动力学问题, 但目前人机耦合动力学的相关研究还处于

早期阶段. 本文以绳驱踝关节外骨骼为研究对象, 融合机器人正运动学方法和拉格朗日方程建立了考虑足−地

交互力、人体关节力矩和外骨骼力矩的人−机耦合动力学模型. 模型中, 足−地交互力由 Kelvin-Voigt模型结合

库伦摩擦模型描述, 人体关节力矩由基于粒子群优化的 PD控制生成, 外骨骼期望力矩由上层控制器依据人体

步态周期确定. 通过基于模型的动力学仿真, 本文从人体踝关节角度、踝关节力矩、踝关节功率和踝关节做功

多个角度系统分析了踝关节外骨骼对人体行走的助力效果. 研究表明, 在 2.0 km/h到 6.5 km/h的人体步行速度

下, 穿戴外骨骼可以实现至少 24.84%的人体踝关节平均力矩下降和至少 24.69%的踝关节做功下降. 本文也开

展了基于 SCONE平台的肌肉骨骼建模和预测仿真. 仿真结果表明, 在 3.6 km/h的步行速度下, 穿戴外骨骼可以

有效降低比目鱼肌的激活度峰值, 并使肌电信号的 RMS 值下降了 6.21%, 从而从生理学的角度证实了踝关节

外骨骼的助力效果. 本文的结果进一步完善了人体下肢−外骨骼耦合系统的动力学建模和分析方法, 从动力学

和生理学角度证实和解释了踝关节外骨骼对行走的助力机制, 也为今后下肢外骨骼的实验研究提供了理论支撑.

关键词　下肢动力外骨骼, 动力学建模, 人机动力学, 肌肉骨骼模型, 肌肉激活度
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Abstract     The ankle joint provides the largest joint torque during human lower limb motions. Therefore, ankle
exoskeletons have received major attention in the research of lower limb augmented exoskeletons. Walking of a human
equipped with an exoskeleton is a typical dynamics problem, while the research on human-exoskeleton coupling
dynamics is still at an early stage. Concentrated on the cable-driven ankle exoskeleton, this paper developed a human-
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machine coupled dynamic model considering foot-ground interaction forces, human joint torques, and exoskeleton
torques, by integrating the robot forward kinematics method and the Lagrange's equation, where the foot-ground
interaction force was described by the Kelvin-Voigt model together with the Coulomb’s dry friction model, the human
joint torque was generated by the PD control with the particle swarm optimization, and the assistive exoskeleton torque
was determined by an upper-level controller in accordance with the human gait cycle. Through model-based dynamic
simulations, this paper systematically analyzed the effect of the ankle exoskeleton assistance on human walking from
the perspectives of the angle, torque, power, and work of the human ankle. It was demonstrated that when walking at a
speed between 2.0 km/h and 6.5 km/h, human wearing the exoskeleton can achieve at least a 24.84% reduction in
average ankle torque and at least a 24.69% reduction in ankle work. Musculoskeletal modeling and predictive
simulations based on the SCONE were also performed in this paper. The simulation results showed that at a speed of
3.6km/h, wearing the exoskeleton can effectively reduce the peak level of soleus activation and the RMS value of the
EMG signal by 6.21%, thereby validating the effect of the ankle exoskeleton assistance from a physiological
perspective. Based on the results of this paper, the dynamic modeling and analysis method of human-exoskeleton
coupled systems is further improved. The assistance mechanism of the ankle exoskeleton for walking is confirmed and
interpreted from the perspectives of dynamics and physiology. This research also provides a theoretical basis for future
experimental studies of lower-limb exoskeletons.

Key words    lower-extremity powered exoskeleton, dynamic modeling, human-machine dynamics, musculoskeletal
model, muscle activation

 引 言

根据《第七次全国人口普查公报 (第五号)》的结果[1],
我国 60 岁以上的人口数约为 2.64 亿人 (2021 年

5 月 11 日), 占全国人口的 18.70%. 由于人体衰老,
老年人在日常行走和上下楼梯等场景会出现乏力症

状, 这使得老年人对助力设备的需求明显增加. 另一

方面,士兵常需要携带武器装备等负重进行长距离

行军, 体力消耗巨大, 迫切需要配备有效的行军助力

装备. 为满足上述需求, 近 20年来, 下肢助力外骨骼

的设计、分析和性能优化研究受到了广泛关注. 在
下肢运动的过程中, 踝关节为行走提供了最大的关

节力矩[2], 其在人体行走时输出的正功率约为髋膝

关节的总和[3]. 因此,踝关节外骨骼成为了相关研究

的重点之一.
下肢踝关节外骨骼从驱动方式上可以分为被动

外骨骼和主动外骨骼两种. 被动踝关节外骨骼具有

结构简单、轻量便携等优点, 典型代表包括由卡内

基梅隆大学 Collins 等[4] 研发的无动力踝关节外骨

骼和范德堡大学 Yandell 等[5] 研发的易于日常穿戴

的被动踝关节外骨骼. 主动踝关节外骨骼则具有更

好的助力效果 ,典型代表包括由哈佛大学 Walsh
等 [ 6 - 8 ] 研制的绳驱动外骨骼 ,  加拿大女王大学

Shepertycky 等[9] 研制的踝关节助力外骨骼, 以及美

国波士顿大学 Aawd等[10] 研制的踝关节助力外骨骼

等. 近几年研究表明, 在性能方面, 被动踝关节外骨

骼的辅助效果不佳, 而主动踝关节外骨骼优化了能

量效率, 具有更好的运动性能, 值得进一步研究[11].
为更好地了解踝关节外骨骼对人体行走的助力

效果, 需要从动力学角度对人体−外骨骼耦合系统进

行建模和分析. 目前的研究常基于外骨骼与人体下

肢构成的几何关系, 推导出外骨骼需要提供的力或

力矩, 通过对人体步态进行划分, 形成外骨骼助力曲

线, 以达到根据人体步态周期助力的目的[12-14]. 但这

种几何关系推导并未从动力学的角度解释下肢踝关

节外骨骼对人体行走的助力机制和效果. 另一方面,
针对机械臂或双足、四足机器人, 常基于拉格朗日

方程进行动力学建模[15-16]. 这种建模方法能够从能

量角度推导出机器人各关节运动与关节力矩、外部

力的关系, 尤其适用于多自由度的复杂系统. 对于外

骨骼与人体构成的耦合系统, 由于自由度数高, 主动

力和足−地交互作用力等因素复杂, 相关的耦合动力

学建模以及基于动力学分析的助力效果评估研究还

不够充分, 这使得外骨骼的设计和研制缺乏动力学

依据, 无法事先对外骨骼设计进行动力学优化. 上述

问题, 要求建立包含外骨骼控制力和足−地交互作用

力等因素的人体−外骨骼耦合动力学模型, 并以动力

学和生物力学量为指标, 从多个角度分析踝关节外
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骨骼对人体行走的助力效果.
穿戴踝关节外骨骼的人体在行走过程中, 人体

自身动力学、外骨骼施加给人体下肢的主动助力以

及足−地交互作用力这三方面因素对人体下肢−外骨

骼耦合系统的动力学行为具有重要影响, 需要在建

模过程中予以充分考虑. 描述人体动力学的模型主

要包括[17]: 骨骼模型、肌肉骨骼模型和神经肌肉骨骼

模型. 对于骨骼模型, 常根据捕获的运动学数据和实

测的足地交互力数据, 开展逆动力学求解关节力矩[18-19],
其可作为正向动力学的输入来估计人体运动[20-21],
也有研究通过混合方法从正向动力学仿真中得到相

关数据来更新关节力矩[22]. 肌肉骨骼模型和神经肌

肉骨骼模型则考虑了神经和肌肉对人体运动的影

响[23-24]. 本文关注的是外骨骼对人体运动和关节力

矩产生的影响, 因此在理论建模上可暂不考虑肌肉

和神经的作用. 下肢外骨骼对人体的主动助力常通

过绳驱[6-8] 或气动[25] 实现, 并以绳驱更为常见[26]. 足
−地交互作用力包括地面反作用力和地面对足的摩

擦力. 常用的描述地面反作用力的模型有: 赫兹接触

力模型[27]、Kelvin-Voigt模型[28-29]、 Hunt-Crossley
模型[30] 等; 常用的描述摩擦力的模型有: 库伦摩擦

模型[31]、Karnopp摩擦模型[32]、 Stribeck摩擦模型[33]

以及 LuGre摩擦模型[34] 等. 注意到, 由 Kelvin-Voigt
模型和库伦摩擦模型描述的足地交互作用力已广泛

应用于多足机器人行走的动力学分析[29, 35-38], 被证

明可以较为准确地表征地面反作用力和摩擦力. 尽
管上述三方面的研究各自已取得长足发展, 但综合

考虑这三方面因素的人体−外骨骼耦合动力学研究

才刚刚起步, 相关研究水平仍然较低.
综上所述, 考虑人体动力学、主动助力和足−地

交互作用力的人体−外骨骼耦合动力学的研究尚处

于起步阶段, 踝关节外骨骼对人体行走的助力效果

尚未从动力学角度得到深入分析, 其难点包括人体−
外骨骼耦合动力学建模、主动助力曲线生成以及助

力效果的表征等. 针对这些问题, 本文将首先融合机

器人正运动学描述方法和第二类拉格朗日方程, 建
立人体下肢−踝关节外骨骼耦合动力学模型, 其中

足−地交互作用力由 Kelvin-Voigt 模型和库伦摩擦

模型予以描述, 人体关节力矩由 PD 轨迹跟踪控制

生成并通过粒子群算法进行控制参数调节, 主动助

力力矩通过上层控制器根据人体行走时步态周期的

变化进行实时调整. 以此模型为基础进行动力学数

值计算, 并以踝关节角度、踝关节力矩、踝关节功

率和踝关节做功为评价指标, 对踝关节外骨骼的助

力效果进行了分析和评价. 最后, 本文在 SCONE
平台中对人体−踝关节外骨骼耦合系统进行肌肉骨

骼动力学预测仿真, 并以肌肉激活度为指标, 对外骨

骼的助力效果进行验证.
本文的创新贡献在于: 首先, 进一步完善了人体

下肢−外骨骼耦合系统的动力学建模方法, 重点关注

了足−地交互力、人体关节力矩和外骨骼助力力矩

的生成方法, 为人机耦合动力学分析奠定了模型基

础; 其次, 本文基于动力学模型和肌肉骨骼模型分别

对下肢踝关节外骨骼的助力效果进行了分析和验

证, 通过关节角度、关节力矩、关节做功、肌肉激

活度等多样化指标, 明确了踝关节外骨骼对行走的

助力机制, 提高了结论的可靠性.

 1     人体下肢−踝关节外骨骼耦合动力学模型

本研究所关注的绳驱踝关节外骨骼 (图 1)的根

本机理是模仿小腿肌肉为人体行走提供助力. 由于

足部生理结构复杂, 外骨骼提供的助力会对关节运

动产生明显影响, 错误的助力时机及大小均会降低

外骨骼穿戴的舒适性和有效性, 甚至影响人的正常

行走. 为此, 有必要对人体下肢和踝关节外骨骼耦合

系统进行动力学建模, 并据此分析外骨骼对行走的

助力效果. 为此, 本文首先介绍踝关节外骨骼系统及

人体运动学模型, 给出足−地交互力模型, 并结合机

器人正运动学描述手段建立人体−外骨骼耦合动力
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图 1   人体−踝关节外骨骼耦合系统及人体下肢运动学模型

Fig. 1    Human-ankle exoskeleton coupled system and the kinematic
model of the human lower extremity
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学模型.

 1.1    踝关节外骨骼系统及人体运动学模型

图 1(a)展示了人体−踝关节外骨骼耦合系统, 其
中人体背负电机背包 , 背包内包含外骨骼驱动电

机、电源和电子元件, 从背包内引出的两条鲍登线

连接于踝关节外骨骼的支撑模块. 为保证助力效果

并减少外骨骼对人体的负面影响, 工作过程中尽量

保证外骨骼鲍登线的助力方向与小腿平行.
人体的运动在三维空间中可划分为三个面: 矢

状面、冠状面和横断面. 人体行走活动主要发生在

矢状面内, 冠状面和水平面内的运动较小, 同时外骨

骼的助力也仅发生在矢状面内, 因此冠状面和横断

面内的运动在本研究中可以忽略.

{W}
{0} X0 Y0

Z

X

Y

在人体矢状面内, 下肢可以被视为一系列通过

关节连接在一起的刚性杆, 本文将这些刚性杆统称

为体节. 图 1(b)为本文所建立的人体运动学模型,坐
标系按 Denavit-Hartenberg (DH)方法建立. 为保证人

体正常向前运动, 基坐标系    设定在地面固定不

动, 同时在人体髋关节处建立坐标系   ,    和   用

来描述人体的向前运动和重心起伏. 其他体节坐标

系以体节的起始点作为坐标系原点,    轴垂直纸面

向外, 沿体节方向为   轴正方向, 并用右手法则确定

 轴.
具体地, 体节 1 为躯干, 体节 2, 3, 4, 以及 5, 6,

7 分别为左侧和右侧的大腿、小腿和脚体节, 其对

i = 1,2, · · · ,7
ai−1 Xi−1 Zi−1 Zi

αi−1 Xi−1 Zi−1 Zi

di Zi Xi−1 Xi

θi Zi Xi−1 Xi

θ1 = θbody θ2 = θleft_hip θ3 = θleft_knee θ4 = θleft_ankle

θ5 = θright_hip θ6 = θright_knee θ7 = θright_ankle

应的 DH参数如表 1所示. 其中,    为关节

编号, 连杆长度   为沿   轴, 从   移动到   的距

离; 连杆扭角    为绕    轴, 从    旋转到    的角

度; 连杆偏距    为沿    轴, 从    移动到    的距离;
关节角    为绕    轴, 从    旋转到    的角度. 这里,
约定   ,    ,    ,    ,

 ,       ,    .

{W}
根据 DH参数表可以求得每一个体节相对于基

坐标系   的齐次变换矩阵. 以躯干为例

W
1 T =


cosθbody −sinθbody 0 X0
sinθbody cosθbody 0 Y0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (1)

X0 Y0其中,    和   表示髋关节 (或坐标系{0}的原点) 在
基坐标系 W 下的位置.

 1.2    足−地交互力模型

足与地面的交互力主要包括地面反作用力以及

摩擦力两部分. 为了简化计算, 本文假设在人体行走

的过程中, 只有脚跟和脚尖两点与地面存在接触力

和摩擦力.
地面反作用力模型由 Kelvin-Voigt模型来描述[29]

Fdjn =max
((

Kdjnδdj+Cdjnδ̇dj
)
,0

)
(2)

Fdjn

Kdjn

Cdjn δdj

式中,    表示地面对脚的支持力, 方向垂直于地面

向上; 下标“d”取 r 或 l, 分别表示右脚和左脚; “j”取
h或 t, 分别表示脚跟和脚尖, “n”表示反作用力;  
为接触刚度,    为接触阻尼,    表示脚跟或者脚尖

与地面间的接触深度.
地面对足的摩擦力采用光滑化的库伦摩擦模型

 
表 1   人体体节 DH 参数

Table 1    DH parameters of the human body segments

i  αi−1  ai−1  di  θi 

1 0 0 0 θbody 

2 0 0 0 θleft_hip 

3 0 lleft_thigh  0 θleft_knee 

4 0 lleft_shank  0 θleft_ankle 

5 0 0 0 θright_hip 

6 0 lright_thigh  0 θright_knee 

7 0 lright_shank  0 θright_ankle 

 

Y0

Y1

Y2

Y5

Y3

Y6

Y7

Y4

X1

X0

X3

X4

X2X5

X6

X7

θleft_hip

θleft_knee

θleft_ankle
X
W

Y
W

θright_ankle

θright_knee

θright_hip

θbody

(b) 人体下肢运动学模型
(b) Kinematic model of the human lower extremity 

图 1   人体−踝关节外骨骼耦合系统及人体下肢运动学模型 (续)

Fig. 1    Human-ankle exoskeleton coupled system and the kinematic
model of the human lower extremity (continued)
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描述[29]

Fdjf = −
2arctan

(
Cvj

)
π

µFdjn (3)

Fdjf

C vj

式中,    表示摩擦力, 方向沿水平方向; 类似地,下
标“d”区分左右脚, 下标“j”区分脚跟和脚尖, “f ”表示

摩擦力;     为常数, 表示摩擦力的光滑化程度;     表

示脚跟或脚尖相对地面的切向速度.

 1.3    人体−外骨骼耦合动力学模型

θi (i = 1,2, · · · ,7)

X0 Y0

根据图 1(b) 建立的运动学模型, 人体体节的相

对运动可以由 7个自由度   描述, 人体

的向前运动和重心起伏由   ,   两个自由度描述. 因
此, 本文描述的人体动力学模型包含 9个自由度. 在
本研究中, 考虑到绳驱外骨骼质量远小于人体体节

质量,外骨骼本身的质量予以忽略; 外骨骼与人体的

相互作用被简化为单向理想助力. 图 1(b) 和图 2 共

同给出了人体−外骨骼耦合动力学模型. 结合机器人

正运动学并基于拉格朗日方程, 可以推导出模型的

动力学方程.

P具体地, 人体任意体节上任意一点    相对于基

坐标系的位置矢量可以通过齐次变换矩阵表示

wrP =
w
i TirP (4)

wrp P w
i T

{i} (i = 1,2, · · · ,7)
irP P {i}

式中,    为点   在基坐标系下的位置矢量,    为坐

标系   相对于基坐标系的位姿变换矩

阵,    为点   在体节坐标系   中的保持不变的位置

P矢量. 由此, 体节上任意一点   的速度可以表示为

wvP =
d
dt

(wrP
)
=
d
dt

(
w
i TirP

)
= w

i ṪirP (5)

速度的平方可写为

(wvP
)2
= tr


i∑

j=1

i∑
k=1

∂wi T
∂θ j

irP
(
irP

)T ∂(wi T
)T

∂θk
θ̇ jθ̇k


 (6)

P

dm

其中, tr() 表示矩阵的迹. 设体节上任意质点   的质

量为   , 则该质点的动能为

dKi =
1
2
(wvP

)2dm =

1
2
tr


i∑

j=1

i∑
k=1

∂
w
i T
∂θ j

[
irPdm

(
irP

)T] ∂(wi T
)T

∂θk
θ̇ jθ̇k



(7)

积分得到任意体节的动能可写为

Ki =
1
2
tr

 i∑
j=1

i∑
k=1

∂wi T
∂θ j

Ii
∂
(
w
i T

)T
∂θk

θ̇ jθ̇k

 (8)

Ii式中,    为伪惯量矩阵, 其一般表达式为

Ii =
w

bodyi

irP
(
irP

)T
dm =

y
V

irP
(
irP

)T
ρdV (9)

xoy在    平面内, 假设惯量积为 0, 可以得到对应每一

个体节的伪惯量矩阵. 以左足模型为例, 其伪惯量矩

阵由式 (10)给出

Ileft_foot =



1
3

mleft_footlleft_foot 0 0
1
2

mleft_footlleft_foot
0 0 0 0
0 0 0 0

1
2

mleft_footlleft_foot 0 0 mleft_foot


(10)

对所有体节的动能求和, 可以得到总动能为

K =
7∑

i=1

Ki =

1
2

7∑
i=1

tr


i∑

j=1

i∑
k=1

∂wi T
∂θ j

Ii
∂
(
w
i T

)T
∂θk

θ̇ jθ̇k


 (11)

各体节的势能为

Ui = −mi gT
(
w
i Tirci

)
(12)

mi i gT式中,    是体节   的质量,    是重力行矢量

gT =
[

gx gy gz 0
]

(13)

 

τbody

τleft_hip

τleft_knee

τleft_ankle

τright_knee

τright_ankle

τright_hip

Fexo
Fexo

Frhn

Frhf Frtf

Frtn

Fltf

Fltn
Flhn

Flhf

mbodyg

mright_thighg
mleft_thighg

mright_shankg mleft_shankg

mleft_footg
mright_footg

 
图 2   人体−外骨骼耦合动力学模型

Fig. 2    Dynamics model of the human-exoskeleton system
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irci i {i}   表示体节   的质心在   坐标系中的位置矢量. 对
所有体节的势能求和, 可以得到总势能为

U = −
7∑

i=1

mi gT
(
w
i Tirci

)
(14)

L根据式 (11) 和式 (14), 系统的拉格朗日函数   可以

表示为

L = K −U =
1
2

7∑
i=1

tr


i∑

j=1

i∑
k=1

∂wi T
∂θ j

Ii
∂
(
w
i T

)T
∂θk

θ̇ jθ̇k


+

7∑
i=1

mi gT
(
w
i Tirci

)
(15)

L θi X0 Y0

θi

将   对广义坐标   以及   ,    求导, 可以得到对应于

广义坐标   的动力学方程

d
dt

(
∂L
∂θ̇i

)
− ∂L
∂θi
= τi (i = 1,2, · · · ,9) (16)

θi (i = 1,2, · · · ,9) X0 = θ8 Y0 = θ9其中,    由表 1给出. 令   ,    ,
并将式 (15)代入到式 (16)计算, 可得

9∑
k=1

Mikθ̈k +

9∑
k=1

9∑
m=1

Hikmθ̇kθ̇m+Gi = τi (17)

将式 (17)整理成矩阵形式, 可得

M (θ) θ̈+V
(
θ, θ̇

)
+G (θ) = τ (18)

θ ∈ R9×1 θ =[θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6, θ7

θ8, θ9]T M (θ) ∈ R9×9 V
(
θ, θ̇

)
∈ R9×1

G (θ) ∈ R9×1

其中 ,  广义坐标     ,    

 ,     为广义质量矩阵,   

为科氏力和离心力矢量,    为重力矢量. 式
(18)的右端, 即系统的广义力矩由三部分构成

τ = τhuman+τexo+τf (19)

τhuman

τexo

Fexo

τf

式中,    为人体关节力矩, 由基于粒子群优化算

法的 PD 控制给出 (在 2.2 节中予以具体阐述);  
为外骨骼助力力矩, 由上层控制器根据人体步态周

期给出, 其由外骨骼通过鲍登线施加于支撑模块的

力    乘以作用力臂得到 (在 2.3 节中予以具体阐

述);    为足−地交互力所对应的广义力矢量, 具体可

以表示为

τf = JfT
(Frhn,Flhn,Frtn,Fltn,

Frhf,Flhf,Frtf,Fltf

)T
(20)

Frhn Flhn Frtn Fltn

Frhf

其中,    ,    ,    ,    分别为右、左脚跟和右、

左脚尖的地面支持力 ,  由式 (2) 具体给出 ;       ,

Flhf Frtf Fltf

Jf
M (θ) V

(
θ, θ̇

)
G (θ) Jf

 ,     ,     分别为右、左脚跟与地面的摩擦力,
和右、左脚尖与地面的摩擦力, 由式 (3) 具体给出.

 为将足−地交互力变换为广义力矩的雅可比矩阵.
 ,    ,    和   的具体形式见附录.

至此, 本文得到了考虑足−地交互力、人体关节

力矩和主动助力的人体−外骨骼耦合动力学模型. 后
续将基于该模型进行动力学分析.

 2     人体−外骨骼耦合系统的动力学分析

在上述动力学模型的基础上对人体−外骨骼耦

合系统开展动力学分析 .  数值计算基于 Matlab
R2020 b 开展, 其中用到了前期工作[29] 中健康人体

行走的运动学数据和人体参数 (表 2).
   

表 2   人体节段长度和重量值

Table 2    Lengths and weights of human segments

Parameters Values/m Parameters Values/kg

lbody  0.3 mbody  20.0

lthigh  0.5 mthigh  7.0

lshank  0.4 mshank  3.0

lfoot  0.25 mfoot  1.0

 

2.1    人体步态阶段划分

人体运动研究中的关键一环是步态阶段划分.
在外骨骼研究中, 如果不能对步态阶段进行有效和

准确的划分, 外骨骼的助力效果将受到很大影响, 甚
至有可能对人体造成损伤[7]. 因此, 在开展运动学和

动力学分析之前, 本研究首先对人体步态阶段进行

划分 (图 3), 其目的是有效设置外骨骼的助力时间与

 

time/s
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1.4
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图 3   步态阶段划分

Fig. 3    Division of gait stages
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休眠时间, 以期达到理想助力效果.
图 3展示了健康人行走时左侧踝关节角度变化

时间历程[29]. 一个步态周期 (one step)的划分从单侧

脚跟着地开始, 到下一次该侧脚跟着地为止为一个

步态周期 (图 3 中浅色阴影区段). 踝关节外骨骼在

跖屈 (plantar flexion) 阶段对人体进行助力. 踝关节

跖屈的定义为脚后跟抬起然后脚尖向下的过程, 在
图 3 中用深色阴影表示. 在步态阶段划分中踝关节

跖屈的具体判断方式为: 脚跟离地瞬间 (踝关节角度

约为 1.67弧度)为跖屈开始时刻, 小腿与足成 90°时
为踝关节跖屈的结束时刻.

 2.2    基于粒子群优化的人体关节控制力矩生成

在动力学分析中, 人体的关节力矩由 PD 轨迹

跟踪控制实现: 即以人体期望轨迹与实际轨迹的差

值为比例项, 使用差分近似导数构成算法中的微分

项. 具体地, 基于 PD控制器的关节力矩可以表示为

τ j = K j,Pe j (t)+K j,Dė j (t)　 ( j = 1,2, · · ·,7) (21)

τ j K j,P K j,D

e j(t) ė j(t) j

其中,    为关节 j 的力矩,    ,    为比例和微分增

益,    和   分别表示了当前时刻下关节   的位置

误差和速度误差.

K j,P K j,D

为体现人体对环境和外骨骼的自适应性, PD控

制的参数   和   不采用固定值, 而是通过具有出

色搜索能力的启发式算法自适应地调节. 具体地, 本
研究选取粒子群优化 (PSO) 算法来确定 PD 参数以

达到自适应生成人体关节力矩的目的[39], 这是因为

其能够在没有得知太多问题信息的情况下, 有效地

搜索庞大的解空间.

D

基于粒子群优化算法和 PD 轨迹跟踪控制生成

人体关节力矩的流程如图 4 所示, 粒子群优化算法

的参数列于表 3. 其中,    为粒子维度, 即待优化 PD

KP KD

m n

ω

k c1 c2

控制参数的维度, 前 7 维为   参数, 后 7 维为   参

数;    为种群规模,    为总迭代次数, 根据仿真所需时

间给定;    为惯性权重, 体现了粒子保持前一运动状

态的能力;    为当前迭代次数,    和   为个体学习因

子和群体学习因子, 用于调节学习最大步长.
本研究中, 动力学数值计算通过欧拉法实现, 其

计算步长被设为 0.1 ms, 每个粒子的作用时间为

2 ms. PSO算法中速度更新和位置更新公式如下

Vk+1
i = ωVk

i + c1r1
(
Pi−Xk

i

)
+ c2r2

(
Pg−Xk

i

)
(22)

Xk+1
i = Xk

i +Vk
i (23)

Vk
i k i Xk

i

k i r1 r2 [0,1]

Pi i Pg

r1 r2

其中,    为第   次迭代中粒子   的速度矢量,    为第

 次迭代中粒子   的位置矢量,    和   为区间   内

的随机数.    为粒子   的当前个体最优位置矢量,  
为整个粒子群的当前全局最优位置矢量.    ,    的引

入增加了种群搜索的随机性, 提升了粒子群算法避

免陷入局部最优的能力.
粒子群优化的损失函数定义为

f (ts) =
1
ts

ts∑
t=0

α
√√√ 7∑

j=1

e j2(t)+β

√√√ 7∑
j=1

ė2
j (t)

 (24)

α β

ts

其中,    和   为位置误差和速度误差的权重, 损失函

数表征了在   时刻系统位置和速度的平均累计误差.

f (ti)

Pi

Pg m = 100

Pi

Pg

基于图 4 的具体流程如下: 根据每个粒子当前

的位置生成人体各个关节的力矩并作用于动力学模

型 (18), 每个粒子的作用时间为 2 ms, 计算当前的损

失函数    并与之前的损失函数进行比较, 确定并

更新该粒子的个体最优位置   和粒子群的全局最优

位置     . 当    个粒子依次执行完 2 ms(共计

0.2 s)后, 基于当前的个体最优位置   和当前全局最

优位置   , 利用式 (22)和式 (23)更新每个粒子的位

置和速度, 并开始下一轮迭代. 上述算法具有较好的

收敛性和在线性, 随着迭代次数的增加, 损失函数将

 
表 3   粒子群优化算法参数值

Table 3    Parameters of the PSO Algorithm

Parameters Values Parameters Values

D  14 ω  1

m  100 c1  2

n  50 c2  2

 

PSO

algorithm

++ τhuman

Kj, P

Kj, D

τf

θj

θj

θj

∑
∑

∑+

−

−

+

Kj, P·ej (t)

Kj, D·ej (t)
τexo

ej

ej~

θj
~·

·

·

·

 
图 4   基于粒子群优化的人体关节力矩 PD控制流程

Fig. 4    Block diagram of the PSO-based PD controller for human joint
torques
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很快收敛到最小值.

 2.3    踝关节外骨骼助力曲线

为了取得理想的踝关节外骨骼控制效果, 本文

设计了外骨骼力矩控制器 (即上层控制器), 其通过

人体步态周期确定踝关节外骨骼控制系统的期望助

力力矩曲线, 包括上升力矩曲线和下降力矩曲线. 期
望助力力矩曲线依据健康人行走时踝关节力矩曲线

生成.
描述健康人踝关节力矩曲线的参数包括: start_

time, fall_time, peak_time 和 peak_torque[39-40], 其意

义如图 5所示. start_time和 fall_time分别表示踝关

节力矩的上升时间和下降时间, peak_time表示踝关

节力矩到达峰值的时刻, peak_torque 表示踝关节的

峰值力矩,它们常取值为 37, 45, 15, 90 [40]. 首先, 通过

三次多项式拟合健康人踝关节力矩曲线. 对于上升

力矩曲线和下降力矩曲线, 其两端需分别满足如下

约束条件

τ1
(
peak_time

)
= peak_torque (25)

τ1
(
peak_time− start_time) = 0 (26)

τ2
(
peak_time

)
= peak_torque (27)

τ2(peak_time+ fall_time) = 0 (28)

同时, 要求两曲线在交点 peak_time处的斜率相等且

为零, 两曲线在两端的斜率也为 0, 即

τ̇1
(
peak_time

)
= 0 (29)

τ̇1
(
peak_time− start_time) = 0 (30)

τ̇2
(
peak_time

)
= 0 (31)

τ̇2
(
peak_time+ fall_time

)
= 0 (32)

求解以上约束可以给出健康人踝关节力矩的拟合曲

线. 图 5表明, 拟合曲线 (点线)与真实踝关节力矩曲

线 (虚线)较为吻合.
为有效控制踝关节外骨骼, 令实际施加的关节

力矩为健康人踝关节力矩的 70%, 且假设左、右踝

关节具有相同的助力力矩曲线. 由此, 可以得到外骨

骼期望助力的上升力矩曲线和下降力矩曲线 (图 5,
实线), 它们的表达式如下

τexo_1 = a1t3+b1t2+ c1t+d1 (33)

τexo_2 = a2t3+b2t2+ c2t+d2 (34)

拟合参数列于表 4. 为保证施加力矩后人体行走稳

定, 本文规定, 第一步和最后一步不施加外骨骼助力

力矩.
在本文基于动力学模型的数值计算中, 上述期

望外骨骼力矩被直接施加于人体−外骨骼耦合动力

学模型. 但在实际实验中, 电机需要通过下层控制器

跟踪上层控制器的期望力矩曲线. 这里, 出于完整性

考虑, 对下层控制器算法进行简述. 在得到踝关节的

期望助力力矩表达式后, 可以依据所设计的外骨骼

的几何特征和电机的特性, 计算电机的期望输出转

矩, 具体计算方法如下

Fexo =
τexo
ηra

(35)

τm = Fexorm (36)

Fexo ra

η

rm τm

其中,    为电机转轴处绳子的拉力,    为关节支撑

模块的平面到踝关节轴的距离,    为绳子拉力的损耗

系数,    为电机轮盘半径,    为电机的期望输出转

矩. 在仿真过程中, 使用了由传递函数描述的电机模

型, 其描述了电机在零初始条件下的输出量的拉普

拉斯变换与输入量的拉普拉斯变换之比[41]. 基于此

模型可以计算出电机的实际输出力矩, 其与期望力

矩的对比如图 6所示. 可以看出, 期望力矩与实际输

出力矩差异并不明显, 表明 PD 算法可以很好地跟

 
表 4   助力曲线的参数值

Table 4    Parameters of the assistance curve

Parameters Values Parameters Values

a1  −0.002 5 a2  −0.037 3

b1  0.197 8 b2  5.880 0

c1  −2.686 5 c2  −302.4

d1  10.109 3 d2  5040
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图 5   踝关节外骨骼助力力矩曲线

Fig. 5    Assistive torque curve of the ankle exoskeleton
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踪期望力矩.

 2.4    踝关节外骨骼助力效果

首先根据所得到的运动学数据来评价外骨骼的

助力效果[8]. 基于所建立的动力学模型和健康人行

走运动轨迹 (行走速度 2 km/h), 得到了踝关节的实

际运动轨迹. 图 7 展示了左、右踝关节穿戴和未穿

戴外骨骼两种情况下的角度−时间历程. 图 7 表明,

穿戴外骨骼显著改变了左、右踝关节的角度规律.

以左踝关节为例, 从可以达到的最大角度来看, 穿戴

6.88◦

9.74◦

外骨骼要比未穿戴外骨骼的情况高约 0.12   rad
(   ); 从最小角度来看, 穿戴外骨骼也要比未穿戴

外骨骼的情况高约 0.17 rad (   ). 由于得到的踝关

节角度数据没有呈现出明显的分布规律, 本文采用

Wilcoxon 秩和检验进行差异显著性分析. Wilcoxon
秩和检验属于非参数检验的一种, 用于检验两个独

立的样本是否符合同一分布, 但是不要求被检验的

样本具有相同的元素个数, 也不要求被检验的样本

符合正态分布[42], 因此, 该检验比较适合本文所提到

的数据. 结果表明, 穿戴外骨骼与未穿戴时况相比,
左、右踝关节角度均具有显著差异 (p < 0.01). 造成

这种显著差异的原因是外骨骼在背屈过程中对踝关

节施加了助力并牵引足部向上运动, 从而抬升了踝

关节角度.
除了运动学指标, 也从人体踝关节力矩、踝关

节功率和踝关节做功出发, 分析穿戴外骨骼对人体

行走动力学性能的影响. 图 8 展示了左、右踝关节

在穿戴和未穿戴外骨骼两种情况下的力矩−时间历

程. 从图中结果可以看出, 除了右脚迈出的第一步和

左脚的最后一步由于没有施加助力使得踝关节力矩

无明显变化, 其他所有步态周期内, 踝关节峰值力矩

 

time/s

0 2 4 6 8 10

0

20

40

60

80

100
actual torque
desired torque

to
rq

u
e/

(N
·m

)

 
图 6   踝关节外骨骼期望力矩与实际力矩对比

Fig. 6    Comparison of the actual torque with the desired torque of the
ankle exoskeleton
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图 7   穿戴和未穿外骨骼情况下人体踝关节角度对比

Fig. 7    A comparison of human ankle angles for the cases with and
without exoskeleton
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图 8   穿戴和未穿外骨骼情况下人体踝关节力矩对比

Fig. 8    A comparison of human ankle torques for the cases with and
without exoskeleton
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均有明显的减少 . Wilcoxon 秩和检验 (p < 0.01)
表明, 穿戴外骨骼与未穿戴的情况相比, 左、右踝关

节力矩呈现出了显著差异. 从平均力矩的角度来看,
左、右踝关节分别减少了 40.76% 和 40.68%, 充分

展现了踝关节外骨骼的助力效果. 注意到, 左、右踝

关节平均力矩减少程度有所不同, 这一方面是由于

健康人行走时左右踝关节角度的差异, 另一方面粒

子群优化算法在生成人体关节力矩过程中具有一定

的随机性.
根据上述力矩结果, 进一步计算了左、右踝关

节的功率, 如图 9 所示. 结果表明, 穿戴外骨骼也可

以显著地降低两侧踝关节的峰值功率. 此外, 将踝关

节功率对时间积分可以得到人体踝关节的做功. 结
果表明, 穿戴外骨骼后, 左、右踝关节在 10 s内的做

功分别减少了 37.47% 和 31.85%, 实现了有效的行

走助力.
此外, 为了展示踝关节外骨骼对不同行走状态

的适应性, 还针对 5种行走速度 (2.5 km/h, 3.5 km/h,
4.5 km/h, 5.5 km/h, 6.5 km/h)分别进行了动力学仿真

和助力效果分析. 表 5给出了在 6种行走速度下, 穿
戴外骨骼后左、右踝关节平均力矩和做功的下降情

况. 结果表明, 基于本文给出的助力力矩曲线设计方

式, 踝关节外骨骼对不同行走速度均具有较好的助

力效果, 可以实现至少 24.84%的平均力矩降低和至

少 24.69%的做功降低.
上述分析表明, 穿戴外骨骼后, 人体踝关节角度

变化规律仍能维持与健康人行走时一致, 踝关节力

矩、功率以及做功均实现了较大幅度的减小, 说明

本文提出的踝关节外骨骼及其助力方式是有效的,
可以为人体行走提供助力.

 3     基于 SCONE 的肌肉−骨骼动力学仿真

除了通过基于动力学模型的数值计算展示踝关

节外骨骼的助力效果, 本研究还在 SCONE 平台中

通过肌肉−骨骼动力学模型预测仿真验证踝关节外

骨骼的助力效果. 以行走速度 3.6 km/h 为例进行结

果讨论.
SCONE 是一款用于预测模拟人类、动物和机

器人运动的开源软件. 在 SCONE 平台中, 执行预测

仿真所需要的一切都集成于一个场景中, 其由以下

几部分组成: 人体、动物或机器人模型, 一个为模型

中的作动器产生输入信号的控制器, 目标任务以及

优化器. SCONE使得肌肉骨骼模型有了强大的新应

用, 如预测治疗效果, 优化外骨骼设备的效率和功效

等. 更为重要的是, SCONE 使研究人员能够研究模

型和控制参数对整个运动的影响 [ 4 3 ] .  本研究在

SCONE平台中搭建了人体−外骨骼耦合系统的肌肉

骨骼模型, 并通过关键肌肉的激活程度来评价外骨

骼对人体行走的助力效果.
本文搭建的人体−外骨骼耦合系统的肌骨模型

 
表 5   不同行走速度下外骨骼助力效果评估

Table 5    Evaluation of exoskeleton assistance effect under
different walking speed

No.
Walking speed/

(km·h−1)

Average peak torque reduction Work reduction

left right left right

1 2.0 40.76% 40.68% 37.47% 31.85%

2 2.5 48.29% 33.92% 42.29% 32.78%

3 3.5 43.74% 30.51% 37.00% 34.55%

4 4.5 37.41% 30.17% 33.72% 28.87%

5 5.5 36.96% 24.84% 33.70% 24.69%

6 6.5 31.89% 31.11% 30.01% 28.96%
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图 9   穿戴和未穿外骨骼情况下人体踝关节功率对比

Fig. 9    A comparison of the human ankle power for the cases with and
without exoskeleton
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如图 10 所示, 其由以下几部分组成: 电机背包、关

节支撑模块、人体骨骼模型、腿部肌肉, 包括大腿

肌肉、比目鱼肌 (soleus) 和其他小腿肌肉. 其中, 比
目鱼肌受到重点关注, 这是因为比目鱼肌的主要功

能是作为踝关节的跖屈肌, 它在走、跑、跳中对足

的跖屈蹬地、固定踝关节和防止身体前倾等起到重

要作用[44-46]. 模型在行走过程中足部受到地面反作

用力, 由 Hunt-Crossley模型予以描述并用黄色箭头

标注, 外骨骼同时还对人体踝关节施加由式 (33) 和
式 (34)给出的助力力矩.

在仿真过程中, 通过评估 SCONE 中目标函数

的收敛程度以及比目鱼肌的激活程度来评价外骨骼

的助力效果. 具体地, 肌肉骨骼动力学模型的优化目

标函数为

f = wg fg+we fe+wrf frf+wlim_a flim_a+wlim_k flim_k (37)

fg

fe

frf
flim_a flim_k

wi

其中,    是移动能力指标, 其限制步行速度和髋关节

高度;    为代谢耗能指标, 评价行走过程中的代谢耗

能;    为地反力指标, 避免行走过程中足部任一处的

接触力超过 1.5 倍体重;     和    为约束指标,
避免在行走过程中踝、膝关节的过伸或过屈. 上述

指标的具体表示和解释可见文献 [43], 这里不做详细

解释.    为对应指标的权重, 权重值设置如表 6所示.
本文对无外骨骼助力 (pure walking) 和有外骨

骼助力 (exoskeleton on)两种情况分别进行了仿真预

测. 图 11给出了目标函数收敛以及比目鱼肌的激活

fg frf flim_a flim_k

fe

程度的对比. 结果表明, 在 SCONE参数优化过程中,
式 (37) 中的    ,     ,     和    四项在迭代至第

20 代左右时即收敛至零, 这是因为这四项在目标函

数中起到加速收敛的作用以保证人体的正常、稳定

行走. 在第 20 代以后, 目标函数的值由代谢耗能项

 主导, 其也逐渐收敛. 图 11(a)表明, 在第 20 代以

后, 穿戴外骨骼的情况要显著优于未穿戴外骨骼的

情况, 表现为更快的收敛速度和较低的目标函数值.
此外, 图 11(b) 表明, 穿戴外骨骼可以降低比目

鱼肌激活度的峰值. Wilcoxon秩和检验也指出, 比目

鱼肌的激活度在穿戴与未穿戴外骨骼情况下具有显

著差异 (p < 0.05). 为了定量展示肌肉激活度, 本文进

 
表 6   SCONE 中目标函数的权重值

Table 6    Weights of the objective function in SCONE

Weights Values

wg  100

we  0.1

wrf  10

wlim_a  0.1

wlim_k  0.1
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Fig. 10    Musculoskeletal dynamic model of the human-exoskeleton
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图 11   SCONE预测仿真结果

Fig. 11    Simulation results of SCONE
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一步采用时域分析法来提取表面肌电信号特征, 并
采用 RMS指标来量化肌肉激活度[32-34]

RMS =

√√∑N

i=1
x2

i

N −1
(38)

N xi其中,    为采样次数,    表示为一个归一化的值, 相
当于第 i 时刻的肌肉激活度 (mV) 除以肌肉可以产

生的最大激活度. 结果表明, 穿戴和未穿戴外骨骼情

况下比目鱼肌的 RMS 值分别为: 0.097 8 和 0.104 3,
即穿戴外骨骼实现了比目鱼肌激活度约 6.21%的下

降. 下降原因是外骨骼提供的力矩替代了部分比目

鱼肌的做功, 减小了对比目鱼肌的发力需求, 从而降

低了肌肉的激活度.
上述基于 SCONE 平台的肌肉骨骼模型和预测

仿真分析从另一个角度验证了本文提出的绳驱踝关

节外骨骼及其控制方式对人体行走的有效助力. 通
过评估比目鱼肌的激活度以及肌电信号 RMS值, 可
以发现踝关节外骨骼对比目鱼肌提供了一定的补

偿, 从生理学角度解释了踝关节外骨骼对人体行走

助力的本质机理.

 4     结 论

本文以自行设计的下肢绳驱踝关节外骨骼为研

究对象, 融合机器人正运动描述方法和拉格朗日方

程, 建立了人体−外骨骼耦合系统的人机动力学模

型. 模型综合考虑了以下因素: 由 Kelvin-Voigt模型

和库伦摩擦模型描述的足−地交互力、由基于粒子

群优化和 PD 控制生成的人体关节力和由上层控制

器确定的外骨骼期望助力力矩. 以此为基础进行动

力学数值计算, 本文从人体踝关节角度、踝关节力

矩、踝关节功率和踝关节做功多个角度出发, 系统

分析了踝关节外骨骼的助力效果. 本文也开展了基

于 SCONE 平台的肌肉骨骼建模和预测仿真, 从肌

肉激活度的角度证实了踝关节外骨骼助力的有效

性. 本文得出的主要结论如下.
(1)基于动力学模型的数值计算表明, 穿戴外骨

骼可以基本保持踝关节角度的变化规律, 但会显著

影响踝关节的角度值 (p < 0.01). 动力学分析指出, 穿
戴外骨骼和未穿戴外骨骼情况下, 人体行走动力学

性能具有显著差异 (p  < 0 .01) .  在 2 .0  km/h 到

6.5 km/h 的人体行走步速下, 穿戴外骨骼可以实现

至少 24.84% 的人体踝关节的平均力矩下降和至少

24.69% 的踝关节做功降低. 上述结果表明, 该踝关

节外骨骼可以对人体行走提供有效助力.
(2) 基于 SCONE 平台的肌−骨动力学预测仿真

表明, 在 3.6 km/h的步速下, 比目鱼肌的激活度在穿

戴与未穿戴外骨骼情况下具有显著差异 (p < 0.05),
表现为激活度峰值的下降. 定量地, 穿戴外骨骼使得

肌电信号的 RMS值下降了 6.21%. 上述结果从生理

学的角度验证了本文提出的下肢踝关节和力矩控制

器的助力效果.
综上所述, 本文的研究从动力学角度入手, 通过

考虑足−地交互力、人体关节力矩以及外骨骼助力

力矩, 进一步完善了人体下肢−外骨骼耦合系统的动

力学建模方法, 为后续人机耦合动力学分析奠定了

基础. 本文建立的动力学模型也为后续踝关节外骨

骼的实验研究提供了理论依据, 具有指导性意义. 其
次, 本文通过动力学数值计算和 SCONE 肌肉骨骼

动力学预测仿真, 从不同角度对踝关节外骨骼的助

力效果进行了分析和验证. 在动力学数值计算中, 通
过踝关节角度、踝关节力矩、踝关节功率和踝关节

功率等指标, 验证了踝关节外骨骼对人体行走助力

的有效性; 在 SCONE 肌−骨动力学预测仿真中, 通
过目标函数的优化结果以及肌肉激活度等指标, 从
生理学角度阐明了下肢踝关节外骨骼的助力机制.
在后续工作中, 将以本文的模型和方法为基础, 进一

步开展下肢外骨骼的智能控制研究和实验研究.
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附录

对正文中的符号做下述简化 

left_thigh−LT, left_shank−LS, left_foot−LF

right_thigh−RT, right_shank−RS, right_foot−RF

依据本文规定

θbody = θ1

θleft_hip = θ2, θleft_knee = θ3, θleft_ankle = θ4

θright_hip = θ5, θright_knee = θ6, θright_ankle = θ7

M (θ) ∈ R9×9   的各元素为

M11 =
1
3

lbody2mbody

M12 = M13 = M14 = M15 = M16 = M17 = 0

M18 = −
1
2

lbodymbody sin(θ1)

M19 =
1
2

lbodymbody cos(θ1)

M21 = 0

M22 =
1
3

(
lLF2 +3lLS2 +3lLT2

)
mLF +

1
3

(
lLS2 +3lLT2

)
mLS +

1
3

lLT2mLT+

lLFlLSmLF cos(θ4)+2lLSlLTmLF cos(θ3)+
lLSlLTmLS cos(θ3)+ lLFlLTmLF cos(θ3 + θ4)

M23 =
1
3

lLF2mLF +
1
3

lLS2 (3mLF +mLS)+
1
2

lLFlLTmLF cos(θ3 + θ4)+

lLFlLSmLF cos(θ4)+
1
2

lLSlLT (2mLF +mLS)cos(θ3)

M24 =
1
3

lLF2mLF +
1
2

lLFlLSmLF cos(θ4)+
1
2

lLFlLTmLF cos(θ3 + θ4)

M25 = M26 = M27 = 0

M28 = −lLT (mLF +mLS) sin(θ2)− 3
2

lLTmLT sin(θ2)−

lLSmLF sin(θ2 + θ3)− 1
2

lLSmLS sin(θ2 + θ3)−

1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M29 = lLT (mLF +mLS)cos(θ2)+
1
2

lLTmLT cos(θ2)+

lLSmLF cos(θ2 + θ3)+
1
2

lLSmLS cos(θ2 + θ3)+

1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M31 = 0

M32 =
1
3

lLF2mLF +
1
3

lLS2 (3mLF +mLS)+ lLFlLSmLF cos(θ4)+

1
2

lLSlLT (2mLF +mLS)cos(θ3)+
1
2

lLFlLTmLF cos(θ3 + θ4)

M33 =
1
3

lLF2mLF +
1
3

lLS2 (3mLF +mLS)+ lLFlLSmLF cos(θ4)

M34 =
1
3

lLF2mLF +
1
2

lLFlLSmLF cos(θ4)

M35 = M36 = M37 = 0

M38 = −
1
2

lLS (2mLF +mLS) sin(θ2 + θ3)− 1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M39 =
1
2

lLS (2mLF +mLS)cos(θ2 + θ3)+
1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M41 = 0

M42 =
1
3

lLF2mLF +
1
2

lLFlLSmLF cos(θ4)+
1
2

lLFlLTmLF cos(θ3 + θ4)
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M43 =
1
3

lLF2mLF +
1
2

lLFlLSmLF cos(θ4)

M44 =
1
3

lLF2mLF

M45 = M46 = M47 = 0

M48 = −
1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M49 =
1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M51 = M52 = M53 = M54 = 0

M55 =
1
3

(
lRF2 +3lRS2 +3lRT2

)
mRF +

1
3

(
lRS2 +3lRT2

)
mRS +

1
3

lRT2mRT+

lRFlRSmRF cos(θ7)+2lRSlRTmRF cos(θ6)+
lRSlRTmRS cos(θ6)+ lRFlRTmRF cos(θ6 + θ7)

M56 =
1
3

lRF2mRF +
1
3

lRS2 (3mRF +mRS)+ lRFlRSmRF cos(θ7)+

1
2

lRSlRT (2mRF +mRS)cos(θ6)+
1
2

lRFlRTmRF cos(θ6 + θ7)

M57 =
1
3

lRF2mRF +
1
2

lRFlRSmRF cos(θ7)+
1
2

lRFlRTmRF cos(θ6 + θ7)

M58 = −lRT (mRF +mRS) sin(θ5)− lRS

(
mRF +

1
2

mRS

)
sin(θ5 + θ6)−

3
2

lRTmRT sin(θ5)− 1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M59 = lRT (mRF +mRS)cos(θ5)+ lRS

(
mRF +

1
2

mRS

)
cos(θ5 + θ6)+

1
2

lRTmRT cos(θ5)+
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M61 = M62 = M63 = M64 = 0

M65 =
1
3

lRF2mRF +
1
3

lRS2 (3mRF +mRS)+
1
2

lRFlRTmRF cos(θ6 + θ7)+

lRFlRSmRF cos(θ7)+
1
2

lRSlRT (2mRF +mRS)cos(θ6)

M66 =
1
3

lRF2mRF +
1
3

lRS2 (3mRF +mRS)+ lRFlRSmRF cos(θ7)

M67 =
1
3

lRF2mRF +
1
2

lRFlRSmRF cos(θ7)

M68 = −
1
2

lRS (2mRF +mRS) sin(θ6 + θ7)− 1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M69 =
1
2

lRS (2mRF +mRS)cos(θ5 + θ7)+
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M71 = M72 = M73 = M74 = 0

M75 =
1
3

lRF2mRF +
1
2

lRFlRSmRF cos(θ7)+
1
2

lRFlRTmRF cos(θ6 + θ7)

M76 =
1
3

lRF2mRF +
1
2

lRFlRSmRF cos(θ7)

M77 =
1
3

lRF2mRF

M78 = −
1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M79 =
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M81 = −
1
2

lbodymbody sin(θ1)

M82 = −lLT (mLF +mLS) sin(θ2)− lLS

(
mLF +

1
2

mLS

)
sin(θ2 + θ3)−

1
2

lLTmLT sin(θ2)− 1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M83 = −
1
2

lLS (2mLF +mLS) sin(θ2 + θ3)− 1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M84 = −
1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)

M85 = −lRT (mRF +mRS) sin(θ5)− lRS

(
mRF +

1
2

mRS

)
sin(θ5 + θ6)−

1
2

lRTmRT sin(θ5)− 1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M86 = −
1
2

lRS (2mRF +mRS) sin(θ5 + θ6)+
1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M87 = −
1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)

M88 = mbody +mLF +mLS +mLT +mRF +mRS +mRT

M89 = 0

M91 =
1
2

lbodymbody cos(θ1)

M92 = lLT (mLF +mLS)cos(θ2)+ lLS

(
mLF +

1
2

mLS

)
cos(θ2 + θ3)+

1
2

lLTmLT cos(θ2)+
1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M93 =
1
2

lLS (2mLF +mLS)cos(θ2 + θ3)+
1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M94 =
1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)

M95 = lRT (mRF +mRS)cos(θ5)+ lRS

(
mRF +

1
2

mRS

)
cos(θ5 + θ6)+

1
2

lRTmRT cos(θ5)+
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M96 =
1
2

lRS (2mRF +mRS)cos(θ5 + θ6)+
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M97 =
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)

M98 = 0

M99 = mbody +mLF +mLS +mLT +mRF +mRS +mRT
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V
(
θ, θ̇

)
∈ R9×1   矩阵的各元素为

V1 = 0

V2 = −
1
2

lLFmLF [lLS sin(θ2)+ lLT sin(θ2 + θ3)] θ̇24−

lLT [lLS (2mLF +mLS) sin(θ3)+ lLFmLF sin(θ3 + θ4)] θ̇2θ̇3+[
−lLSlLT

(
mLF +

1
2

mLS

)
sin(θ3)− 1

2
lLFlLTmLF sin(θ3 + θ4)

]
θ̇23−

lLFmLF [lLS sin(θ4)+ lLT sin(θ3 + θ4)] θ̇4
(
θ̇2 + θ̇3

)

V3 =
1
2

lLT [lLS (2mLF +mLS) sin(θ3)+ lLFmLF sin(θ3 + θ4)] θ̇22−

lLFlLSmLF sin(θ4) θ̇4

(
θ̇2 + θ̇3 −

1
2
θ̇4

)

V4 = lLFlLSmLF sin(θ4)
(

1
2
θ̇22 + θ̇2θ̇3

)
+ lLSmLF sin(θ4) θ̇23+

1
2

lLFlLTmLF sin(θ3 + θ4) θ̇22

V5 = −
1
2

lRFmRF [lRS sin(θ7)+ lRT sin(θ7 + θ6)] θ̇27−

lRT [lRS (2mRF +mRS) sin(θ6)+ lRFmRF sin(θ6 + θ7)] θ̇5θ̇6+[
−lRSlRT

(
mRF +

1
2

mRS

)
sin(θ6)− 1

2
lRFlRTmRF sin(θ6 + θ7)

]
θ̇26−

lRFmRF [lRS sin(θ7)+ lRT sin(θ6 + θ7)] θ̇7
(
θ̇5 + θ̇6

)

V6 =
1
2

lRT [lRS (2mRF +mRS) sin(θ6)+ lRFmRF sin(θ6 + θ7)] θ̇25−

lRFlRSmRF sin(θ7) θ̇7

(
θ̇5 + θ̇6 −

1
2
θ̇7

)

V7 = lRFlRSmRF sin(θ7)
(

1
2
θ̇25 + θ̇5θ̇6

)
+ lRSmRF sin(θ7) θ̇26+

1
2

lRFlRTmRF sin(θ6 + θ7) θ̇25

V8 = −
1
2

lbodymbody cos(θ1) θ̇21−

1
2

[lLT (2mLF +2mLS +mLT)cos(θ3)+

lLS (2mLF +mLS)cos(θ2 + θ3)+ lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇22−
[lLS (2mLF +mLS)cos(θ2 + θ3) + lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇2θ̇3−
1
2

[lLS (2mLF +mLS)cos(θ2 + θ3) + lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇23−

1
2

[lRT (2mRF +2mRS +mRT)cos(θ6)+

lRS (2mRF +mRS)cos(θ5 + θ6)+ lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇25−
[lRS (2mRF +mRS)cos(θ5 + θ6) + lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇5θ̇6−
1
2

[lRS (2mRF +mRS)cos(θ5 + θ6) + lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇26−

1
2

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4) θ̇24 −
1
2

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7) θ̇27−

lLFmLF cos(θ2 + θ3 + θ4) θ̇4
(
θ̇2 + θ̇3

)
−

lRFmRF cos(θ5 + θ6 + θ7) θ̇7
(
θ̇5 + θ̇6

)

V9 = −
1
2

lbodymbody sin(θ1) θ̇21−

1
2

[lLT (2mLF +2mLS +mLT) sin(θ3) +

lLS (2mLF +mLS) sin(θ2 + θ3)+ lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇22−
[lLS (2mLF +mLS) sin(θ2 + θ3) + lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇2θ̇3−
1
2

[lLS (2mLF +mLS) sin(θ2 + θ3) + lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4)] θ̇23−

1
2

[lRT (2mRF +2mRS +mRT) sin(θ5) +

lRS (2mRF +mRS) sin(θ5 + θ6)+ lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇25−
[lRS (2mRF +mRS) sin(θ5 + θ6) + lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇5θ̇6−
1
2

[lRS (2mRF +mRS) sin(θ5 + θ6) + lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7)] θ̇26−

1
2

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4) θ̇24 −
1
2

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7) θ̇27−

lLFmLF sin(θ2 + θ3 + θ4) θ̇4
(
θ̇2 + θ̇3

)
−

lRFmRF sin(θ5 + θ6 + θ7) θ̇7
(
θ̇5 + θ̇6

)
G (θ) ∈ R9×1   矩阵各元素为

G1 =
1
2

lbodymbodygcos(θ1)

G2 =
1
2

lLT [2(mLF +mLS)+mLT]gcos(θ2)+

1
2

lLS (2mLF +mLS)gcos(θ2 + θ3)+
1
2

lLFmLFgcos(θ2 + θ3 + θ4)

G3 =
1
2

lLS (2mLF +mLS)gcos(θ2 + θ3)+
1
2

lLFmLFgcos(θ2 + θ3 + θ4)

G4 =
1
2

lLFmLFgcos(θ2 + θ3 + θ4)

G5 =
1
2

lRT [2(mRF +mRS)+mRT]gcos(θ5)+

1
2

lRS (2mRF +mRS)gcos(θ5 + θ6)+
1
2

lRFmRFgcos(θ5 + θ6 + θ7)

G6 =
1
2

lRS (2mRF +mRS)gcos(θ5 + θ6)+
1
2

lRFmRFgcos(θ5 + θ6 + θ7)
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G7 =
1
2

lRFmRFgcos(θ5 + θ6 + θ7)

G8 = 0

G9 =
(
mbody +mLF +mLS +mLT +mRF +mRS +mRT

)
g

Jf ∈ R8×9   矩阵各元素为

Jf11 = 0

Jf12 = 1

Jf13 = Jf14 = Jf15 = Jf16 = 0

Jf17 = −lRT sin
(
θ5 +

π
2

)
− lRS sin

(
θ5 + θ6 +

π
2

)

Jf18 = −lRS sin
(
θ5 + θ6 +

π
2

)
Jf19 = Jf21 = 0

Jf22 = 1

Jf23 = 0

Jf24 = −lLT sin
(
θ2 +

π
2

)
− lLS sin

(
θ2 + θ3 +

π
2

)

Jf25 = −lLS sin
(
θ2 + θ3 +

π
2

)
Jf26 = Jf27 = Jf28 = Jf29 = 0

Jf31 = 0

Jf32 = 1

Jf33 = Jf34 = Jf35 = Jf36 = 0

Jf37 = −lRT sin
(
θ5 +

π
2

)
− lRS sin

(
θ5 + θ6 +

π
2

)
− lRF sin

(π
2
+ θ5 + θ6 − θ7

)

Jf38 = −lRS sin
(
θ5 + θ6 +

π
2

)
− lRF sin

(π
2
+ θ5 + θ6 − θ7

)

Jf39 = lRF sin
(π

2
+ θ5 + θ6 − θ7

)
Jf41 = 0

Jf42 = 1

Jf43 = 0

Jf44 = −lLT sin
(
θ2 +

π
2

)
− lLS sin

(
θ2 + θ3 +

π
2

)
− lLF sin

(π
2
+ θ2 + θ3 − θ4

)

Jf45 = −lLS sin
(
θ2 + θ3 +

π
2

)
− lLF sin

(π
2
+ θ2 + θ3 − θ4

)

Jf46 = lLF sin
(π

2
+ θ2 + θ3 − θ4

)
Jf47 = Jf48 = Jf49 = 0

Jf51 = 1

Jf52 = Jf53 = Jf54 = Jf55 = Jf56 = 0

Jf57 = lRT cos
(
θ5 +

π
2

)
+ lRS cos

(
θ5 + θ6 +

π
2

)

Jf58 = lRS cos
(
θ5 + θ6 +

π
2

)
Jf59 = 0

Jf61 = 1

Jf62 = Jf63 = 0

Jf64 = lLT cos
(
θ2 +

π
2

)
+ lLS cos

(
θ2 + θ3 +

π
2

)

Jf65 = lLS cos
(
θ2 + θ3 +

π
2

)
Jf66 = Jf67 = Jf68 = Jf69 = 0

Jf71 = 1

Jf72 = Jf73 = Jf74 = Jf75 = Jf76 = 0

Jf77 = lRT cos
(
θ5 +

π
2

)
+ lRS cos

(
θ5 + θ6 +

π
2

)
+ lRF cos

(π
2
+ θ5 + θ6 − θ7

)

Jf78 = lRS cos
(
θ5 + θ6 +

π
2

)
+ lRF cos

(π
2
+ θ5 + θ6 − θ7

)

Jf79 = −lRF cos
(π

2
+ θ5 + θ6 − θ7

)
Jf81 = 1

Jf82 = Jf83 = 0

Jf84 = lLT cos
(
θ2 +

π
2

)
+ lLS cos

(
θ2 + θ3 +

π
2

)
+ lLF cos

(π
2
+ θ2 + θ3 − θ4

)

Jf85 = lLS cos
(
θ2 + θ3 +

π
2

)
+ lLF cos

(π
2
+ θ2 + θ3 − θ4

)

Jf86 = −lLF cos
(π

2
+ θ2 + θ3 − θ4

)
Jf87 = Jf88 = Jf89 = 0
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