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基于 2D 网格的轴对称浸没边界法
1)

蔡政刚     潘君华 2)    倪明玖 
(中国科学院大学工程科学学院, 北京 100049)

摘要　浸没边界法是处理颗粒两相流中运动边界问题的一种常用数值模拟方法. 当研究的物理问题的无量纲

参数满足一定要求时, 该流场结构呈现轴对称状态. 为此本文提出了一种基于 2D笛卡尔网格和柱坐标系的轴

对称浸没边界法. 该算法采用有限体积法 (FVM)对动量方程进行空间离散, 并通过阶梯状锐利界面替代真实的

固体浸没边界来封闭控制方程. 为了提高计算效率, 本文采用自适应网格加密技术提高浸没边界附近网格分辨

率. 由于柱坐标系的使用, 使得动量方程中的黏性项产生多余的源项, 我们对其作隐式处理. 此外, 在对小球匀

速近壁运动进行直接数值模拟时, 由于球壁间隙很小, 间隙内的压力变化比较剧烈. 因此想要精确地解析流场

需要很高的网格分辨率. 此时, 需要在一个时间步内多次实施投影步来保证计算的稳定性. 而在小球自由碰壁

运动中, 我们通过引入一个润滑力模型使得低网格分辨率下也能模拟小球近壁处的运动. 最后通过小球和圆盘

绕流、Stokes流小球近壁运动以及小球自由下落碰壁弹跳算例验证本算法对于轴对称流的静边界和动边界问

题均是适用和准确的.

关键词　轴对称, 2D网格, 浸没边界法, 球壁碰撞
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AN AXISYMMETRIC IMMERSED BOUNDARY METHOD BASED ON 2D MESH1)

Cai Zhenggang     Pan Junhua 2)    Ni Mingjiu 
( School of Engineering Science, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China)

Abstract     Immersed boundary methods is a common numerical simulation method to deal with moving boundary
problems in particle two-phase flows. When the dimensionless parameters of studied physical problems meet certain
requirements, its corresponding flow structure becomes axisymmetric. Hence, an axisymmetric immersed boundary
method based on a 2D mesh and cylindrical coordinates is proposed in the present paper. A finite volume method is used
as the spatial discretization in the present algorithm. And the governing equation is closed by a sharp stepped interface,
which is used to replace the real solid immersed boundary. In order to improve the efficiency of computation, an adaptive
mesh refinement technology is used to improve the mesh resolution near the immersed boundary. The using of cylindrical
coordinates will produce a redundant source item from the viscous term in the momentum equation. The additional
source term will be handled by using an implicit scheme. Moreover, in the direct numerical simulation of a sphere
approaching a wall with a constant velocity, the pressure of the fluid in the gap dramatically changes because of the small
gap. So, in order to accurately analyze the flow field, the required grid resolution is very high in the gap. Multiple
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projection-step calculations are carried out in one time step for maintaining the stability of the simulation. In the
movement of a sphere free impacting a wall, a lubrication force model will be introduced to simulate the movement of the
sphere near the wall even with a low grid resolution. Finally, simulation results on the flow past a fixed sphere, the flow
past a circular disk, the stokes flow by a sphere approaching a wall and the flow caused by the sphere-wall collision prove
that the present axisymmetric IBM algorithm is applicable and accurate for dealing with stationary and moving boundary
problems in an axisymmetric flow.

Key words    axisymmetric, 2D mesh, immersed boundary method, sphere-wall collision

 

引 言

流体领域中的颗粒两相流[1-2] 一直是工程和学

术研究上的重要内容. 除了理论和实验研究之外, 数
值模拟也是一种重要的研究手段. 而在颗粒两相流

的相关研究中, 复杂几何和动边界问题是十分普遍

的. 当我们采用数值模拟手段研究上述问题时, 使用

贴体网格是有一定挑战的. 例如固体几何比较复杂,
那么壁面边界层附近的网格处理将会是麻烦的. 同
样当固体边界发生运动时, 贴体网格会发生畸变, 使
得网格的正交性变差. 但是浸没边界法 (immersed
boundary method, IBM)为相关问题提供了非常好的

技术手段.
浸没边界法首先是由 Peskin[3-4] 为了模拟心脏

力学以及相关的血液流动而发展出来一种方法. 该
方法对流体和固体采用两套不同网格, 流体一般采

用正交的欧拉网格而固体一般采用拉格朗日网格.
固体边界上的信息通过直接在 Navier-Stokes方程中

添加力源项反映到流场中, 并引入狄拉克 δ 函数来

联系固体域和流体域. 随后此方法也被后续的科研

工作者推广到了其他众多领域, 如文献 [5] 将 IBM
方法推广到了湍流领域、自然和强迫对流传热领

域; 文献 [6] 将 IBM 方法分别应用到颗粒液滴运动

问题以及可压缩黏性流动问题; Grigoriadis 等 [7]

则将其推广到磁流体动力学 (magnetohydrodynamics,
MHD)领域. 另外, 为了对钠冷快堆中的停堆组件落

棒过程进行数值模拟研究, 秦如冰等[8] 开发了 2D的

浸没边界法. 同时, 近年来由于格子玻尔兹曼方法兴

起, IBM方法与格子法的结合使用也是热门的领域.
周睿等利用格子玻尔兹曼浸没边界法分别对双层刚

性植被明渠水流[9] 以及变动水面水库[10] 进行了数

值模拟和验证. 佟莹等[11] 发展了一种直接力格式的

浸没边界格子模型用于动边界流动数值计算. 李桥忠

等[12] 提出了一种基于浸没边界−简化热格子玻尔兹

曼方法的耦合模型, 该模型简化了边界条件的实现

形式, 减小了计算成本.
通常根据浸没固体边界条件引入流体计算域的

差异, 后续发展的 IBM 方法主要分为两类: 一类是

连续力法如 Peskin[3-4], 另一类是离散力法如文献 [13].
相比于连续力法, 离散力法并不通过对控制方程改

动来施加浸没边界条件, 而是在浸没边界附近单元

直接进行插值引入边界条件. 考虑到后者在满足物

理量守恒特性上要优于前者, 本文所采用的 IBM方

法也是属于离散力法. 但是使用离散力方式处理浸

没边界时, 固体界面将背景的流体网格切割成不规

则形状. 如何处理切割后的网格单元的守恒性是一

个难点. 文献 [14]通过耦合 IBM以及切割网格技术

有效地处理了由于动边界引发的压力震荡, 但其方

法实现是比较困难的. 随后 Pan等[15] 发展了一种相

容守恒格式的浸没边界法用以研究 MHD 流动以及

动边界问题. 该方法既能够抑制动边界产生的压力

震荡又相对前者更易实现.
同时经过本文调研发现, 目前大部分关于 IBM

方法的研究[1-15] 主要针对的是较为普遍的二维或三

维问题, 而对于轴对称这种特定物理问题 (比如雷诺

数 Re < 210 时的小球绕流[16], 伽利略数 G < 156 时

的小球自由运动[17])的相关研究是比较少的. Lai等[18]

基于柱坐标发展了一种轴对称 IBM 用以研究伴随

不溶性表面活性物质的轴对称界面流. Li等[19] 在研

究细胞分裂增长的轴对称过程中发展了一种轴对称

浸没边界模型. Li[20] 采用涡量−流函数耦合控制方

程发展了一种快速轴对称浸没边界投影法用以处理

小球颗粒与壁面正碰问题. 上述三种模型均是基于

连续力法来实现的, 而目前基于离散力格式的轴对

称 IBM方法还未发展.
因此本文发展了一种基于有限体积法 (FVM)

以及离散力格式的 2D轴对称浸没边界法. 此算法是

以 Pan 等[15] 所发展的 2D 和 3D 相容守恒浸没边界
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法扩展而来. 因此对于浸没边界条件的引入以及锐

利阶梯界面的划分 ,  本文沿袭其处理方式 .  但是

Pan 等[15] 所发展的原始 IBM 方法并未考虑碰撞情

况, 当需考虑颗粒壁面碰撞, 在小球离壁面只有一层

网格时, 由于插值数据信息不足导致数值计算崩溃.
所以在其原始算法基础之上, 本文进一步完善了浸

没边界离壁面边界只有一层网格时的情况.
如图 1 所示为例, 所有背景网格单元被分为三

种: 第一种是棕色表示的固体网格单元, 其网格中心

在浸没边界法内部; 第二种是绿色表示的 IB网格单

元, 其为离浸没边界最近的第一层网格单元. 第三种

是剩下的蓝色表示的流体单元 (直接参与离散矩阵

计算). 除了上述网格单元之外, 黄色的壁面面元代

表了流体域的壁面边界, 面心的数据由边界条件给

出. 图中的红色实线则是表示浸没边界, 阶梯状虚线

表示锐利界面 (实际计算的边界).
  

IB cell

fluid cell

solid cell

wall surface

ΓIB sharp interface

Γib immersed boundary

ib

nib nf

IB

 
图 1   浸没边界和网格单元划分示意图

Fig. 1    Schematic diagram of immersed boundary and
dividing cells type

 

由于 IB 单元一般是不规则的切割单元 (如图 1
中所示, 绿色 IB 单元被红色浸没边界切割), 本文采

用文献 [21] 提出的加权最小二乘法 (LSM) 插值得

到. 而插值所用到的信息一般为浸没固体边界条件

以及周围流体网格中心的物理量. 当浸没边界开始

接触壁面边界时 (相距只有几层网格), 流体侧壁面

边界上的面心数据也会作为插值数据点. 得到 IB网

格单元中心数据之后, 再通过引入阶梯状锐利界面

作为近似边界来封闭离散方程, 从而实现固体边界

条件的引入.
一般根据物体运动速度的确定方式, 本文将其

分为两种基本类型. 第一种是运动物体的强迫运动,
人为给出物体的速度随时间的变化. 二是通过耦合

运动学方程和 Navier-Stokes方程, 由流体−颗粒的相

互作用来确定物体的速度. 通常, 运动学方程中的力

系数在时间上是显示离散的, 以便将运动学方程从

Navier-Stokes 方程中解耦[22]. 本文通过 2D 轴对称

IBM 方法模拟 Stokes 流小球近壁运动以及小球自

由下落碰壁弹跳分别对上述两种运动方式进行验证. 

1     数值模型
 

1.1    控制方程

ν ρ f

u = (ur,

uz) p

ur uz

本文算法考虑的是一种不可压缩的、运动黏性

为   、密度为   的流体所产生的无环流轴对称流动.
在轴对称假设之下, 本文可以利用柱坐标系将三维

流动的控制方程简化成两维形式. 本文使用 

 以及   来分别表示子午面上的速度和压力, 其中

 和    分别表示径向和轴向的速度分量. 因此无量

纲的流体动力学控制方程可以写成

1
r
∂

∂r
(rur)+

∂uz

∂z
= 0 (1)

∂ur

∂t
+ur
∂ur

∂r
+uz
∂ur

∂z
= −∂p
∂r
+

1
Re

(
∆ur −

ur

r2

)
(2)

∂uz

∂t
+ur
∂uz

∂r
+uz
∂uz

∂z
= −∂p
∂z
+

1
Re
∆uz (3)

Re = UL/ν U L

L = D D

L = D D

∆

∇

这里无量纲参数雷诺数   , 其中   和   分别

表示轴对称流动的特征速度和特征长度. 对于小球

算例特征长度   ,    为小球直径. 而对于圆盘特

征长度   ,    为圆盘径向直径. 另外需要注意的

是轴对称柱坐标系下的拉普拉斯算符   以及梯度算

符   与直角坐标是不一样的, 分别为

∆ =
1
r
∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+
∂2

∂z2 (4)

∇ =
(
∂

∂r
,
∂

∂z

)
(5)

ur/r2

另外, 对比式 (2)和式 (3), 我们能够清楚地发现

在径向动量方程中由于坐标系的变化导致多出来的

源项   . 由于这一项在靠近对称轴位置变得很大,
因此对于该项的处理是十分重要的.

UΓ = Up+ωp× rΓ
Up ωp

rΓ

因为本文的数值模拟计算也涉及到小球颗粒自

由下落的运动过程. 所以除了上述流体的控制方程

之外, 颗粒运动的控制方程也需要计算. 一般来说我

们可以将颗粒的运动速度表示为    ,
其中   表示颗粒质心的平移速度、    表示颗粒的

角速度、    表示颗粒表面到质心的距离矢量. 颗粒

运动方程则分别是由牛顿动量方程 (6) 以及角动量

方程 (7)决定, 即
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∂
(
mpUp

)
∂t

= fp = ρ f

z
τ · npdS +Vp

(
ρp−ρ f

)
g

(6)

∂
(
Ipωp

)
∂t

= Tp =
z

rp× fpdS (7)

τ = −Ip/ρ f + ν
(
∇u+∇uT

)
I

p

p f Vp mp np

fp

Ip rp

Tp

ωp = 0

这里    表示应力张量, 其中  

和   分别为单位张量和流体动压 (不含静水压力). 而
下标    和    分别对应颗粒和流体 .       ,      和  

则分别表示固体颗粒的体积、颗粒质量以及颗粒表

面的单位外法向矢量.    为颗粒所受外力之和, 包含

流体作用力、重力以及浮力.    和   分别表示固体

颗粒的惯性张量以及颗粒所受到的外力作用点到颗

粒重心的距离, 而    则表示颗粒所受到的合力矩.
因为本文只考虑无环流轴对称运动, 颗粒在自由下

落运动过程中是没有转动发生的即固体颗粒的角速

度    . 这也意味着我们只需要单独求解颗粒的

牛顿运动方程 (6) 即可. 

1.2    数值离散

z

dθ/2

dθ r

S f

本文的算法是基于柱坐标系以及有限体积法来

开展的. 因此对于无环流轴对称流动, 子午面上生成

两维的平面网格后, 将网格沿轴线 (    轴) 分别向正

反环向方向旋转   角度后便形成了一层楔形三维

网格 (夹角为   ). 如图 2 所示: 其中坐标   轴位于网

格中界面,    表示网格面面积, nf 表示网格面单位

法向量.
  

O dθ

r

Sf

Z

 
图 2   柱坐标系下的体积微元

Fig. 2    Volume element in cylindrical coordinates
 

Ωc = drdzrcdθ z

S z = r f dθdr r

S r = r f dθdz θ

S r = dθdz rc r f

网格体积微元表示为   ,    方向网格

表面积计算表示为   ,    方向网格表面积计

算表示为   ,    方向网格表面积计算表示为

 . 这里    和    分别为网格微元中心和网格

面心径向坐标. 虽然在进行空间离散时, 由于有限体

积法的使用引入了一层三维网格单元, 但在计算过

程中本质上仍然是 2D计算. 然后对流体控制方程进

行的完整离散, 本文采用一个经典的具有二阶时间

和空间精度的分步式投影法[23]. 主要计算过程可以

分为以下四个步骤.
ur

uz

ur/r2

第一步分别计算预测步径向速度   和轴向速度

 . 对于对流项以及黏性项中的拉普拉斯项均采用

二阶中心差分格式离散, 而对于径向方程中多出来

的   项采用隐式处理. 则上述径向和轴向动量方

程的离散形式为

u∗rc−uk
rc

∆t
Ωc+

1
2

∑[
mk

f

(
u∗r f

)
+mk

f

(
uk

r f

)]
= − (∇pr)k

cΩc+

1
2Re

∑(∂ur

∂n

)∗
f
+

(
∂ur

∂n

)k

f

S f −
u∗rc

Rer2
c
Ωc

(8)

u∗zc−uk
zc

∆t
Ωc+

1
2

∑[
mk

f

(
u∗z f

)
+mk

f

(
uk

z f

)]
= − (∇pz)k

cΩc +

1
2Re

∑(∂uz

∂n

)∗
f
+

(
∂uz

∂n

)k

f

S f (9)

k ∗
c

f

mk
f = uk

f · nf S f ∇pr

∇pz Ωc

θ

这里需要注意的是式 (8) 和式 (9) 中的上标   和   分

别表示当前时层 (已知)和预测步时层 (未知), 下标 

和    则分别表示网格单元中心和网格单元面 .
 表示网格单元面上的质量通量.    和

 则分别表示压力梯度的径向和轴向分量.    表

示网格单元的体积 (在环向    方向单位长度取为 1,
只有一层网格).

ũc = (̃urc, ũzc)

k pk
c

u∗c =
(
u∗rc,u

∗
zc

)
第二步计算中间速度场   . 这里我们

利用已知   时层的压力场   以及第一步计算得到的

预测步速度场   来计算中间速度

ũc = u∗c +∆t (∇p)k
c (10)

k+1 pk+1
c第三步计算   时层压力场   . 首先根据上一

步计算得到的网格中心的中间步速度场, 我们通过

插值可以得到网格单元面上中间步质量通量

m̃f = ũc→ f · nf S f (11)

ũc→ f

这里为了防止速度压力求解失耦, 发生棋盘压

力震荡现象, 我们需要将网格单元中心的速度插值

到网格单元面心上 (   ). 其次通过上述的网格单

元面上的中间步质量通量来求解压力泊松方程得到

新时层的压力场. 这里压力泊松方程为∑(
∂p
∂n

)k+1

f
S f =

1
∆t

∑
m̃ f (12)
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k+1

k+1

第四步根据    时层的压力场, 修正中间步速

度场, 得到    时层的网格单元中心和面上的速度

场以及面上的质量通量分别为

uk+1
c = ũc−∆t (∇p)k+1

c (13)

mk+1
f = m̃ f −∆t

(
∂p
∂n

)k+1

f
S f (14)

∇pc =

∑
p f nf S f

Ωc (
∂p
∂n

)
f
=

pnb− pA

dnb−A

dnb−A

至此完整的一次投影步迭代计算结束. 需要说

明的是对于网格中心处的梯度计算是采用高斯定理

方式    , 而对于网格单元界面上的法

向压力梯度是采用二阶中心差分形式   ,

下标 A 和 nb 分别表示网格 A 与网格 A 的相邻网格

nb,    表示网格 A 与相邻网格 nb 中心距离.
另外对于在不可压缩黏性流体中颗粒小球垂直

靠近壁面运动时, 由于运动颗粒和静止壁面之间的

间隙很小, 数值模拟所需的网格分辨率非常高. 因此

为了保证计算的稳定性, 需要在一个时间步长内重

复多次执行投影步计算, 如图 3所示.
  

begin

calculate mass flux mf
k

calculate predicted velocity uc
*

calculate intermediate velocity uc

calculate k + 1 layer pressure

calculate k+1 layer velocity uc
k + 1

whether reaches the
number of iterations

end

update mass flux

and pressure

no

pc
k + 1

yes

~

 
图 3   流体方程计算流程图

Fig. 3    Flow chart of fluid equation calculation
 

根据本文测试的经验, 这里的迭代次数一般设

置为 3~5次即可. 另外在前两次迭代计算时, 一般会

对压力和速度做松弛处理来保证计算的稳定性.
除了求解流体的 Navier-Stokes 方程之外, 本文

也要求解浸没固体颗粒的牛顿运动方程. 这里我们

直接采用 Euler的显式离散格式处理, 如下式所示

mp
(
Uk+1

p −Uk
p

)
∆t

= ρ f

z
τk+1 · npdS +Vp

(
ρp−ρ f

)
g (15)

τk+1=−Ipk+1
ib +µ

[
∇uk+1

ib +
(
∇uk+1

ib

)T
]

pk+1
ib = pk+1

IB

∇uk+1
ib =

(
uk+1

IB −uk
ib

)
dIB−ib

nib dIB−ib

uk
ib

Uk
p pk+1

IB uk+1
IB

k+1

k+1

这里的应力张量   , 其

中浸没边界上的压力以及速度梯度分别为 

和    , 而    表示 IB 网格单元

到浸没边界上的映射 ib 点的距离. 需要注意的是 

可由当前浸没颗粒速度即   给出, 而   和   需

要通过由求解流体离散方程 (8)~(14)得到的流体单

元数据经过最小二乘法插值得到. 关于 IB单元和映

射 ib 点的位置可以参考图 1. 在下一小节中我们会说

明如何插值得到 IB单元数据. 因此通过使用式 (15),
我们很容易求解得到    时层的颗粒速度. 进而更

新   时层的浸没边界条件, 继续求解下一时层流场. 

1.3    IB 边界条件引入

因为本文采用离散力法, 所以固体浸没边界的

引入主要分为三个步骤. 第一步通过最小二乘法插

值得到 IB网格单元的值, 第二步利用阶梯状锐利界

面替代真实的固体浸没边界封闭控制方程求解流场

信息, 第三步利用新求解的流场信息修正 IB网格单

元信息. 接下来我们将分别说明这三个步骤的实现.
φ

ib

第一步: 我们对 IB 单元中心物理量   在浸没边

界投影点 (图 1    点)在子午面上做二维平面泰勒展

开, 即

φ (x,y) ≈Φ (x,y) = φib+
∂φ

∂x

∣∣∣∣
ib
∆x+

∂φ

∂y

∣∣∣∣
ib
∆y+

1
2
∂2φ

∂x2

∣∣∣∣
ib

(∆x)2+
1
2
∂2φ

∂y2

∣∣∣∣
ib

(∆y)2+ · · · (16)

(xib,yib) ∆x = x− xib ∆y = y− yib

∂φ

∂x

∣∣∣∣∣
ib

∂φ

∂y

∣∣∣∣∣
ib

∂2φ

∂x2

∣∣∣∣∣∣
ib

∂2φ

∂y2

∣∣∣∣∣∣
ib

γ =∑M

m=1
ω2

m
[
Φ (∆x,∆y)−φ (∆x,∆y)

]2

其中投影点坐标用   ,    和 

则分别表示 IB 单元中心到投影点的各个方向上的

距离. 这里需要说明一下, 尽管本文流场的方程离散

计算是在轴对称柱坐标系上进行的, 但是 IB网格单

元中心的插值还是在二维直角坐标基础上完成的.

那么只要确定了式 (16) 中的泰勒展开系数     ,

 ,    ,    等, 就能得到 IB 单元中心的值.

针对这些未知系数, 本文采用 IB单元周围的已知流

体网格单元以及壁面边界面元信息构建一个代数方

程组 (未知系数作为待求解变量). 通过最小二乘法

求解方程系数, 以此确定式 (16)中的泰勒展开系数.
当插值搜索的数据点多于插值方程未知系数的个

数时, 我们通过带权重的最小二乘法[21] 求解:   

 . 这里 M 和 m 分别表
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ωm=
1
2

[
1+cos

(
πdm

R

)]
dm =

√
∆x2

m+∆y2
m

示数据点的总数和第m个数据点, 而 

表示距离权函数. 其中   表示数据点

与投影点之间的间距. R 表示这些间距中的最大值.
针对纽曼边界条件也是类似处理, 这里不再赘

述, 详情可以参考文献 [15]. 考虑到插值的精度和效

率, 本文的插值精度采用三阶形式.

k+1

第二步: 阶梯近似界面引入, 如图 1 所示. 首先

忽略浸没边界的存在, 则离散方程的最终离散形式

在   时层的一般表达为

Apφ
k+1
p +

n f l/(nIB)∑
f l=1

(
Anbφ

k+1
nb

)
f l
+

nIB∑
IB=1

(
Anbφ

k+1
nb

)
IB
= S k

p

(17)

nb p n f l/(nIB)

nIB

k

其中下标   表示网格单元   周围的网格单元,  
和    则分别表示相邻网格单元中不包括 IB 单元

的总数以及 IB网格单元的数量. 这里方程 (17)因为

缺少边界条件是无法求解的. 但是我们可以利用第

一步得到的 IB 单元中心的插值信息 (   时层) 以及

阶梯近似边界来封闭流体离散方程. 此时新的离散

方程最终离散形式为

Apφ
k+1
p +

n f l/(nIB)∑
f l=1

(
Anbφ

k+1
nb

)
f l
= S k

p−
nIB∑

IB=1

(
Anbφ

k
nb

)
IB

(18)

这里 IB单元被当做源项处理放在公式右侧.

k+1

k

k+1

第三步: 修正 IB 单元的信息. 通过第二步计算,
我们得到了   时层的流场信息. 但是 IB单元还是

 时层的, 我们需要对其再做一次最小二乘法插值,
将其更新到   时层. 至此 IB边界条件引入完成. 

1.4    2D 自适应网格技术实现

∆h/2k1

∆h

对于动边界问题, 由于颗粒在靠近壁面或与壁

面发生碰撞弹跳之前需要运动较长距离, 而颗粒附

近的黏性边界层和颗粒碰壁间隙处相对于远处流场

需要较密的网格才能解析. 因此如果在颗粒运动路

径都采用较密网格显然会造成很高的计算成本, 这
显然是不能接受的. 而自适应网格技术很好地替我

们解决这一困难, 因此本文开发了一套基于浸没边

界法的 2D自适应网格技术. 对于浸没边界分层加密

策略, 主要通过设置三个加密参数来执行. 首先是最

大加密次数 k1, 其决定最小网格尺寸为   , 其中

 为背景基础网格尺寸. 另外为了保证浸没边界附

近的网格加密层过度平滑 (有助于计算稳定), 我们

针对在浸没边界附近的加密层, 设置前 k2 个加密层

k1 = 3,k2 = 2,

N = 8

中每一个加密层具有 N 层网格. 一个  

 的加密结果如图 4所示.
图 4 给出的流场子午面上的加密网格. 粗网格

和细网格加密界面上的法向和网格中心连线存在一

定倾角. 针对这一现象, 本文采用倾斜校正处理使得

计算更加稳定.
  

immersed boundary

K2 = 2

NN

K1 = 3

 
图 4   2D自适应网格

Fig. 4    An 2D AMR grid around immersed boundary
  

2     数值算法验证

为了验证本文所提出的轴对称 IBM 算法的有

效性与可靠性. 本章节将分别给出小球绕流、圆盘

绕流、Stokes流小球近壁运动以及小球自由下落碰

壁弹跳等四种轴对称流动的数值模拟验证结果. 

2.1    静止小球绕流验证

Re = U∞D/ν f

U∞ D ν f

40D

20D 20D

U∞

根据 Wu [ 24 ] 的试验研究以及 Johnson [ 16 ] 和
Tomboulides[25] 数值模拟结果, 当雷诺数 

小于 210 时, 均匀来流通过一个固定小球所形成的

流动是保持轴对称的. 这里   ,    ,    分别表示远场

均匀来流速度、静止小球直径以及流体的运动黏

度. 因此本文分别测试了雷诺数为 1, 10, 50, 100,
150, 200等六种不同工况, 并将本文的数值模拟结果

与前人结果进行比较. 首先我们给出计算模型如图 5
所示. 模型流向总长为   , 小球中心距离入口和出

口截面距离均为   , 小球中心距离上侧壁为   .
其次本文对于边界条件设置: 进口采用均匀来流边

界条件   , 出口设置为对流出口边界条件, 对称轴

设置为对称边界条件, 侧壁设置为远场边界条件, 浸
没小球表面设置为无滑移边界条件. 模拟过程中本

文采用自适应时间步长, 保证最大的库朗数 (CFL)
不超过 0.5. 
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immersed boundary

side wallU∞

inlet axis outlet

20D 20D

20D

 
图 5   小球绕流几何参数

Fig. 5    Configuration for flow past a fixed sphere
 

这里考虑到本文的工况最高雷诺数为 200以及

Pan [26 ] 的数值经验 ,  一个网格无关性验证如表 1
所示.
  

表 1   雷诺数 Re = 200 网格无关性验证

Table 1    Grid independence test at Re = 200

Case D/∆x  Cd  Lre 

coarse mesh 160 0.768 1.435

fine mesh 320 0.770 1.430

 

∆ Cd = Fz/

(
1
8
ρU2
∞πD2

)
Fz Lre

Re

表中    x 为网格最小尺寸,   

为阻力系数 (   为流向阻力),    表示小球尾流回流

区长度. 通过粗细网格阻力系数和回流区长度结果

对比, 我们发现粗网格对于本问题是足够解析的. 因
此后续工况的数值结果均是基于粗网格实现. 在图 6
中, 从上到下依次给出雷诺数    为 50, 100, 150,

200 时采用轴对称 IBM 计算得到的流线结果, 白色

半圆表示浸没小球. 从图中我们可以看到四种雷诺

数下, 随着雷诺数的增加回流区长度也是增加的.

Lre Cd

图 7(a) 和图 7(b) 中, 将采用本文算法计算得到

的回流区长度   以及阻力系数   与 Johnson[16] 和
Magnaudet[27] 的结果进行定量对比. 根据图 7(a) 可
以发现: 我们计算的回流区长度在雷诺数为 50 和

100 时与前人结果均符合较好, 在雷诺数为 150 和

200时与 Johnson[16] 结果也符合很好. 而根据图 7(b)
可以发现: 我们通过轴对称 IBM算法计算的阻力系数

在低雷诺数和高雷诺数与 Johnson[16] 和Magnaudet[27]

的均符合很好. 综上所述, 本文的轴对称浸没边界算法

对于求解小球绕流中轴对称流动是可靠的、有效的.
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图 6   不同雷诺数流线对比

Fig. 6    Streamline at different Re with IBM
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图 7   小球回流区长度和阻力系数对比

Lre

Cd

Fig. 7    Comparisons of the length of recirculation zone     and
drag coefficient    of sphere
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2.2    静止圆盘绕流验证

χ = D/Hz = 10

Re = U∞D/ν f

U∞

D Hz ν f

2.5D

15D 6D

除了小球这种特殊几何结构之外, 圆盘也是一

种典型的轴对称结构. 为了更好地说明本文的算法

对于固体几何的适应性, 我们对于低雷诺数下的轴

对称圆盘绕流也进行了相应的测试 .  根据文献

[28-29] 的数值研究: 对于纵横比   的圆

盘, 当雷诺数   小于 135 时, 远场均匀来

流通过固定圆盘后形成稳态轴对称流动. 这里    ,
 ,     ,     分别表示远场均匀来流速度、静止圆盘

径向直径、静止圆盘轴向厚度以及流体的运动

黏度. 本文分别计算了雷诺数为 10, 20 , 40, 60, 80,
100 等六种工况. 为了更好地与文献 [28] 研究对比,
我们在计算模型的设置上采取与之相一致的参数.
计算模型如图 8所示: 进口距离圆盘   , 出口距离

圆盘   , 侧壁距离对称轴   .
  

immersed boundary

side wallU∞

inlet axis outlet

2.5D

0.5D

Hz = 0.1D

15D

6D

 
图 8   圆盘绕流几何参数

Fig. 8    Configuration for flow past a circular disk
 

这里关于边界条件的设置与上一小节的小球绕

流中的设置是一样, 便不再复述. 我们同样采用两种

不同分辨率的网格进行计算, 用以验证网格无关性,
如表 2所示.
  

表 2   雷诺数 Re = 100 网格无关性验证

Table 2    Grid independence test at Re = 100

Case D/∆x  Cd  Lre 

coarse mesh 160 1.327 1.960

fine mesh 320 1.329 1.965
 

根据表 2 中的阻力系数以及回流区长度对比,
我们发现粗网格的数值计算结果已经足够求解该问

题, 所以后续的低雷诺数下的工况我们均采用粗网

格进行计算.
图 9 中, 我们分别给出了雷诺数为 10和 100两

种工况下的流场流线图, 白色矩形表示浸没圆盘. 我
们可以直观地看出回流区长度也是随着雷诺数增加

而增加的.

Lre Cd

除此之外, 我们同样对比了圆盘尾迹回流区长度

 以及阻力系数   , 对比结果如图 10(a)和图 10(b)
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图 9   不同雷诺数流线对比

Fig. 9    Comparison of streamline at different Re
 

200 40 60 80 100
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4
L
re

Re

(a) 回流区长度对比
    (a) Comparison of the length of recirculation zone

Ref. [28]

axial IBM

200 40 60 80 100
0

1

2

3

4

5

C
d

Re

(b) 阻力系数对比
    (b) Comparison of drag coefficient

Ref. [28]

axial IBM

 
图 10   圆盘回流区长度和阻力系数对比

Lre

Cd

Fig. 10    Comparisons of the length of recirculation zone     and
drag coefficient    of circular disk
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Cd

所示. 我们发现二者在不同雷诺数时均与文献 [28]
符合较好, 并且阻力系数   随着雷诺数的增加是减

小的, 这与小球绕流结果是相似的. 综上所述, 本文

的轴对称 IBM 算法对于圆盘几何的轴对称绕流问

题求解结果也是有效和可靠的, 同时也说明本文算

法对复杂的轴对称几何也是适用的. 

2.3    Stokes 流小球近壁运动验证

在前面两个小节中, 本文对于静止浸没边界问

题已经做了详细的验证和讨论, 充分说明了本文的

轴对称 IBM 算法对于各种复杂几何静边界轴对称

流动问题是能够正确求解的. 但是工业工程更多的是

动边界问题, 本小节将通过数值模拟的方法计算匀

速小球靠近壁面运动所受阻力, 并与经典的 Brenner[30]

小球碰壁润滑力解析解式 (19)和式 (20)进行对比

Flub = 3πρνDUλ (ε) (19)

λ (ε) =
4
3

sinhα
∞∑
1

n (n+1)
(2n−1)(2n+1)

·{
2sinh[(2n+1)α]+ (2n+1)sinh(2α)
4sinh2 [(n+1/2)α]− (2n+1)2sinh2α

−1
}
(20)

ε =
H−1/(2D)

1/(2D) H

D

Re =
UD
ν f
= 1

H

2D

其中   表示无量纲球壁之间的间隙,    为

小球中心到壁面的距离,    为小球直径. 该润滑力实质上

为一个光滑刚体小球在静止不可压缩黏性流体中以

恒定速度垂直向静止壁面靠近时所受阻力. Brenner[30]

进行理论求解时假设流动是一种蠕动流动, 即不考

虑流体的惯性. 但在数值模拟中我们还是要考虑惯

性项, 不过可以通过将雷诺数设置很小达到理论近

似下的蠕动流动状态. 这里我们采用   的

设置. 相应的计算模型如图 11 所示, 小球初始   设

置为   . 对于上壁面和侧壁我们使用远场边界条件,
而对于下壁面和浸没边界均采用无滑移边界条件,

对称轴采用对称边界条件.

ε > 0.1

ε→ 0

图 12给出了不同间隙时的流场压力云图. 从图

中我们可以看出由于小球不断靠近壁面, 间隙流体

被挤压向径向外侧流动的同时, 间隙处的压力会急

剧升高导致小球阻力上升. 当间隙特别小时, 压力会

变得非常大, 相应所需要的网格分辨率也就会很高.
本文阻力数值模拟结果与 Brenner[30] 理论结果对比

如图 13 所示: 采用了 800, 1600和 3200三种不同分

辨率的网格进行计算, 很明显三种网格的数值模拟

结果在    时和理论结果都能符合很好, 但是在

小球无限接近壁面时, 即    时结果开始出现偏

差, 而且网格分辨率越小偏差越大.
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ε = 1.1 ε = 0.1图 12   压力云图间隙为 (a)    和 (b)  

ε = 1.1

ε = 0.1

Fig. 12    Contour of pressure around sphere with (a)     and
(b) 
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图 13   数值模拟阻力和理论结果对比

Fig. 13    Comparison of numerical and theoretical results
 

这是因为随着间隙越来越小, 压力场梯度剧烈

变化, 想要精确地解析流场, 所需要的网格分辨率是

非常高的. 虽然这种极限小间隙情况很难解析正确,
但是在网格分辨率足够的情况下, 我们的结果依然
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40D
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图 11   小球匀速靠近壁面几何参数

Fig. 11    Configuration for a sphere with a constant velocity
approaching a wall
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是有效的. 这可以说明本文的轴对称算法对于给定

速度的强迫运动产生的动边界问题也是可以正确求

解的. 

2.4    小球自由下落碰壁弹跳验证

Un εal

Re < 210 Up

Un

上一小节中, 本文验证了强迫运动的动边界问

题, 本节我们通过耦合颗粒运动学方程以及流体控

制方程来数值模拟小球颗粒在不可压缩黏性流体中

自由下落碰撞壁面过程. 针对这样的一个球壁碰撞

运动, Gondret等[31] 通过实验研究, 给出了小球碰撞

后的运动轨迹以及相应的恢复系数. 文献 [32-33]
通过数值模拟的手段再现了 Gondret等[31] 的实验结

果. 为了验证本文轴对称 IBM 算法的正确性, 我们

选取与之相同的工况参数设置并进行结果对比. 由
于本节问题和上一小节类似, 上一小节的计算模型

在本节仍然继续使用. 在进行碰撞数值模拟之前, 我
们需要引入两个理论模型: 一个是润滑力模型, 另一

个是碰撞模型. 首先对于润滑力模型, 结合上一小节,
我们发现间隙越来越小所需网格分辨率越来越高.
直接模拟碰撞将会耗费巨大的资源, 而且还不能求

解准确, 因此在小间隙时一个润滑力修正模型[34-35]

的引入是有必要的. 再加入润滑力模型后, 颗粒运动

方程 (6) 修正为式 (21), 其中润滑力由式 (22)[35] 和
式 (23)[36] 给出 (式 (23)为式 (20)的近似形式). 其中

 为颗粒垂直壁面法向 (z 轴方向) 速度大小,    为

激活润滑力模型间隙条件 . 由于本文的模拟参数

 , 流场保持为轴对称状态, 因此小球速度 

只有垂直壁面法向分量 

∂(mpUp)
∂t

=ρ f

z
τ · npdS +Vp

(
ρp−ρ f

)
g +

Flubcorrectez = Fh+Flubcorrectez (21)

Flubcorrect = −3πρνDUn [λ (ε)−λ (εal)] (22)

λ (ε) =
1
ε
− 1

5
lnε− 1

21
εlnε+0.971 3 (23)

1/ε

ε

ε = εw

这里因为   的存在, 导致当间隙趋近于零时校正润

滑力趋近于无穷大. 这显然不符合物理实际, 事实上

由于颗粒表面粗糙度的存在, 一般当   接近于表面粗

糙度时碰撞已经发生 (   ). 此时润滑力不会继续

增大, 颗粒进入固体碰撞阶段. 这一阶段流体对于颗

粒小球的作用力相比于固体的碰撞力可以忽略. 为
了解析这样的碰撞过程 , 使用一个经典的软球模

型[34], 即

∂(mpUn)
∂t

= −knδs−w−ηnUn (24)

kn ηn

en,d

en,d = 0.98 δs−w

∆tc =
1
10
∆t f

∆t f N∆t f

N = 10

其中   和   分别为刚度系数和阻尼系数且由式 (25)
给出,    表示空气中的干碰撞恢复系数与颗粒材料

有关, 一般直接参考实验数据. 根据 Gondret 等[31]

文献, 本文碰撞算例均采用   的设置.    表

示颗粒与壁面重叠位移. 碰撞时间步长   
 [33],

 表示流体时间步长.    为人为设定的碰撞时间,
本文中   

 [32-34]. 实际上碰撞发生的时间是比较

短的, 这里人为地放大了碰撞接触时间, 避免速度改

变过于剧烈导致计算误差太大

kn =
mp(π2+ ln2en,d)

(N∆t f )2 , ηn = −
2mplnen,d

N∆t f
(25)

ε > εal

εw < ε < εal

ε < εw

完整小球与壁面正碰撞数值模拟过程如图 14
所示: 当间隙   时, 颗粒只受到来自流体的作用

力与重力; 当   时, 颗粒除了受到来自流体

的作用力及重力之外 ,  还有一项润滑修正力 ;  当
 时, 颗粒和壁面已经发生碰撞接触, 颗粒运动

由方程 (24)控制.
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图 14   小球与壁面正碰过程

Fig. 14    Process of a sphere impacting normally on a wall
 

S tc = ρpUinD/
(
9ρ f ν

)
Re = UinD/ν f

Uin

这里我们对比了冲击壁面 Stokes数为 27和 152
两种工况结果, 具体的物理参数如表 3 所示. 其中

Stokes 数   , 雷诺数   ,

 表示小球自由下落后在壁面影响前达到的稳定

速度. 
表 3   物理计算参数

Table 3    Physical and computational parameters
Case A B
S tc  27 152
Re  30 165

Uin   /(m·s−1) 0.518 0.585
D   /m 0.006 0.003

ρp   /(kg·m−3) 7800 7800
ρ f   /(kg·m−3) 965 935
ν   /(s·m−2) 1.036 3×10−4  1.069 5×10−5 

D/∆x  32 32
εal  0.5 0.5
εw  0.001 0.001
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H∗ =
H−1/(2D)

1/(2D)

T ∗ =
(t− tc)Uin

1/(2D)
tc

图 15 (a)和 15(b) 给出了两种工况下的数值模拟结

果与Gondret等[31]实验结果对比. 图中 

和    表示无量纲高度和时间, 其中    为

首次碰撞发生时间. 我们可以发现小球的轨迹均符

合较好. 因此本文的轴对称算法对于耦合颗粒运动

学方程的动边界问题也是准确的.
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(b) Stokes 数为 152 时, 小球碰撞轨迹
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图 15   颗粒碰撞轨迹

Fig. 15    Trajectory of the sphere after colliding with a wall
  

3     结 论

ur/r2

本文针对颗粒两相流中的无环流轴对称流动问

题, 发展了基于 2D笛卡尔网格的轴对称 IBM算法.
该 IBM 算法通过一个阶梯锐利状界面实现固体浸

没边界引入, 对于界面上的 IB网格单元通过最小二

乘法插值得到. 本文通过柱坐标系建立流体控制方

程, 并采用一个有限体积格式的经典投影算法进行

方程离散. 同时对方程中由于柱坐标系的使用而产

生的源项   采用隐式格式处理. 针对动边界, 本文

也发展了一个 2D自适应网格技术以提升计算效率.

通过小球绕流、圆盘绕流、Stokes流小球近壁运动

以及小球自由下落碰壁弹跳等数值模拟算例, 验证

该轴对称 IBM 算法对于复杂几何边界以及动边界

轴对称流动的求解是高效的和准确的.
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