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动力学与控制

基于流形切空间插值的折叠翼参数化气动弹性建模1)

詹玖榆 周兴华 黄 锐 2)

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室,南京 210016)

摘要 变体飞行器的气动弹性力学建模是当前先进飞行器设计的研究热点和难点. 然而传统的气动弹性动力学

建模方法对于具有结构参变特性的变体飞行器气动弹性力学研究存在建模效率低、计算复杂等问题.本研究提

出了一种基于流形切空间插值的可折叠式变体机翼参数化气动弹性建模方法. 首先,该方法建立若干个典型折

叠角下的折叠翼结构有限元模型,通过流形切空间插值方法建立折叠翼参数化结构动力学模型. 其次,采用偶极

子网格法得到参数化非定常气动力模型,进而建立气动和结构相互耦合的折叠翼参数化气动弹性模型. 为了验

证该参数化建模方法在折叠翼气动弹性分析中的准确性,本文以一小展弦比折叠翼为研究对象,从折叠翼自由

振动时的参变模态特性、颤振边界预测两方面进行了算例验证, 并与直接计算方法进行了对比, 进一步验证了

参数化气动弹性模型的有效性. 研究结果表明,该参数化气动弹性模型对上述两类问题的计算精度与直接计算

方法一致,并且有着计算效率更高的优势.
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PARAMETRIC AEROELASTIC MODELING OF FOLDING WING BASED ON
MANIFOLD TANGENT SPACE INTERPOLATION 1)

Zhan Jiuyu Zhou Xinhua Huang Rui2)

(State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures, Nanjing University of

Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

Abstract The parametric aeroelastic modeling of a morphing aircraft is a hot topic in the research field of morphing

aircraft design. However, the traditional non-parametric aeroelastic dynamic modeling methods have some problems,

such as low modeling efficiency and complex aeroelastic analysis for for aeroelastic research of morphing aircraft with

structural parametric characteristics. In this paper, a parametric aeroelastic modeling method of folding wing based on the

tangent space interpolation is proposed. Firstly, based on the structural finite element models of a folding wing at several

folding angles, a parametric structural dynamic model of the folding wing is established by tangent space interpolation.

Then, the parametric unsteady aerodynamics is computed by the Doublet Lattice method. At last, the parametric aeroe-

lastic model of the folding wing is obtained by coupling the structural dynamics and unsteady aerodynamics. To verify

the accuracy of the parameterized model in the aeroelastic calculation, a small aspect ratio folding wing is taken as the
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research object. The dynamic characteristics including the natural frequencies, mode shapes, and flutter boundaries at

different folding angles are efficiently calculated. In addition, the numerical results computed via the present parametric

method are compared with the direct non-parametric method. The demonstration shows that the results from the para-

metric aeroelastic model is consistent with the direct method for the aeroelastic problems and has the advantage of higher

calculation efficiency.

Key words flutter, folding wing, parametric modeling, aeroelasticity

引 言

近年来, 世界航空界正着力发展具有飞行环境

(如高度、速度、气候等) 自适应、可执行多种任务

(如巡航、盘旋、机动等)的变体飞行器. 这类飞行器

可根据飞行任务需要自主改变结构和气动布局, 在

复杂的飞行环境条件下保持良好的飞行性能 [1-5]. 在

众多变体飞行器设计方案中, 折叠翼变体飞行器因

满足多任务作战需求和提高单任务执行效率的优势,

受到了广泛的关注. 然而, 在机翼受控变体过程中,

不仅非定常气动力会随着机翼形状改变而发生变化,

机翼的惯性、弹性和阻尼特性也同时发生变化,极易

诱发不同结构模态参与的参变颤振现象, 给变体飞

行器的飞行安全带来挑战. 针对不同折叠构型下变

体机翼的气动−结构耦合动力学系统的参变特性,如

何建立以折叠角为参数的参数化气动弹性模型, 在

全参数空间内实现气动弹性力学行为的高效、高精

度预测, 是变体飞行器研制过程中亟待解决的动力

学问题.

当前变体飞行器动力学建模研究可分为两大

类: 一类是多刚体动力学模型 (如 Newton-Euler 方

法 [6-8]、Lagrange 方法 [9-10]、Kane 方法 [11-13] 等); 另

一类是柔性体动力学模型 (如浮动坐标法 [14]、绝对

节点坐标法 [15-16] 等). 相较于多刚体动力学模型,柔

性体动力学模型更加贴近工程实际状况且能够应用

于折叠翼的气动弹性分析, 因此受到更广泛的关注.

例如 Snyder等 [17]研究了 Goland折叠翼的颤振特性,

发现折叠翼铰链刚度对变体机翼的颤振频率和颤振

速度的影响较大. Selitrennik和 Karpel[18]对于快速变

形的折叠翼系统提出了一种高效气动弹性建模方法.

该方法采用虚拟质量法建立系统的结构动力学方程,

并通过动力学方程和 CFD技术相耦合的方式,建立

了可折叠式变体机翼的气动弹性方程. 数值结果表

明, 瞬态变形和气动载荷突变对折叠翼的气动弹性

稳定性有着重要的影响. 对于折叠翼内外铰链具有

双线性刚度的非线性气动弹性问题, Lee 等 [19] 提出

了一种可高效预测折叠翼亚临界极限环振荡的数值

计算方法.

上述气动弹性动力学建模方法虽已经成功应用

到可折叠式变体机翼的气动弹性建模中, 但在气动

弹性分析过程中仍需要针对不同折叠角进行重复地

结构动力学建模、非定常气动力计算以及流固耦合

建模, 计算效率低下且难以分析可折叠式变体机翼

在完整参数空间内的气动弹性力学行为. 参数化气

动弹性建模方法为高效、高精度分析可折叠式变体

机翼的气动弹性力学行为提供了新的解决方案. Zhao

等 [20] 和倪迎鸽等 [21] 采用子结构综合和偶极子网格

法构建了折叠翼的参数化气动弹性模型, 分析了模

态阻尼、折叠角、铰链刚度对折叠翼动力学特性的

影响. Huang等 [22] 提出了一种参数化的气动伺服弹

性建模方法, 高效地获得了不同折叠角下的机翼气

动伺服弹性数学模型, 实现了颤振主动抑制的控制

律设计和闭环气动伺服弹性分析.

然而, 上述参数化建模方法均基于子结构综合

方法, 即根据折叠过程中内外翼结构动力学模型在

全局坐标系中的约束关系, 采用坐标变换实现全局

坐标系下折叠翼结构动力学的快速生成. 该参数化

建模方法并未从根本上解决不同折叠构型下模态坐

标不一致的难题.本文基于流形切空间插值方法,建

立以折叠角为参数的折叠翼参变结构动力学模型,并

耦合基于偶极子网格法的参数化非定常气动力模型,

进而建立折叠翼的参变气动弹性模型. 为了验证该

参数化模型的准确性, 本文选取一小展弦比折叠翼

模型为研究对象, 通过对结构自由振动分析和颤振

边界的预测,考核本文提出的参数化建模方法.

1 折叠翼参数化气动弹性建模

不同于常规机翼的气动弹性分析, 折叠翼的气

动弹性分析需要在每一个角度重新建立结构动力学
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模型和气动模型,并将之耦合得到气动弹性模型. 为

了高效、准确地分析折叠翼的气动弹性力学行为,本

节介绍基于流形切空间插值的参数化气动弹性建模

方法.模型建立过程分为参数化结构动力学建模、参

数化气动力建模和参数化气动弹性建模 3部分.

1.1 折叠翼模型描述及参数化建模目标

折叠翼的几何构型如图 1 所示, 折叠翼由机身

和两个能独立旋转的内外翼组成. 折叠翼折叠过程

如图 2 所示 (下标 α, β 和 γ 分别表示机身结构、内

翼结构和外翼结构).内翼可以进行 0◦ ∼ 120◦的旋转,

同时外翼始终保持水平. 机身和内外翼的材料均为

铝板, 其杨氏模量为 71 GPa, 泊松比为 0.33, 密度为

2.7×103 kg/m3,厚度分别为 2.0 mm, 1.0 mm和 1.0 mm.
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图 1 折叠翼几何尺寸及构型

Fig. 1 Configuration of folding wing
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图 2 折叠翼折叠过程

Fig. 2 Morphing process of folding wing

通过有限元方法得到折叠翼机身、内翼和外翼

的质量、刚度矩阵, 然后通过子结构综合法 [23-24] 得

到折叠翼结构动力学方程如下

M(θ)ẍ(t) + K(θ)x(t) = 0 (1)

式中, θ是折叠角, M(θ)是折叠翼的质量矩阵, K(θ)是

折叠翼的刚度矩阵, x(t) ∈ Rn 为物理坐标,值得注意

的是,本文没有考虑折叠翼的结构阻尼.因为实际飞

行器的阻尼特性难以获得, 所以建立参数化的阻尼

模型更加困难. 由结构动力学方程可以得到折叠翼

的振型矩阵 Φ(θ) =
[
φ1(θ) φ2(θ) · · · φn(θ)

]
, 取 Φ(θ)

前 m列得到降阶矩阵 φ(θ) =
[
φ1(θ) φ2(θ) · · · φm(θ)

]
,

令 x(t) = φ(θ)ξ(θ, t), ξ(θ, t)是广义坐标,同时对式 (1)

左乘 φ(θ)T,得到折叠翼的低维结构动力学方程

Mr(θ)ξ̈(θ, t) + Kr(θ)ξ(θ, t) = 0 (2)

折叠过程中质量矩阵、刚度矩阵、振型矩阵和

气动力矩阵都发生了显著变化, 如果要对折叠翼进

行气动弹性分析, 就需要对每个折叠角进行重复有

限元建模和气动力建模,建模效率低下. 参数化建模

即给出相应参数 (如折叠角 θ)能快速得到结构动力

学模型和气动力模型, 这既能提高分析折叠翼气动

弹性行为的效率, 也为后续折叠翼的颤振主动控制

研究打下良好的基础.

1.2 基于流形切空间的结构动力学

矩阵流形是指具有特殊性质 (正定性、对称性、

正交性或非奇异性)的矩阵组成的流形.在流形上插

值得到的矩阵仍具有原矩阵的特殊性质. 正因为这

一特点,有学者提出基于流形矩阵的插值方法 [25-32].

令 {θi}N−1
i=0 表示由一系列折叠角度所组成的集合, 矩

阵 Pi 表示折叠角 θi 对应的系统矩阵 (如质量矩阵、

刚度矩阵和振型矩阵), Pi张成的空间 S i可视为矩阵

流形M上的一点.参数化建模即对于一个新参数 θN ,

获得其对应的矩阵 PN .显然,矩阵流形插值是一个可

行的方法,但是通常矩阵流形不是 “线性”的,因此需

要将矩阵流形上的点映射到 “平直”的切空间,在切

空间中进行插值,然后再从切空间映射回流形上,其

推导过程如下.

(1)从集合 {θi}N−1
i=0 中选取一点 θ0 作为插值过程

中的原点.具体而言,即选取点 S 0作为原点.

(2)流形M在点 S 0 存在切空间 TS 0M, S i 通过

映射的方式由流形 M 投影到切空间 TS 0M, 其投影

点 Xi对应的矩阵称为 Γi.本文将点 S i映射到切空间
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Xi 的过程称为对数映射 logS 0
,对数映射对应的数学

表达式为

logS 0
(S i) = Xi (3)

(3)切空间 TS 0M是 “平直”的向量空间,因此矩

阵 ΓN 可以由 Lagrangian插值法对 Γi插值得到.计算

过程为

ΓN =

N−1∑
i=1

N−1∏
i, j

(
θN − θi
θ j − θi

)
Γ

i
(4)

(4)本文将点 Xi映射到流形M的过程称为指数
映射 expS 0

,指数映射对应的数学表达式为

expS 0
(Xi) = S i (5)

图 3 给出了流形切空间插值方法的示意图. 由

于在参数化结构动力学建模中涉及两种不同流形,上

述的指数映射和对数映射使用抽象的数学表达形式,

下面将具体给出这两种不同流形的插值方法.

θ1 θ0 θ2

logS0(S1) = X1

expS0(X2) = S2

S1

S0(X0)

S2

X2
TS0MX1

M

图 3 流形切空间插值示意图

Fig. 3 Sketch map of manifold tangent space interpolation

在折叠翼低维结构动力学方程中, Mr(θ)和 Kr(θ)

均为 SPD (symmetric positive definite)矩阵,张成的空

间为 SPD流形. SPD流形的对数映射为

logS 0
(Pi) = logm(P−1/2

0 PiP−1/2
0 ) = Γi (6)

指数映射为

expS 0
(Γi) = P1/2

0 expm(Pi)P1/2
0 = Pi (7)

式中, logm和 expm分别指矩阵对数和矩阵指数.

在气动弹性计算中, 还有必要对振型矩阵 φ(θ)

进行参数化建模. 但是 φ(θ)是 n × m维矩阵,不再适

用于 SPD流形切空间插值.同时 φ(θ)的列向量表示

折叠翼结构的某阶模态, 因此参数化振型矩阵的每

一列也应该表示折叠翼的某阶模态. 为得到参数化

振型矩阵,本文引入约束矩阵 ϕ(θ),其满足约束条件

φ(θ)Tϕ(θ) = I (8)

式中 I为 m阶单位矩阵,因为 n ≫ m,所以满足条件

的 ϕ(θ)有无数多个,为了保证插值结果的唯一性,本

文选取 φ(θ)T的Moore-Penrose广义逆作为约束矩阵

ϕ(θ).

Grassmann流形是一种特殊的流形,其表示 m维

欧几里得空间中所有通过原点的 k维平面的集合,记

作G(k,m). φ(θ)每一列张成的特征子空间
{
S φi j

}N−1

i=0
都

可以视作流形 G(1,N)上一点, ϕ(θ)每一列张成的子

空间也可以视作流形 G(1,N)上一点. 与质量矩阵插

值不同,振型矩阵插值是对每一列进行插值,然后将

插值得到的列向量组合起来, 下面介绍振型矩阵的

参数化建模方法 (对于 j = 1, 2, · · · ,N).

(1) 对特征子空间
{
S φi j

}N−1

i=0
进行插值, Grassmann

流形对应的对数映射为[
IN −φ0 j(φT

0 jφ0 j)−1φT
0 j

]
φi j

(
φT

0 jφ0 j

)−1 (
φT

0 jφ0 j

)1/2
=

UiΣiWT
i (thin SVD) (9)

logS 0
(S i j) = Ui tan−1(Σi)WT

i = Γi (10)

指数映射为

Γi = UiΣiWT
i (thin SVD) (11)

expS 0
(Xi) = φ0 j(φT

0 jφ0 j)−1/2Wi cos(Σi) +

Ui sin(Σi) (12)

式中, IN 表示 N 阶单位矩阵, φi j 表示振型矩阵 φ(θi)

对应的第 j列φ j(θi), thin SVD与常规 SVD方法不同,

其中 Ui 为 m × n 维矩阵, Σi 为 n × n 维矩阵, Wi 为

n × n维矩阵.

(2) 通过 Gram-Schmidt 正交化方法使得 φN j 满

足正交约束条件 φT
N jϕN = 0 (l = 1, 2, · · · , j − 1),式中

ϕi j表示 ϕ(θi)的第 j列.

(3) 与 (1) 中相似的方法对子空间
{
S ϕi j

}N−1

i=0
进行

插值.

(4) 通过 Gram-Schmidt 正交化方法使得 ϕN j 满

足正交约束条件 φT
N jϕNl = 0 (l = 1, 2, · · · , j − 1)且满

足 φT
N jϕN j = 1.

(5)对 ϕN j和 φN j进行缩放使得其 2范数大小与

ϕi j 和 φi j 的 2范数大小一致.最后得到参数化振型

矩阵 φN = [φN1 φN2 · · · φNm].
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1.3 参数化气动力建模

本文基于偶极子网格法 (DLM) 建立折叠翼的

参数化非定常气动力模型. 偶极子网格法通过求解

无量纲法洗速度与压差系数的函数来确定空气动力

影响系数,从而获得气动网格上的气动力,计算方程

如下

W̄3/4 = DaicC̄p (13)

式中, W̄3/4是机身、内翼、外翼的每个气动网格控制

点处的无量纲法洗速度, C̄p 是网格的压差系数, Daic

是空气动力影响系数矩阵, 与来流马赫数以及折合

频率存在一定的函数关系.对三段折叠翼模型,每个

升力面的压差系数可以由下式求出
C̄αp
C̄βp
C̄γp

 = (Daic)−1


W̄α3/4
W̄β3/4
W̄γ3/4

 (14)

作用在机翼上的气动力即为动压、翼面面积

和压差系数矩阵的乘积. 式 (14) 中的法洗速度向量

W̄3/4 与气动网格节点的位移 X有关. 对于内翼可以

旋转的折叠翼模型,其法洗速度向量 W̄3/4 可以表示

成折叠角角度和节点位移的函数.

uαn 是从节点位移向量 X中提取出来的, 机身 α

上网格节点的法向位移

uαn = Gαn X (15)

通过样条插值,空气动力网格点的位移 uαa(1/2)以

及沿流向倾斜角 uα
α(1/2)与 uαn 有关

uαa(1/2) = Gαa(1/2)u
α
n = Gαa(1/2)G

α
n X

uα
α(1/2) = Gαα(1/2)u

α
n = Gαα(1/2)G

α
n X

 (16)

Gαa(1/2) 和 Gαα(1/2) 是通过无限板样条法所求得的

样条矩阵, 其目的是将有限元节点的位移转变成气

动网格点的位移与斜率, 实现机翼的流固耦合过程.

同时,空气动力单元控制点处的位移 uαa(3/4)以及沿流

向斜率 uα
α(3/4)可以近似为

uαa(3/4) ≈ uαa(1/2) + Cα∆uα
α(1/2)

uα
α(3/4) ≈ uα

α(1/2)

 (17)

式中

Cα∆ =
1
4


xα1

xα2
. . .

xαn


(18)

符号 xαi 表示第 i个空气动力网格的顺气流局部平均

弦长及网格点与控制点的距离. 于是可以得到气动

网格控制点处的位移与节点位移的关系为

uαa(3/4) =
(
Gαa(1/2) + Cα∆Gαα(1/2)

)
Gαn X

uα
α(3/4) = Gαα(1/2)G

α
n X

 (19)

基于机翼升力面做谐波振荡运动的假设, 有如

下离散形式的边界条件

W̄α3/4 =
∂ūαa(3/4)

∂x
+

ik
b

ūαa(3/4) (20)

式中, b表示半弦长, 可以获得机身上无量纲法洗速

度向量 W̄α3/4和结构节点物理位移 X̄的关系

W̄α3/4 = ūαα(3/4) +
ik
b

ūαa(3/4) =[
Gαα(1/2) +

ik
b

(
Gαa(1/2) + Cα∆Gαα(1/2)

)]
Gαn X̄ (21)

同样地,外翼的无量纲法洗速度 W̄γ3/4 和结构物理位

移 X̄的表达式如下

W̄γ3/4 =
[
Gγ
α(1/2) +

ik
b

(
Gγa(1/2) + Cγ

∆
Gγ
α(1/2)

)]
GγnX̄ (22)

在计算内翼表面的气动力时, 需要提取的也是

法向的节点位移,但当内翼的旋转后,在局部坐标下

的内翼节点法向位移却是其全局坐标系下 y, z方向

位移的函数. 于是通过 Gβy 和 Gβz 从位移向量 X中提

取出内翼节点的 y, z方向的位移 uβy 和 uβz

uβy = GβyX, uβz = Gβz X (23)

将内翼 β在局部坐标系下的法向位移写成与折叠角

θ有关的表达式

uβn = uβz cos θ − uβy sin θ =(
Gβz cos θ − Gβy sin θ

)
X = Gβn(θ)X (24)

于是气动网格点的位移以及顺流向的倾斜角可以表

示成

uβa(1/2) = Gβa(1/2)u
β
n = Gβa(1/2)G

β
n(θ)X

uβ
α(1/2) = Gβ

α(1/2)u
β
n = Gβ

α(1/2)G
β
n(θ)X

 (25)
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使用离散形式的边界条件. 内翼的无量纲法洗速度

可以写成

W̄β3/4 =
[
Gβ
α(1/2) +

ik
b

(
Gβa(1/2) + Cβ

∆
Gβ
α(1/2)

)]
Gβn(θ)X̄ (26)

将上文推导的各个翼段的法洗速度代入式 (14)

中, 可以得到不同折叠角下机翼模型的完整压差系

数矩阵
C̄αp

C̄βp

C̄γp


=

(Daic)−1



[
Gαα(1/2) +

ik
b

(
Gαa(1/2) + Cα∆Gαα(1/2)

)]
Gαn[

Gβ
α(1/2) +

ik
b

(
Gβa(1/2) + Cβ

∆
Gβ
α(1/2)

)]
Gβn(θ)[

Gγ
α(1/2) +

ik
b

(
Gγa(1/2) + Cγ

∆
Gγ
α(1/2)

)]
Gγn


X

(27)

最后, 作用在空气动力网格上的气动力向量可

由下式给出

Faero = qd


Sα 0 0

0 Sβ 0

0 0 Sγ




C̄αp
C̄βp
C̄γp

 (28)

其中, Sα, Sβ 和 Sγ 是三段机翼的面积. qd = ρ∞V2
∞/2

是动压, ρ∞是大气密度, V∞是来流速度.

采用 DLM 方法计算的气动力是作用于气动网

格的 1/4 弦线的中点处, 如果气动力移动到网格点,

为了平衡就会产生一个气动力矩.这个力矩Maero 可

以写成

Maero = qd


Cα∆ 0 0

0 Cβ
∆

0

0 0 Cγ
∆



Sα 0 0

0 Sβ 0

0 0 Sγ




C̄αp
C̄βp
C̄γp

 (29)

而气动力所作的虚功可以写成

δWa = δuT
a(1/2)Faero − δuT

α(1/2)Maero = δXTFa (30)

Fa 是作用在结构网格点上的等效力向量, 于是我们

得到了由气动力引起的作用在个有限元节点上的参

数化的空气动力等效力,如下

Fa(k,M∞, θ, X) = qdGT
n (θ)

(
GT

a(1/2) − GT
α(1/2)C∆

)
·

SD̄aic

[
Gα(1/2) +

ik
b

(Ga(1/2) +

C∆Gα(1/2))
]
Gn(θ)X (31)

1.4 参数化的折叠翼气动弹性模型

模态空间下,折叠翼参数化气动弹性方程如下

Mr(θ)ξ̈(t) + Kr(θ)ξ(t) + qdQr(θ)ξ(t) = 0 (32)

式中 Qr(θ)为广义坐标下的气动力,其具体形式如下

Qr(θ) = φ(θ)TGT
n (θ)

(
GT

a(1/2) − GT
α(1/2)C∆

)
S ·

D̄aic

[
Gα(1/2) +

ik
b

(
Ga(1/2) + C∆Gα(1/2)

)] ·
Gn(θ)φ(θ) (33)

对使用 DLM 所计算的频域气动力进行有理函数近

似,其拉氏域下的表达式为

Qr(θ) = A0 +
b
V

A1s +
b2

V2 A2s2 +

D
(
Is − V

b
R
)−1

Es (34)

将式 (34) 代入式 (32), 可得如下形式的气动弹性

方程 (
Mr(θ) − qd

b2

V2 A2

)
ξ̈(t) − qd

b
V

A1ξ̇(t) +

(Kr(θ) − qdAs0) ξ(t) − qdDXa = 0 (35)

式中, Xa为气动力滞后根,与其导数 Ẋa的关系如下

Ẋa =
V
b

RXa + Esξ̇ (36)

式 (35)转化为如下形式的状态空间模型


ξ̇(t)

ξ̈(t)

Ẋa

 =


0 I 0

−M̄r(θ)−1 (Kr(θ) − qdAs0) M̄r(θ)−1qd
b
V

A1 qdM̄r(θ)−1D

0 Es
V
b

R


·


ξ(t)

ξ̇(t)

Xa

 (37)
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M̄r(θ) =
(
Mr(θ) − qd

b2

V2 A2

)
(38)

通过参数化的状态空间方程,可求解不同风速、

不同折叠角下的气动弹性系统的响应, 也可以进行

气动弹性稳定性分析.

2 算例验证

本节以小展弦比折叠翼模型为研究对象, 分别

从结构动力学和气动弹性稳定性两个方面验证本文

所提出的参数化建模方法的准确性. 结构动力学模

拟方面,重点关注参数化模型预测固有频率、固有振

型等结构特性随折叠角的变化规律. 气动弹性稳定

性分析方面, 预测折叠翼的颤振临界速度和颤振频

率随折叠角变化的规律.

2.1 折叠翼结构动力学特性分析

参数化结构动力学模型的准确性是变体飞行器

参数化气动弹性建模的前提. 本文首先建立了 0◦,

10◦, 25◦, 50◦, 80◦, 100◦ 和 120◦ 七个折叠角下的折叠

翼有限元模型, 通过流形切空间插值得到基于以上

角度的参数化结构动力学模型.

如图 4所示,参数化建模方法计算得到的前 8阶

模态频率和直接法计算得到的前 8阶模态频率吻合

较好.相较于其他折叠角度,基于流形切空间插值的

参数化建模方法在预测 115◦折叠角下的第 8阶固有

频率 (预测频率为 101.27 Hz)与直接法 (计算频率为

102.86 Hz)存在一定差异,误差约为 1.5%, 仍处于工

程可接受范围.

0 20 40

102.86 Hz

101.27 Hz

calculated by parametric model

calculated by direct method

60

folding angle/(°)

fr
eq

u
en

cy
/H

z

80 120

120

100

80

60

40

20

0
100

图 4 参数化建模方法与直接法计算频率对比

Fig. 4 Comparison of natural frequency between parametric

model and direct method

除了结构固有频率之外, 折叠翼的结构固有振

型对广义气动力的计算以及气动弹性分析的精度也

有重要影响.图 5给出了 5◦ 折叠角下参数化建模方

法得到的固有振型与直接法得到的振型 (蓝色为参

数化建模计算的振型,红色为直接法计算的振型)的

对比. 对比结果表明,参数化建模方法所计算的前 8

阶固有振型与直接法的计算结果吻合较好.

MAC (modal assurance criterion)值是检验振型函

数预测误差的重要指标. 为了验证参数化建模方法

所预测的固有振型与真实振型的偏差, 本文分别给

出了在 5◦, 30◦, 65◦和 105◦折叠角下折叠翼前 8阶固

有振型的 MAC值分布.如图 6所示, 除第 6阶弹性

模态外, 其余各阶模态 MAC值均大于 0.99. 第 6阶

模态出现误差的原因是该插值方法在两个较小的参

数值之间可能形成拐点, 使得插值结果与真实值产

生较大差异.

(a) 5° 1

(a) Comparison of mode 1 at 5° folding angle

(b) 5° 2

(b) Comparison of mode 2 at 5° folding angle

(c) 5° 3

(c) Comparison of mode 3 at 5° folding angle

图 5 5◦ 折叠角时,各阶模态对比

Fig. 5 Comparison of modes at 5◦ folding angle



1110 力 学 学 报 2021年 第 53 卷

(d) 5° 4

(d) Comparison of mode 4 at 5° folding angle

(e) 5° 5

(e) Comparison of mode 5 at 5° folding angle

(f) 5° 6

(f) Comparison of mode 6 at 5° folding angle

(g) 5° 7

(g) Comparison of mode 7 at 5° folding angle

(h) 5° 8

(h) Comparison of mode 8 at 5° folding angle

图 5 5◦ 折叠角时,各阶模态对比 (续)

Fig. 5 Comparison of modes at 5◦ folding angle (continued)

2.2 折叠翼参数化气动弹性建模分析

为了进一步验证该参数化气动弹性模型的准确

性,本文采用参数化建模方法计算了折叠翼的颤振边

界. 如图 7所示,参数化气动弹性模型成功预测了折

叠翼颤振边界随折叠角的变化规律: 随着折叠角变

化, 折叠翼的颤振模态发生了复杂的模态切换现象.

在 0◦ ∼ 30◦折叠角区间,折叠翼的第 2阶模态发生颤

振. 当折叠角位于 35◦ ∼ 80◦ 区间时, 结构的第 3 阶

模态发生颤振. 在 85◦ ∼ 105◦ 折叠角区间, 折叠翼发

生颤振的是第 4 阶模态. 当机翼折叠角进一步增大

到 110◦ ∼ 120◦范围时,折叠翼的第 3阶模态再次发生

颤振.

1.0 1.0

(a) 5° MAC

(a) MAC value of 5° mode shapes

(b) 30° MAC

(b) MAC value of 30° mode shapes

图 6 4个典型角度下振型的MAC值

Fig. 6 MAC values of mode shapes under four specific folding angles
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1.0 1.0

(c) 65° MAC

(c) MAC value of 65° mode shapes

(d) 105° MAC

(d) MAC value of 105° mode shapes

图 6 4个典型角度下振型的MAC值 (续)

Fig. 6 MAC values of mode shapes under four specific folding angles (continued)
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(a) Comparison of flutter frequency calculated by

parametric modeling and direct method
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(b) 

(b) Comparison of flutter velocity calculated by

parametric modeling and direct method

图 7 参数化建模方法与直接法气动弹性计算对比

Fig. 7 Comparison between parametric modeling and direct

method in aeroelasticity

此外, 本文将参数化气动弹性模型对颤振边界

的预测结果与直接法预测的结果进行了对比研究.如

图 7所示,在大部分折叠角下,参数化折叠翼模型所

预测的颤振临界速度和颤振频率均与直接计算结果

吻合较好, 频率误差最大值小于 1%, 颤振临界速度

误差最大值低于 4%.然而,图示结果表明,在 105◦的

折叠角处, 参数化建模方法所预测的颤振临界速度

和颤振频率与直接法计算结果存在较大差异. 从颤

振频率随折叠角变化的曲线 (图 7(a)) 来看, 发生较

大差异的主要原因是参数化建模方法预测的颤振模

态分支与直接法计算得到的颤振模态分支不同. 为

了深入探究引起颤振模态分支变化的原因, 图 8 分

别给出了 105◦折叠角下直接法和参数化建模方法计

算得到的气动弹性系统根轨迹分布图. 如图所示,该

折叠角下两种计算方法所预测的根轨迹分布图相似,

主要差异在于直接法预测了两种颤振形态. 第一类

颤振形态是第 4 阶模态发生颤振, 颤振临界速度是

54.6 m/s; 第二类颤振形态是第 3阶模态发生小阻尼

颤振, 颤振临界速度为 32.3 m/s. 本文提出的参数化

建模方法预测的第 4阶模态发生颤振的临界速度是

54.2 m/s,与直接法结果吻合较好.

和直接法相比,本文提出的基于流形切空间插值

的参数化建模方法无须重复进行固有模态分析,计算

效率远高于直接法. 表 1 展示了使用两种方法分别

计算图 7 所示的颤振边界所需的时间成本对比. 直

接法是指通过 MSC.Nastran 对给定折叠角度下的折

叠翼进行有限元模型的设计, 并使用商业软件对气

动和结构网格进行插值、进行非定常气动力的计算

以获得此构型下的颤振速度; 而参数化建模的方法

不需要手动地重复有限元建模、结构和气动插值,仅

仅改变参数即可得到此时结构的刚度、质量矩阵,单

次时间为 0.7 s,可忽略不计,因此其总时间花费仅为

传统方法 54.3%.
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(b) Root locus calculated by parametric model

图 8 参数化模型与直接法计算根轨迹图对比

Fig. 8 Comparison of root locus calculated by parametric modeling and direct method

表 1 两种方法计算时间对比

Table 1 Comparison of the time cost for the two methods

Items Direct method/h Parametric modeling/h

finite-element modeling 2 (0.08× 25) —

aerodynamic-structure interpolation 0.75 (0.03× 25) —

unsteady aerodynamic force and flutter boundary calculation 3 (0.12× 25) 3.125 (0.125× 25)

total 5.75 3.125

3 结论

本文提出了一种基于流形切空间插值的折叠翼

参数化气动弹性建模方法, 实现了折叠翼的气动弹

性模型的高效建立. 相较于现有的参数化建模方法,

本文提出的参变建模方法有效解决了变体过程中存

在的模态坐标不一致性. 为了验证该参数化模型在

预测折叠翼气动弹性力学行为的准确性, 本文以折

叠翼为研究对象,分别从折叠翼结构固有频率、模态

振型、颤振边界等方面进行了算例验证. 结果表明,

该参数化建模方法可高效、高精度预测可折叠式变

体机翼的固有频率和颤振边界随折叠角的演变规律.

在后续工作中, 可将该方法扩展到解决快速变体过

程的时变动力学建模, 重点围绕模态坐标一致性问

题和时域非定常气动力计算等方面开展研究.
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