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研究论文

帘线 /橡胶复合材料各向异性黏--超弹性本构模型
1)

黄小双 彭雄奇 2) 张必超

(上海交通大学材料科学与工程学院，上海 200030)

摘要 帘线/橡胶复合材料广泛应用于轮胎等重要工程领域，为了描述其在服役条件下的大变形、非线性、各向

异性和高应变率等材料力学行为，基于纤维增强复合材料连续介质力学理论，提出了一种考虑应变率效应的帘

线/橡胶复合材料各向异性黏--超弹性本构模型.该模型中单位体积的应变能被解耦为便于参数识别的基体等容

变形能、帘线拉伸变形能、剪切应变能和黏性应变能四部分. 给出了模型参数的确定方法，并通过拟合文献中

单轴拉伸、偏轴拉伸实验数据，得到了模型参数. 利用该模型预测了不同加载和变形条件下的力学行为，并将

预测结果与实验结果对比分析.结果表明,考虑黏性模型和不考虑黏性模型对不同应变率变形条件下的预测结

果相差很大，且考虑黏性模型的预测结果与实验结果吻合很好.因此，与不考虑黏性模型相比，所提出的各向异

性黏--超弹性本构模型能更好地表征帘线/橡胶复合材料在大变形、高应变率条件下的力学特性.
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AN ANISOTROPIC VISCO-HYPERELASTIC CONSTITUTIVE MODEL FOR

CORD-RUBBER COMPOSITES 1)

Huang Xiaoshuang Peng Xiongqi2) Zhang Bichao
(School of Materials Science and Engineering，Shanghai JiaoTong University，Shanghai200030，China)

Abstract Based on fiber reinforced continuum mechanics theory, an anisotropic visco-hyperelastic constitutive model

for cord-rubber composites was developed to characterize their highly non-linear, strongly anisotropic and strain rate

dependent mechanical behaviors under high speed impact or large deformation condition. The unit-volume strain energy

function for the visco-hyperelastic model was decomposed into four parts, representing the strain energy from isochoric

rubber, the tensile energy from cord elongation, shearing energy from interaction between cord and rubber and viscous

potential energy due to viscous characteristics, respectively, which greatly facilitated and simplified the identification of

material parameters. By introducing the so called viscous potential energy that could not be neglected under particular

loading conditions, the computation accuracy of the model was significantly improved. A simple approach for fitting the

parameters was given. Experimental data from literature was used to identify material parameters in the constitutive for

a specific cord-rubber composite. The developed model was validated by comparing numerical results with experimental

uniaxial tension and bias-tension data under different strain rates, demonstrating that the developed constitutive model is

highly suitable for characterizing the anisotropic and viscous material behaviors of cord-rubber composites under large

deformation. The proposed model is simple, useful and easy for material parameter determination. It provides a theoretical
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foundation for dynamic finite element analysis of tire in the future.

Key words cord-rubber composites, anisotropic, visco-hyperelastic, constitutive model, parameter determination

引 言

帘线增强橡胶基复合材料是由帘线增强相和橡

胶基体经过有效复合而形成的一种柔性复合材料，

广泛应用于轮胎、充气弹簧和传动带.典型的子午线

轮胎结构如图 1所示，胎体层主要由橡胶基体和钢

丝帘线组成.其基体是超弹性，可以大变形；帘线方

向的拉伸模量远大于其他方向的拉伸模量而呈各向

异性 [1] . 发展一种合适的本构模型来准确表征轮胎

在服役条件下的大变形、非线性、各向异性和高应变

率等力学特性具有重要的理论意义和工程应用价值.

尽管在这一领域已经有很多研究成果，但都具

有各自的局限性. 传统的线弹性理论不适用于大变

形情况，无法解决材料非线性、几何非线性和边界

非线性等多重耦合问题 [1-3].基于微观力学理论的哈

尔平--蔡 (Halpin--Tsai)方程虽然可以预测沿帘线方向

的力学性能，但不能有效预测垂直帘线方向的力学

性能和面内剪切性能 [4-6].加强筋模型 [7-9]和横观各

向同性超弹性模型 [10-13] 忽略了帘线和橡胶基体间

的相互作用，无法追踪帘线角度变化下的力学行为.

考虑帘线和橡胶基体间相互作用的各向异性超弹性

模型不能描述轮胎在服役工况下的冲击和高应变率

效应 [14-17].近年来，一些学者分别针对帘线、橡胶及

其复合材料进行了大量的实验研究，有利于理解其

在大变形和高速冲击下的力学行为，但没有进一步

对其进行本构化建模 [18-20]. 目前存在的黏 --超弹性

模型 [21-23] 在每一组应变率条件下都需要测定相应

的黏性系数，模型复杂导致参数确定困难，不具有

普适性.

图 1 典型的子午线轮胎结构 [1]：单层带束层帘线方向为 a0

Fig. 1 Typical radial tire construction[1]：a0 represents the direction of

a single belt cord

本文在作者前期提出的帘线/橡胶复合材料各向

异性超弹性本构模型 [1] 的基础上，考虑轮胎在服役

条件下的大变形、非线性和高应变率等工况特点，

建立一种能表征应变率效应的帘线/橡胶复合材料各

向异性黏--超弹性本构模型.

1 各向异性黏--超弹性本构模型

1.1 本构模型的一般形式

基于连续介质力学理论，对于黏性基体的纤维

增强复合材料，应变能函数可以分解为超弹性应变

能和黏性应变能两部分 [24-26]

W
(
C, Ċ, a0

)
= We (C, a0) + ψv

(
C, Ċ, a0

)
(1)

式中，C为右柯西--格林 (Cauchy--Green)应变张量，

Ċ为右柯西--格林应变率张量，a0为纤维的初始单位

方向向量.

超弹性应变能 We可以表示为应变张量不变量

I i (i = 1,2,3,4,5)的标量函数，即

We (C, a0) = We (I1, I2, I3, I4, I5) (2)

右柯西--格林应变张量不变量分别为

I1 = I : C = tr (C)

I2 =
1
2

[
(trC)2 − tr (C)2

]

I3 = det (C)

I4 = A0 : C = a0 · C · a0 = λ2
a

I5 = A0 : C2 = a0 · C2 · a0



(3)

式中，I 为二阶单位张量，结构张量 A0 = a0 ⊗ a0.

黏性应变能 ψv也可以表示为应变率张量不变量

Ji (i = 1,2,3,4,5)的标量函数，即

W
(
C, Ċ, a0

)
= ψv (J1, J2, J3, J4, J5) (4)



142 力 学 学 报 2016年 第 48 卷

右柯西--格林应变率张量不变量分别为

J1 = I : Ċ = tr
(
Ċ
)

J2 =
1
2

(
I : Ċ

2
)

=
1
2

tr
(
Ċ

2
)

J3 = det
(
Ċ
)

J4 = A0 : Ċ = a0 · Ċ · a0

J5 = A0 : Ċ
2

= a0 · Ċ2 · a0



(5)

式中，λa代表纤维 (帘线)的拉伸比.

第二皮奥拉 --基尔霍夫 (Piola--Kirchhoff)应力张

量 S由超弹性应力张量 Se和黏性应力张量 Sv 两部

分组成

S = Se + Sv = 2

[
∂We

∂C
+
∂ψv

∂Ċ

]
=

2


5∑

i=1

(
∂We

∂I i

∂I i

∂C

)
+

5∑

j=1

(
∂ψv

∂J j

∂J j

∂Ċ

) (6)

1.2 超弹性应变能的解耦

超弹性应变能 We可以解耦为便于参数识别的

基体等容变形能We
m、帘线拉伸应变能We

f 和剪切应

变能Wshear三部分 [14,27]

We = We
m + We

f + Wshear= VmWm + Vf Wf + Wshear (7)

式中，Vm, Vf 分别为橡胶和帘线的体积百分比.

1.2.1基体等容变形能函数

假设基体为不可压缩材料，结合约 (Yeoh) 模

型 [28] 和穆尼 --里夫林 (Mooney--Rivlin)模型 [29]，在

不可压缩的假设下，纯橡胶基体等容变形能选用多

项式函数

Wm =

2∑

i=1

Ci0 (I1 − 3)i +

2∑

j=1

D j0 (I2 − 3) j (8)

式中，基体材料参数 Ci0和 D j0的单位均为 MPa.

1.2.2帘线拉伸应变能函数

帘线的应变能与其拉伸有关，忽略其压缩应变

能，则帘线拉伸应变能选用多项式函数 [30]

Wf =



4∑

i=2

Ci (I4 − 1)i , I4 > 1

0 , I4 6 1

(9)

式中，材料参数 Ci (i = 2,3,4)的单位均为 MPa.

1.2.3帘线--橡胶剪切应变能函数

忽略帘线和橡胶基体间的正剪切作用 [17]，角剪

切应变能 Wshear可以表示为帘线和基体夹角变化 ϕ

的大小有关的函数 [14]，即

Wshear= Wshear(I4, χ) = f (I4)(aχ2 + bχ) (10)

式中，χ = tan2 ϕ =
I4

I3
(I5 − I1I4 + I2) − 1 [14]. 剪切性能

参数 a和 b的单位均为MPa.基于实验数据，剪切影

响因子 f (I4)可以表示为

f (I4) = exp [c1 (I4 − 1)] (11)

式中，c1为无量纲参数.

1.3 黏性应变能函数的推导

由帘线在不同应变率下的单向拉伸实验数据可

知 [18]，帘线的应变率效应不明显，所以忽略其影

响，只考虑基体黏性，则黏性应变能函数可表示为

应变张量不变量和应变率张量不变量的函数，即

ψv = ψv (I1, J1) = g (J1)
2∑

i=0

ηi (I1 − 3)i (12)

式中，
2∑

i=0

ηi (I1 − 3)i 反映基体变形，黏性系数 η0, η1

和 η2 的单位均为 MPa.黏性影响因子 g (J1)表征与

率相关，为了满足准静态条件下 J1 = 0时，g (J1) = 0

的边界条件，构造了如下对数函数形式

g (J1) = ln (c2J1 + 1) (13)

式中，材料参数 c2的单位为 s.

1.4 帘线/橡胶黏--超弹性本构模型

已经分别确定了基体等容变形能、帘线拉伸变

形能、剪切应变能和黏性应变能的函数形式，而且

每一部分能量的物理意义都非常明确.将式 (7)∼(13)

代入式 (6)，并令We
i =

∂We

∂I i
，则得到超弹性应力张量

Se和黏性应力量 Sv分别为

Se = 2
[ (

We
1 + I1We

2

)
I −We

2C + We
4a0 ⊗ a0+

We
5 (a0 ⊗ C · a0 + a0 · C⊗ a0)

]
(14)

Sv = 2c2 ln (c2J1 + 1)


2∑

i=0

ηi (I1 − 1)i
 I (15)

通过最小二乘法拟合单轴拉伸和偏轴拉伸实验

数据，可以确定本构模型参数，下面给出模型参数的

确定方法：
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(1)拟合纯橡胶的准静态单轴拉伸实验数据得到

橡胶的材料参数 Ci0和 D j0.

(2)拟合纯帘线的准静态单轴拉伸实验数据得到

帘线的材料参数 Ci (i = 2,3,4).

(3)由 (1)和 (2)两步得到 Ci , Ci0和 Di0后，拟合

准静态偏轴拉伸实验数据得到角剪切应变能密度函

数Wshear的参数 a, b和 c1.

(4)根据前面 3步得到的材料参数，拟合高应变

率拉伸条件下的实验数据得到与率相关的黏性系数

η0, η1和 η2和材料参数 c2.

2 本构模型的参数确定

2.1 模型应用于单轴拉伸

对于不同帘线角度的单轴拉伸，如图 2所示,假

设变形前帘线的单位方向向量为

a0 = [cosα sinα 0] (16)

变形梯度张量 F、格林应变张量 C和应变率张

量 Ċ分别为

F = dig [λ1 λ2 λ3]

C = FT · F = dig
[
λ2

1 λ2
2 λ2

3

]

Ċ = Ḟ
T · F + FT · Ḟ = dig

[
2λ1λ̇1 2λ2λ̇2 2λ3λ̇3

]


(17)

式中，λi表示第 i个主方向的拉伸比；不变量 I1，I2，

I3，I4, I5和 J1的表达式为

I1 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3

I2 = λ2
1λ

2
2 + λ2

2λ
2
3 + λ2

1λ
2
3

I3 = λ2
1λ

2
2λ

2
3

I4 = λ2
1 cos2α + λ2

2 sin2α

I5 = λ4
1 cos2α + λ4

2 sin2α

J1 = 2
(
λ1λ̇1 + λ2λ̇2 + λ3λ̇3

)



(18)

图 2 单层帘线/橡胶复合材料单轴拉伸变形

Fig. 2 Uniaxial tensile deformation of one family of cord

reinforced composites

对于近似不可压缩材料的单轴拉伸变形，可将

I5 − I2
4 看作 χ的主要部分 [14]，即 χ ≈ I5 − I2

4.则沿拉

伸方向的第二皮奥拉--基尔霍夫应力

Se
11 = 2

[
We

1 I + We
2

(
I1 − λ2

1

)
+

(
We

4 + 2We
5λ

2
1

)
cos2α

]
(19)

Sv
11 = 2c2 ln (c2J1 + 1)

2∑

i=0

ηi (I1 − 3)i (20)

将第二皮奥拉 --基尔霍夫 (Piola--Kirchhoff)应力

S转化为工程应力 P

P = S · FT (21)

2.2 本构模型参数拟合

2.2.1橡胶基体材料参数

由于缺少纯橡胶的单轴拉伸实验数据，因此忽

略帘线与基体正剪切作用 [14,17]，拟合与帘线方向垂

直的准静态单轴拉伸实验数据 [18]，如图 3所示，可

得到橡胶基体材料参数

C10 = 7.244 9 MPa, C20 = 2.195 2 MPa

D10 = −3.612 9 MPa, D20 = −1.987 1 MPa


(22)

图 3 横向单轴拉伸应力--应变曲线

Fig. 3 Stress--strain curve of transverse tension

2.2.2帘线拉伸材料参数

拟合纯帘线准静态单轴拉伸实验数据 [18]，如图

4所示，可得到帘线材料参数

C2 = 12 434 MPa, C3 = 148 MPa, C4 = 3 MPa (23)
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图 4 帘线单轴拉伸应力--应变曲线

Fig. 4 Uniaxial tensile stress--strain curve of pure cord

2.2.3剪切应变能参数

得到基体材料参数 Ci0和 Di0，帘线材料参数 Ci

以后，在体积百分比 Vm = 0.8 和 Vf = 0.2 的条件

下 [18]，将应变率为 0.003 3 s−1 假设为准静态拉伸，

拟合该应变率下与帘线成 45◦ 夹角的偏轴拉伸实验

数据 [18]，如图 5所示，得到剪切性能参数

a = 0.274 3 MPa, b = 0.388 2 MPa, c1 = −0.660 1

(24)

图 5 应变率为 0.003 3 s−1和 26 s−1的偏轴拉伸应力--应变曲线

Fig. 5 Stress--strain curve of 45◦ off-axis tension under strain rate

0.003 3 s−1 and 26 s−1

2.2.4黏性应变能参数

得到基体材料参数、帘线材料参数和剪切性能

参数后，拟合应变率为 26 s−1与帘线成 45◦夹角的偏

轴拉伸实验数据 [18]，如图 5所示，得到与率相关的

黏性应变能参数

η0 = 0.015 7 MPa, η1 = 0.013 8 MPa

η2 = −0.003 8 MPa, c2 = 5.236 8 s


(25)

3 本构模型验证及结果讨论

分别对应变率为 1.2 s−1 和 131 s−1 和 g (J1) = 0

条件下对帘线呈 45◦ 角的偏轴拉伸进行预测，并将

预测值与实验值 [18]进行对比.

如图 6所示，应变率为 1.2 s−1和 131 s−1时，考

虑黏性和不考虑黏性预测结果相差很大，且考虑黏

性的预测结果与实验结果吻合度很好，不考虑黏性

的预测结果与准静态下实验数据一致，因此证明了

该帘线/橡胶复合材料各向异性黏 --超弹性本构模型

的准确性和有效性.

图 6 不同应变率下的偏轴拉伸应力--应变曲线

Fig. 6 Stress--strain curve of 45◦ off-axis tension under different

strain rates

4 结 论

(1)基于连续介质力学理论，提出了一种帘线/橡

胶复合材料各向异性黏 --超弹性本构模型来描述轮

胎胎体层在服役条件下的大变形、非线性和高应变

率力学行为.

(2)单位体积的应变能被解耦为便于参数识别的

基体等容变形能、帘线拉伸应变能、剪切应变能和黏

性应变能四部分，给出了模型参数的确定方法.

(3)拟合出了本构模型参数，并验证了模型的准

确性和有效性.这一本构模型具有简单实用、材料参

数容易确定的优点，为整体轮胎的动力学有限元分

析奠定了基础.
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