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研究综述

多体系统动力学中关节效应模型的研究进展
1)
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摘要 在一般的多体系统动力学研究中认为运动关节是理想运动副.然而，实际中的运动关节不仅含有间隙与

摩擦，还有间隙引起的关节元素之间的接触碰撞、局部变形和磨损.多体系统动力学中的关节效应不仅引起了

系统的振动和噪声，减小了系统的可靠性和寿命，而且损失了系统的精度和稳定性.为此，对近十几年多体系统

动力学中关节效应的研究进行了详细分析，总结了关节效应中间隙运动学模型、接触力模型与磨损模型在多体

系统动力学中的建模过程. 其中，着重分析了多体系统动力学中关节磨损效应的研究进展，并对常用的 Reye’s

hypothesis和 Archard磨损模型进行了比较，详细地分析了 Archard磨损模型的演变形式以及主要磨损参数 (接

触应力，接触面积和滑移距离)，特别分析了关键磨损参数接触应力的建模方法，解释了基于Winkler弹性基础

理论在求解接触应力时遇到的困难.另外，介绍了 4种间隙运动副 (转动副、移动副、圆柱副和球面副)的运动

学模型.分析了考虑关节磨损多体系统动力学模型的一般建模方法，并以平面五杆机构为例说明了其建模过程.

最后，简要地展望了多体系统动力学中关节效应模型的发展趋势以及应用前景.
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引 言

多体系统动力学模型被认为是复杂机械系统分

析、设计、优化、控制、仿真的重要工具 [1-6].在理想

的多体系统动力学分析中一般不考虑关节效应对系

统性能的影响 [7] .然而，实际多体系统中的关节效应

不仅降低了多体系统的寿命和可靠性 [8]，而且影响

了系统的精度和稳定性 [9]；严重的甚至导致多体系

统的崩溃与失效 [10-11].

所谓关节效应主要是指运动副即关节处的间

隙、摩擦、接触变形与磨损 [1-2,12-13]. 关节是构成多

体系统的重要组成部分，而关节效应则是实际多体

系统中不可避免的动态表现形式 [14-15]，其中各因素

之间的相互关系见图 1.

由于关节元素在制造和装配过程中产生的误差

导致了运动副中的间隙 [16]，同时间隙也是确保关

节元素相对运动与合理装配的必要条件 [17]. 关节

中间隙的存在不仅改变了运动副构件之间的自由度

和受力状态 [18-19]，并且当关节元素处于分离状态时

产生的碰撞与冲击力加剧了关节元素之间的动态摩

擦 [20-22]，造成了关节元素的局部变形和磨损 [23-24]，

产生了噪声、振动和热量 [1-2,25]. 由于磨损和局部变

形与多体系统动力学之间的交互作用使关节间隙进

一步加大，而间隙越大接触碰撞力越大将导致更加

严重的磨损 [26]，由此多体系统的动力学性能进入了

一种恶性循环直到其失效 [27].所以关节效应各因素

图 1 关节效应流程图

Fig.1 Flow chart of the joint effective
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之间密不可分且相互耦合，即其中任何一个因素发

生变化就会影响其他因素，并且最终对整个多体系

统的动力学性能产生影响甚至导致系统失效. 在

此，称该现象为多体系统动力学中的 “蝴蝶效应”,即

将关节效应作为一个有机整体来研究.

本文较为全面地概括和总结了关节效应中的间

隙、摩擦特性 [28-29]与接触特性 [30] 的研究方法，并

着重分析了多体系统动力学中关节磨损现象的研究

进展. 由于高速重载的高精度多体系统是机械系统

的发展趋势 [31]，因此，分析与预测关节效应对多体

系统动力学性能的影响显得尤为重要 [32].

在多体系统动力学中关节间隙的类型可分为 3

类：(1)理想多体系统下的零间隙 [33]；(2)实际多体系

统中的固定装配间隙 [1-6,8-15]；(3)实际多体系统中考

虑关节磨损的非规则磨损间隙 [26-27,34-35]. 近年来许

多文献都集中于对多体系统中理想关节与装配间隙

的研究，而较少注重关节磨损引起关节间隙的非规

则变化 [36-38]，忽视了磨损对关节间隙尺寸的影响，

限制了多体系统中关节效应的进一步研究.

1 多体系统中关节接触碰撞现象的描述

物体之间的接触碰撞类型有 2类：(1)基于 New-

ton碰撞定律的正碰撞；(2)偏心斜碰撞；其中偏心斜

碰撞更符合一般的碰撞问题，即斜碰撞在考虑关节

间隙的多体系统动力学中是主要研究对象 [30]. 而关

节中间隙的存在导致关节元素之间发生接触碰撞现

象，接触体之间的运动状态模型主要有 3类 [39-42]：

(1)将间隙运动副元素之间的运动分为 “接触 --分离”

二状态；(2)将间隙运动副元素的运动约束转化成力

约束，视间隙运动副元素的运动状态为 “接触 --分

离 --碰撞” 的三状态 [43-44](文献 [45]提出了包含 “过

渡” 状态的四状态模型)；(3)将关节间隙量视为 “无

质量杆” [46-48]的连续接触模型来描述该运动状态；

上述 3种间隙运动副的状态模型均各有优缺点，具

体选用哪种模型对间隙运动副元素的运动状态进行

描述将由具体研究对象决定 [49].

1.1 关节间隙的运动学模型

在描述多体系统关节的接触碰撞现象时，必须

要经历含间隙关节的运动学建模，当接触体处于分

离状态时, 其关节间隙元素如图 2所示. 其中 Pi 和

P j 为接触体的潜在接触点. 目前潜在接触点主要识

别方法：首先计算系统运动过程中所有接触点出现

的位置，再建立潜在接触点之间的缝隙函数，如果缝

图 2 分离状态的接触体

Fig.2 Two bodies in the state of separation

隙函数等于 0则认为对应的潜在接触点发生接触，

否则，不发生接触 [34].

间隙运动学建模的 3个目的：

(1) 计算含间隙关节元素之间潜在接触点的位

置 (该潜在接触点是含间隙多体系统动态分析的参

考点).

rP
k = rk + AksP

k , k = i, j (1)

其中, Ak 为局部坐标系到固定坐标系的转换矩阵.

rP
i ，rP

j 为潜在接触点在固定坐标系 XOY中的位置；

r i，r j 为接触体质心在固定坐标系 XOY中的位置，

sP
i ，sP

j 为潜在接触点在局部坐标系 xioiyi , x jo jy j 中的

位置.

(2)计算其潜在接触点的实际几何距离.

d = rP
j − rP

i (2)

其中, 间隙关节元素之间的潜在接触点是建模的关

键，当接触体处于接触状态时如图 3.其中, n为接触

面的法向矢量，t 为接触面的切向矢量，δ为接触变

形量.

图 3 接触状态

Fig.3 Two bodies in the state of contact
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而接触体的潜在接触点必须满足以下几何约束

条件：(1) 潜在接触点的距离对应接触体的最小距

离，其中接触面的法向矢量为

n =
d
d

(3)

其中 d =
√

d2
x + d2

y. (2)拥有最小距离的潜在接触点

矢量必须与接触碰撞表面的法向矢量共线，(3)来自

2个接触体的潜在接触点，其各自接触碰撞表面的法

向矢量必须共线 [30].

n j × ni = 0 (4)

d× ni = 0 (5)

其中, ni，n j 分别为各接触体的法向向量.

当接触体处于接触状态时，通过式 (4)与式 (5)

可求出其潜在接触点，即可导出接触体之间的接触

变形量为

δ =
√

dTd (6)

(3)获得间隙关节元素之间的相对法向与切向速

度 [50-51].

vn = nT
(
ṙP

j − ṙP
i

)
(7)

vt = tT
(
ṙP

j − ṙP
i

)
(8)

在对关节间隙模型正确描述以后将面临着对关

节元素之间运动状态的判定，找到接触体之间运动

状态的切换时间非常重要，否则会导致多体系统动

力学模型的数值仿真出现严重的偏差. 常用的方法

有 2种 [52-54]：(i)直接利用接触变形量来判定关节元

素之间接触与分离；当接触变形量小于 0时，表明接

触体处于分离状态；当接触变形量等于 0时，表明接

触体开始接触；当接触变形量大于 0时，表明接触体

处于接触碰撞状态 [55-56]. (ii)利用接触元素之间的相

对法向速度来判定接触元素的接近和分离，利用相

对切向速度来判定接触元素的相对滑动和黏滞；当

接触体的相对法向速度为正值时，表明接触体元素

正在接近处于压缩阶段，在终止时刻其接触变形量

达到最大值.此时，压缩过程中储存的一部分能量用

来分开正处于接触状态的接触体，另一部分变形能

量将以热量、振动和噪声等形式耗散 [57]，其主要原

因来自于接触体材料的内部阻尼 [58]. 当接触点的相

对法向速度为负值时，表明接触体元素正在分离处

于恢复阶段 [59].

1.2 间隙关节中切向接触力模型描述

在斜碰撞过程中，碰撞体在接触点同时具有相

对法向速度和切向速度；前者导致法向挤压变形，后

者借助摩擦引起切向畸变 [60-61]. 在众多静态与动态

摩擦模型中 [62]，描述切向接触力使用最为广泛的摩

擦模型为 “Coulomb”摩擦模型 [55-56,63]，除此之外，

很少有其他摩擦模型出现在多体系统动力学的切向

接触力模型中. 其原因有 3点：(1)多体系统动力学

自身的强耦合性和非线性，不再适合嵌入参数识别

困难的动态摩擦模型；(2)“Coulomb”摩擦模型是所有

静态摩擦模型中结构最简单，且适用范围最广泛的

摩擦模型；(3)“Coulomb”摩擦模型认为摩擦力与法向

接触力成正比且与接触面积无关，因此避免了对真

实接触面积的求解，大大简化了建模过程，且该模

型基本能描述斜碰撞过程中的摩擦现象.然而，原始

的 “Coulomb”摩擦模型在多体系统动力学的仿真计

算中容易发生切向速度方向突变，从而影响了数值

积分的稳定性.

为了避免数值计算中的摩擦力突变，常见的

对 “Coulomb” 摩擦模型修正的形式一般有 2 种：

(1) Ambrósio[64] 提出的拥有固定摩擦系数的修正

“Coulomb”摩擦模型，该模型中引入了动态修正系数

有效地防止了切向速度在 0附近时摩擦力方向的改

变，使得数值积分运算变得稳定 [56]. (2)为了能够

描述接触体在相对低速情况下出现的黏滞与滑移现

象；文献 [55]把摩擦系数修正为接触体相对切向滑

动速度的函数，在一定程度上体现了接触体在相对

低速情况下的黏滞与滑移现象.

然而修正 “Coulomb”摩擦模型的应用涉及到对

接触面之间黏滞与滑移相互转换过程的离散，该离

散给数值计算引入了新的难题，即如何确定黏滞与

滑移的切换标准以及计算效率低.目前，通过静摩擦

临界速度 vs和最大动摩擦临界速度 vd 作为黏滞和

滑移相互转换的标准，但是如何确定 vs和 vd目前还

没有具体的实现方法. 单纯依靠经验确定的参数值

将导致该模型的仿真精度存在疑问 [57]，即该模型对

低速下的黏滞与滑移摩擦现象的捕捉不够精确. 为

此，大多学者都致力于研究一种连续的摩擦模型，

通过引入一个 “规则因子” 来光滑不连续的摩擦力，

并利用低速情况下的 “爬行现象” 代替接触体之间

的黏滞现象.虽然，含有 “规则因子” 的摩擦模型表

面上完全能代替修正后的 “Coulomb”摩擦模型，然

而其近似方法不但改变了接触体之间真实摩擦的物
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理现象，而且在相对切向速度较低且又要求很小的

时间迭代步长时将会忽视间隙关节元素中的碰撞现

象 [65].

为了克服以上缺点，LuGre摩擦模型 [66]利用有

效的摩擦系数对黏滞和滑移摩擦现象进行了建模，

该有效摩擦系数是接触体相对切向速度与其内部状

态变量 (接触表面鬃毛的平均变形量) 的函数. Lu-

Gre摩擦模型不仅能准确地捕捉 Stribeck效应 (在低

速情况下摩擦力随着速度的增加而减小)，还包含了

“Coulomb”摩擦、黏性摩擦、预滑动、可变静摩擦和

摩擦滞后等摩擦模型的属性，较其他摩擦模型更能

体现真实的摩擦现象.

以上摩擦模型虽然在建模方法与侧重点上各不

相同，但是摩擦力正比于法向接触力这一特点保持

不变.含动态修正因子的 “Coulomb”摩擦模型的结构

与参数识别相比含非线性摩擦系数的 “Coulomb”摩

擦模型和 LuGre摩擦模型更加简单，且便于嵌入多

体系统动力学模型中，但是该模型忽视了低速下接

触体之间的黏滞与滑移现象. 含非线性摩擦系数的

“Coulomb”摩擦模型在一定程度上缓解了该缺点，

但是其精度存在疑问. 而 LuGre摩擦模型具有准确

捕捉摩擦中黏滞与滑移现象的能力，避免接触体在

碰撞过程中能量的增长.该模型的参数识别是 LuGre

摩擦模型应用的关键. 研究者可以根据具体研究对

象的侧重点选择合适的摩擦模型.另外，摩擦模型除

了与法向接触力和滑移速度有关以外，接触体在摩

擦过程产生的摩擦热引起接触材料属性和表面清洁

度的变化对摩擦模型的影响也是一个值得深入研究

的问题 [61,67].

1.3 接触力模型的研究进展

固体接触分为 2种：协调接触 (conforming con-

tact)和非协调接触 (non-conforming contact).其中协

调接触：如果两个固体的表面在无变形时精确地或

者相当接近的 “贴合” 在一起，那么称这种接触是协

调的 (例如平的滑动轴承以及轴颈轴承). 非协调接

触：具有不相似外形的物体称为非协调，当无变形

地的接触时，它们将首先在一个点或沿一条线相碰,

分别称为点接触和线接触，即非协调接触 (例如滚珠

轴承和圆柱轴承). 而接触力模型是研究考虑关节效

应对多体系统动力学影响的必经途径，因为关节效

应中的摩擦模型与磨损模型都直接或间接的与接触

力模型相关 [26-27,68]. 而建立接触力模型首先必须要

解决的 3个难点：(1)如何选择合适的接触力模型来

描述一个包含接触体几何特征、材料属性和运动学

特性的接触碰撞事件 [69]；(2)如何识别接触力模型

中接触参数，如：刚度系数、阻尼系数、恢复系数、

初始碰撞速度与幂指数系数等 [70]；(3)最重要的是

如何量化接触碰撞过程中的能量损失 [71]. 只有解决

了上述 3个问题才能有效的研究多体系统中关节效

应对其动力学特性的影响.

接触碰撞动力学的分析方法有 2种：(1)基于接

触体几何约束的非光滑离散分析方法 [72-73]；(2)基于

接触体表面变形量的连续分析方法 [67,74]. 非光滑是

由于刚体接触过程中其运动状态的切换不光滑导致

的，其中碰撞产生的速度跳跃就是典型的非光滑系

统 [75]. 与非光滑模式相反，连续分析方法允许接触

体在接触区域变形，且接触力模型是接触变形量的

函数表现出该方法的连续性. 文献 [30]总结并分析

了 2种分析方法的优缺点，非光滑离散分析方法虽

然简化了接触过程且计算效率高，但该方法为了避

免接触体在接触碰撞过程中的相互变形侵入而利用

了单边约束理论 [76]，导致了在考虑关节摩擦效应时

存在多解或者无解 [77]，另一方面离散分析方法中的

线性补偿策略可能会违反考虑摩擦时接触过程中的

能量守恒定律 [78]. 而连续分析方法则不会出现上述

缺点，且该分析方法不仅描述了接触碰撞过程中的

能量损失，而且能有效地集成到多体系统的动力学

中，最重要的是目前关于连续分析方法的仿真软件

提高了该方法的计算效率 [79].

在确定以连续分析方法来研究多体系统中关

节间隙元素之间的接触碰撞问题之后，需要根据相

关的接触理论建立对应的接触力模型. 多体系统

动力学的接触碰撞问题研究中常见的 4 种接触理

论 [80]：(1)著名的 Hertz接触理论 [81]，该接触理论

常适用于运动副含有大间隙小载荷的低速无摩擦理

想弹性固体的非协调接触问题. (2)Steuermann接触理

论 [82-83]，该接触理论主要适用于协调接触问题，但

是，该理论非常依赖对表示接触体表面形状的 N次

多项式，尤其当指数 N选择不合适时就会出现较大

误差；且没有适合描述所有间隙元素表面形状类型

的 N 次多项式，所以该接触理论一般很少使用. 以

上 2种接触理论都认为每一个接触体就是一个弹性

半空间 [83]来研究接触问题；还有 2个不符合弹性半

空间假设的接触理论：(3) 采用分层接触的 Winkler

弹性基础理论 [24] 与弹性半空间接触形成鲜明的对

比.该理论忽略了接触体之间的剪切作用力，将接触
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界面模拟为一系列的弹簧，且相邻弹簧之间保持相

互独立，利用接触变形量与弹簧刚度系数计算接触

体表面的接触应力，然后结合近似接触面积计算其

接触力，该方法虽然简单高效但其接触力模型精度

较低. (4)Persson接触理论 [80-84]，该理论假设忽略接

触体的径向位移与切向位移的耦合关系，并且其径

向位移和接触体之间的最大法向变形量之间的关系

必须满足刚体接触的几何刚性条件.当上述假设成立

时就能利用接触体几何刚性约束方程建立的 Persson

理论对含间隙的圆柱副接触问题提供一个完全封闭

式的解，且该理论只适在运动副拥有小间隙的场合

使用 [80].

以上基于各种接触假设条件得出的 4种接触理

论各有优缺点且拥有各自的适用范围，其中 Hertz接

触理论 [81,85-86]是适用范围最广泛研究历史最悠久

的接触力模型. 文献 [30] 对数十年来 Hertz接触模

型的研究现状进行了系统的分析总结.其中讨论了 5

种 [58,87]不考虑能量损失的接触力模型 (见表 1)与 8

种引入阻尼系数之后的接触力模型 (见表 2)，着重讨

论了接触力模型中阻尼系数的发展过程，通过接触

力与接触变形量的函数关系讨论了迟滞环与接触能

量损失之间的关系；证明了不考虑接触能量损失的

接触力模型不符合实际情况.

虽然 5种纯弹性接触力模型数学表达各异，且

应用范围不一致，但本质上均是在弹性范围内，单纯

地研究接触变形量与材料属性之间的关系，没有考

虑接触碰撞过程中接触体动能与弹性势能和耗散能

之间的转换关系，导致该类接触力模型精度较低，

但由于该类接触力模型结构简单，通俗易懂有利于

工程应用.

考虑接触能量损失的 8种接触力模型虽然数学

表达式各异，但其整体形式一致，均是由接触体的

刚度系数、接触变形量、接触速度和材料阻尼系数

组成的函数.其主要不同点在于迟滞阻尼因子，该因

子决定了接触力模型在接触过程中能量耗散的方式

见图 4[30].观察表 2可知，考虑能量耗散的接触力模

型进展本质上是迟滞阻尼因子的进展，其目的是为

了不断提高迟滞阻尼因子对接触过程中能量耗散的

描述精度；而阻尼因子是接触刚度、初始接触速度和

恢复系数的函数，当接触刚度与初始接触速度一定

时，只有恢复系数在 [0,1]之间变化，即考虑能量耗

散的接触力模型的适用范围受到恢复系数的限制.一

般由接触碰撞前后速度的固定比值来定义恢复系数

或者由恢复阶段与压缩阶段的冲量之比定义恢复系

数 [88](实际上恢复系数与接触体表面的几何形状、

初始碰撞速度、局部材料属性、接触的持续性、温度

和摩擦等密切相关 [89])，比值小于 0.5的称为低恢复

系数，比值大于 0.5的称为高恢复系数. 8种考虑能

表 1 纯弹性接触力模型

Tab1e Pure elastic contact force model

模型名称 数学表达式 符号含义 适用范围

Hertz接触力模型原型 FN = Kδn FN：接触力

K：接触刚度系数

δ：接触变形量

n：非线性指数

适合接触表面为圆形或者椭圆形的接

触体，适用接触材料硬且初始速度非

常低的接触过程.

Brändlein接触力模型 FN = Kδ1.08 K：接触刚度系数，

该系数与接触长度有

关，独立于接触半径

适合接触体以线接触和面接触的形式

碰撞，主要适用于圆柱体之间的弹性

接触碰撞研究.

Goldsmith接触力模型 FN = Fmax

( δ − δp

δmax− δp

)n
δp：永久变形量

δmax：最大变形量

Fmax：最大接触力

适合软接触材料或高速碰撞接触研

究.

Yang--Sun接触力模型
FN = Kδ

K =
πEL

4(1− ν2)

K：接触刚度系数

L：齿的厚度

ν：泊松比

E：弹性模量

适合于轴与套在低速轻载下的碰撞研

究，特别是直齿轮的接触碰撞接触.

Liu接触力模型 FN =
πE∗Lδ

2

[ δ

2(c + δ)

]1/2 E∗：2个圆柱体的综合

弹性模量

L：圆柱体长度

c：径向间隙

适合大间隙小载荷的圆柱体接触研

究.
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表 2 能量损耗接触力模型

Table 2 Dissipative contact force models

模型名称 数学表达式 迟滞阻尼因子 符号含义 适用范围

Kelvin--Voigt线性

接触力模型
FN = Kδ + Dδ̇ — FN：接触力

K：接触刚度系数

D：阻尼系数

δ：接触变形量

δ̇：接触变形速度

适合材料阻尼非常小的

黏弹性接触，但接触参

数难以确定.

Hunt--Crossley

接触力模型
FN = Kδn

[
1 +

3 (1− cr )
2

δ̇

δ̇(−)

] 3(1− cr )
2

K

δ̇(−)
cr：恢复系数

δ̇(−)：初始接触速度

n：非线性指数

适合高恢复系数下的正

碰撞和不考虑摩擦的碰

撞研究.

Herbert--McWhannell

接触力模型
FN = Kδn

[
1 +

6(1− cr )

(2cr − 1)2 + 3

δ̇

δ̇(−)

] 6(1− cr )

(2cr − 1)2 + 3

K

δ̇(−)
同上 适合齿轮传动中的接触

碰撞研究.

Lee--Wang

接触力模型
FN = Kδn

[
1 +

3 (1− cr )
4

δ̇

δ̇(−)

] 3(1− cr )
4

K

δ̇(−)
同上 适合满足预期迟滞边界

条件下的间歇机构接触

研究.

Lankarani--Nikravesh

接触力模型 FN = Kδn

1 +
3
(
1− c2

r

)

4
δ̇

δ̇(−)


3
(
1− c2

r

)

4
K

δ̇(−)
同上 适合高恢复系数下的一

般机械接触碰撞，特别

是碰撞过程中能量耗散

相对较小的接触问题.

Gonthier接触力模型 FN = Kδn

(
1 +

1− c2
r

cr

δ̇

δ̇(−)

) 1− c2
r

cr

K

δ̇(−)
同上 适合大面积的接触碰撞

研究.

Zhiying--Qishao

接触力模型 FN = Kδn

1 +
3
(
1− c2

r

)
e2(1−cr )

4
δ̇

δ̇(−)


3
(
1− c2

r

)
e2(1−cr )

4
K

δ̇(−)
同上 主要适合在低恢复系数

下的接触碰撞研究.

Flores接触力模型 FN = Kδn

[
1 +

8(1− cr )
5cr

δ̇

δ̇(−)

] 8(1− cr )
5cr

K

δ̇(−)
同上 适合一般的接触碰撞

研究，能同时响应完全

弹性接触和完全塑性接

触.

图 4 接触力与变形量的关系

Fig.4 Force–indentation relation

量损失的接触力模型中除了线性模型的Kelvin--Voigt

接触力模型以外，Hunt--Crossley接触力模型、Herbert-

-McWhannell接触力模型、Lee--Wang接触力模型与

Lankarani--Nikravesh接触力模型均适合在拥有高恢

复系数的接触碰撞问题中使用.而 Zhiying--Qishao接

触力模型 [90]、Gonthier接触力模型 [91]与 Flores接触

力模型 [14] 在拥有高恢复系数的接触碰撞问题中具

有相近的接触特性，且对低恢复系数也有良好的动

态响应，尤其是 Zhiying--Qishao接触力模型.

值得注意的是：上述 8 种考虑能量耗散的接

触力模型的适用范围不仅受到恢复系数大小的限制

(Kelvin--Voigt 线性接触力模型不含恢复系数不予讨

论)，还受到其接触类型的限制.然而，表 2中不是所

有的接触力模型均受到以上 2点接触特性的限制，其

中Hunt--Crossley接触力模型、Lankarani--Nikravesh接

触力模型与 Zhiying--Qishao接触力模型只受到恢复

系数的限制；Herbert--McWhannell接触力模型、Lee--

Wang接触力模型与Gonthier接触力模型受到接触形

式的限制；而 Flores接触力模型适用于一般的机械

碰撞，无明显的限制条件.

在考虑接触能量损失的接触力模型中恢复系
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数、阻尼系数、刚度系数、初始碰撞速度与幂指数

系数的识别非常重要，其中初始碰撞速度一般根据

研究的具体多体系统人为的给定，但规定接触初始

碰撞速度要低于碰撞弹性波在接触体中的传播速度
[92]. 同时一般令幂指数系数等于 3/2，说明接触体表

面的接触应力呈抛物线分布 [91]. 而对于刚度系数文

献 [30]则忽略了其在接触力模型中的演化过程，接

触刚度系数仅仅与接触体半径和材料属性有关，显

然不符合实际的接触情况，因为刚度系数与接触体

的材料属性，几何属性，间隙尺寸以及接触体的变形

有关，即刚度系数在接触碰撞过程中是不断变化而

不是一个常量 [68]. 在实际的接触过程中，由于关节

磨损导致关节间隙尺寸进一步扩大，且接触体表面

形貌的改变不仅影响了其接触刚度和应力分布而且

影响了整个磨损过程 [70]，即接触刚度系数与关节间

隙尺寸大小有关，而间隙尺寸随磨损不断变化，所以

在建立考虑关节磨损的接触力模型中应视其接触刚

度为变量.

2 多体系统中关节磨损现象的研究进展

磨损是相互接触的物体在相对运动中表层材料

不断损伤的过程，它是伴随摩擦而产生的必然结果
[93]. 磨损不但与接触体的几何特征、材料的物理和

化学属性有关，还与接触体的接触温度、接触表面

的动态载荷有关. 特别是在多体系统动力学中考虑

接触体物理和化学属性以及接触热效应 [94] 时，其

含间隙关节的磨损现象将十分复杂 [27]. 根据接触体

之间磨损机理的不同其磨损类型一般分为 4大类：

(1)磨粒磨损 [95]，(2)黏着磨损，(3)疲劳磨损，(4)腐

蚀磨损.在不考虑润滑的情况下，当多体系统中关节

元素接触表面洁净且产生相对滑动时，由于黏着效

应形成的粘结点被剪切断裂，发生材料由一个表面

向另一个表面转移的现象，即黏着磨损.目前关于黏

着磨损问题的研究大多集中于实验，实验方法不仅

成本高而且对于复杂的动态磨损实验方法只能得到

材料磨损率与各影响因素之间的简单函数关系，不

能满足实际工程问题对间隙运动副磨损预测的迫切

需求 [96].基于磨损模型 (源于实验)的数值计算方法

为多体系统中磨损预测提供了另一路径.

2.1 比较 Reye’s hypothesis和 Archard 磨损模型

研究多体系统中关节磨损的数值方法主要有 2

种：(1)基于磨损模型的有限元分析法 [97]；(2)结合

磨损模型与多体系统动力学模型对间隙运动副的磨

损深度进行预测 [27,93]. 有限元分析法虽然能精确的

处理拥有复杂几何外形的接触磨损问题 (利用有限

元分析接触体之间的接触应力，再基于 Archard磨

损模型预测磨损深度)[98]，然而从计算效率的观点来

看，有限元分析法需要大量的计算资源，特别是在分

析复杂多体系统间隙关节的磨损现象时，可能由于

计算模型过于庞大而不可行；而结合磨损模型与多

体系统动力学模型对间隙运动副的磨损深度进行预

测，则直接利用关节元素之间的接触力除以其近似

接触面积计算接触应力，再基于 Archard磨损模型预

测其磨损深度，但由于利用近似接触面积代替真实

接触面积 (接触体表面形貌较复杂其真实接触面积

难以获得)计算接触应力降低了该方法的精度，所以

该方法较之有限元分析其计算过程简单但计算精度

较低.

磨损类型不同其相对应的磨损模型也不同，且

大多数磨损模型中所包含的参数与常量只有在特定

的应用环境中才有效 [99]. 任何运动副元素之间都会

发生黏着 (只是黏着的程度不同)，而黏着现象是导

致黏着磨损的主要原因，所以多体系统中关节元素

之间的磨损类型主要是黏着磨损；而在摩擦学中研

究黏着磨损且具有相对普遍适用性的磨损模型有 2

类.

2.1.1 Archard磨损模型 [100]

Archard磨损模型是一种线性磨损模型，该磨损

模型与间隙关节元素之间的法向接触力和滑移距离

成正比，而与运动副软材料的硬度成反比 [101-102]

V
s

=
kFn

H
(9)

其中, V和 s分别为磨损体积和相对滑移距离; Fn为

法向接触力，k为无量纲磨损系数，由组成运动副的

材料和磨损条件求得; H为较软材料的布氏硬度.

式 (9)中的法向接触力一般根据间隙运动副之

间的接触力模型计算得出 [26-27]，即多体系统中关节

磨损的预测是集关节间隙、接触力模型和 Archard磨

损模型为一体的整体研究，并不是单纯的依靠理想

多体系统中关节的正压力来研究关节磨损. 当然这

里并不是完全否定了利用理想多体系统关节的正压

力充当接触力的计算方法，该方法的应用应分为以

下 2种情况：(1)在多体系统的运行初期，在视装配

间隙量等于 0的情况下，利用关节正压力代替接触

力基于 Archard磨损模型来预测关节磨损量，该方法

在多体系统分析的一定精度要求内可以接受. (2)在

机构系统运行一段时间后当关节间隙量变大，关节
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间隙引起的碰撞力是理想机构关节正压力的几倍甚

至十几倍 [1-2]，此时应采用关节间隙碰撞力来计算磨

损. Archard磨损模型对以上 2种情况均适合.

由于磨损深度比磨损体积更利于工程应用，所

以对式 (9)两边除以接触面积得到 Archard磨损模型

的另一种表达式
h
s

= kdp (10)

其中, kd =
k
H
为线性磨损系数，h为磨损深度，p为

法向接触应力.

2.1.2 Reye’s hypothesis模型 [103-104]

Reye’s hypothesis模型也称为能量耗散假设，该

模型认为在干摩擦的情况下，磨损体积与摩擦力所

做的功成正比，与相对滑动接触体之间的剪切应力

成反比.
V
s

=
FT

τ
(11)

其中, V和 s为磨损体积和相对滑移距离，FT 为切向

摩擦力；τ为相对滑动体的剪切应力. Reye’s hypothe-

sis模型可改写为
dh
ds

=
µp
τ

(12)

其中, µ为摩擦系数，p为接触应力.

式 (10)与式 (12)在结构上非常相似，其区别在

于 Archard磨损模型是利用法向接触力解释磨损，

而 Reye’s hypothesis模型是利用切向摩擦力解释磨

损 (虽然摩擦和磨损基本上总是一起出现，但定性的

看，它们是不同的现象 [12])，即 Archard磨损模型为

无摩擦的磨损描述，Reye’s hypothesis模型为摩擦与

磨损一起出现的描述. 但是这 2种磨损模型在多体

系统关节磨损预测的应用中是一致的，因为 2种磨

损模型中其法向接触力和摩擦力可以相互转化.

2.2 Archard磨损模型的演变过程

Archard磨损模型本质上是一个宏观磨损模型.

因为该模型没有直接考虑接触体的表面微凸体变形

和材料撕裂等微观效应 [105]，而是利用一个宏观的磨

损系数来等效这些微观效应.且该模型对接触体的运

动速度和负载有严格的要求：(1)接触体之间的滑移

速度不宜过高，避免摩擦热引起接触材料物理属性

的变化 [106]；(2)接触体之间的动态负载不宜过大，

避免大负载引起接触体之间发生咬死和黏滞 [27].

Holm在 1946年基于实验研究得出的 Archard磨

损模型经过几十年的研究发展主要演变出 2种适合

不同研究环境的磨损模型.

(1) 式 (10)为 Archard磨损模型最常用的形式
[26-27,36]，含间隙关节元素的接触碰撞点在机构运行

过程中不断变化，并且频繁的接触区域通常发生在

某些特殊的接触位置，该现象导致了间隙关节元素

非规则的接触磨损，而不是所谓的均匀磨损 [26-27]；

另外动态的接触碰撞力使间隙接触元素的接触碰撞

点的滑移距离也时刻变化，因此一般采用微分的形

式来研究含间隙多体系统的动态磨损特性.

dh
ds

= kdp (13)

相比滑移距离其接触碰撞点的速度更容易求解，利

用 ds = vdt对式 (13)进行了修改得到

dh = kdpds = kdpvdt (14)

式 (14)两边对接触时间积分就能得到接触区域的磨

损深度.

(2)以考虑真实接触面积的角度将线性 Archard

磨损模型改进为非线性磨损模型 [107-180].非线性 Ar-

chard磨损模型认为真实接触面积与表面微凸体的微

观进化伴随着接触表面形状与接触区域的宏观进化.

在准稳态磨损中真实接触面积 Ar与理论接触面积 Ac

的比值为

α =
Ar

Ac
(15)

非线性 Archard磨损模型的具体形式为

W =
kw

H
Fs = βFs (16)

式 (16)两边均除以真实接触面积 Ar 得到磨损深度

hc的求解公式

hc = βpns (17)

其中,磨损体积W = hcAr，kw 为无量纲磨损系数，H

为接触体硬度 (一般视接触体为同一种材料)，pn接

触应力，s为相对滑移距离，β =
kw

H
为相对硬度系

数，F为固定法向载荷，以时间 t为变量对 F = pnAr

两边微分得

Ḟ = ṗnAr + pnȦr = 0 (18)

式 (17)两边对时间 t求导就能得出磨损深度的增长

率

ḣc = βṗns+ βpnvr (19)

将式 (18)代入式 (19)得磨损深度的变化函数

ḣc = β
(
1− ln Ȧr

ln ṡ

)
pnvr = β̃pnvr (20)

其中, vr为相对滑动速度，非线性磨损系数为滑动距

离的函数 β̃ = β̃(s).
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相对于只是为了对稳态磨损进行研究且拥有常

数磨损系数的 Archard磨损模型，式 (20)给出的模型

虽然能研究准稳态和稳态磨损且拥有非线性磨损系

数，但是从非线性磨损模型的推导过程可知，该模型

只适合拥有固定接触载荷的磨损中 [109-110]，因为在

该模型中认为法向接触力不再是接触变形量的函数

而是一个常数 (见式 (18))，所以该非线性磨损模型不

适合在考虑运动副非规则间隙的多体系统动力学中

应用.

2.3 Archard磨损模型中主要磨损参数分析

从上述 Archard磨损模型的不同表现形式可以

得出该模型所涉及的主要磨损参数有磨损系数、材

料硬度、滑移距离、实际接触面积和接触体表面的接

触应力分布 [111].其中磨损系数与材料硬度一般通过

实验给出 [112]，剩下的磨损参数是含间隙关节元素磨

损预测的主要研究对象.

2.3.1滑移距离 s的研究方法

由于间隙运动副元素之间接触点位置和滑移距

离均随着多体系统的运动而不断变化，且在每一个

接触瞬间认为接触条件是保持不变的，所以为了达

到稳定的磨损过程必须要把连续的接触过程离散

化 [26,96]，如图 5所示.

图 5 滑移距离离散化示意图

Fig.5 Discretization slip distance

图中曲线 s表示间隙运动副元素之间一段相对

连续接触滑动的曲线，足够小的时间 ∆ti 内的滑移距

离为 ∆si，因此瞬态滑移距离的表达式为

∆si = (R+ δ)
(
αti − αti−1

)
(21)

其中, R为接触体曲率半径; δ为接触体变形量; αti 与

αti−1 为对应时刻下间隙运动副所连接的 2个构件的

角位移差，即 αt = φi − φ j , φi 与 φ j 分别为构件 i 和 j

的角位移.

2.3.2接触面积 Ar的研究方法

在多体系统动力学的磨损研究中一般难以对间

隙元素之间的真实接触面积进行计算 [26]，有 2点原

因：(1)间隙元素接触体之间的接触点、滑移距离和

接触变形均随着多体系统的运行不断发生变化，导

致接触体之间的真实接触面积不易确定；(2)接触体

的真实接触表面几何属性过于复杂. 以上 2点原因

给接触体之间的真实接触面积的定量计算带来了困

难.

目前对真实接触面积的计算主要采用有限元分

析法 [36,113]，另外通过Winkler表面模型在不改变接

触区域的尺寸和形状的情况下把离散化的接触表面

近似为矩形或圆形 [95,27]，如图 6所示.

图 6 接触面积放大示意图

Fig.6 Diagram of exaggerated contact areas

图 6中 h为磨损深度，A为近似接触面积，s为

滑移距离，b为销轴的长度，p为接触应力，RJ为轴

套的接触半径.则近似接触面积

A = sb (22)

然而需要指出式 (22)只适合转动副与圆柱副的

真实接触面积 Ar的近似计算，而对于含间隙球面副

的近似接触面积的计算将需要另行设计.

2.3.3接触应力 p的研究方法

磨损模型中接触应力分布的循环计算是多体系

统动力学中磨损仿真的主要难点，也是校核关节强

度与预测系统疲劳寿命的前提条件. 接触应力分布

是接触面积和滑移距离的函数. 目前研究接触体

表面接触应力分布的主要方法有：(1) 有限元分析

法 [36,80,114-115]；(2)边界元法 [116]；(3)实验方法 [85]；(4)

根据接触应力强度与接触尺寸参数的关系 [107]，结合

修正的 Hertz接触理论与接触面积分析其接触应力

分布 [27]. (5) Winkler弹性基础理论 [24,85,117-118]. 其中

有限元法虽精确但不经济，边界元法需要对每一步

的滑移增量进行优化来提高计算效率以及保持接触

表面的光滑 [116]，即该方法不够简单直接 [119]；实验

方法其研究对象单一且成本高，而利用接触力模型

结合接触面积计算其接触应力是最常用的方法，但
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该模型涉及对真实接触面积的近似计算导致精度较

低.

Winkler弹性基础理论以接触体之间的弹性变形

为基础，忽略了接触体之间的剪切作用力，将接触界

面模拟为一系列的弹簧，且相邻弹簧之间保持相互

独立 [85]，如图 7所示. Winkler弹性基础理论的本质

就是利用接触体之间接触点的弹性位移来计算接触

面上接触点的接触应力. 该模型建立了每一根弹簧

的接触应力与其接触变形的函数关系式 [80,86].

图 7 Winkler弹性基础平面模型

Fig. 7 Winkler planar model

p =
Ew

L
uz (23)

该模型中每一根弹簧的刚度系数为

KN =
Ew

L
(24)

其中, p为接触应力; Ew 为弹性层的弹性模量; L 为

弹性层的厚度; uz为弹性层的法向位移，在磨损的循

环迭代中，每一次迭代的法向位移 ui = δi − zi，式中

δi 为侵入深度，zi 为弹性层的弹性变形量.

研究间隙运动副接触应力的 Winkler弹性基础

理论来源于纯弯曲梁理论提出的 Winkler 地基模

型 [120-121] (将地基看成许多互不联系的弹簧，并假定

土体表面任一点的压力强度与该点的沉降成正比)

P = ks (25)

其中, P为土体表面某点单位面积上的压力，k为基

床系数，s为相应于某点的竖向位移.

将 Winkler地基模型应用到机构系统中间隙运

动副的接触应力计算，由于基于式 (23)与式 (24)可

利用弹簧的刚度系数和法向位移直接计算接触应力

(弹簧的刚度系数为常数)，而不必利用有限元法或通

过接触力模型和近似接触面积计算其接触应力，所

以该方法拥有较高的计算效率 [24]，但同时也存在下

列问题：(1)弹簧刚度系数如何计算，虽然式 (24)将

弹簧刚度系数的计算转化为对接触体表面弹性层厚

度的确定，但关键在于含间隙运动副接触表面的弹

性层厚度本身就没有明确的定义，且没有具体的确

定准则 [24,85]. (2)凭经验确定的侵入深度 δi 初值降低

了整个机构系统的关节磨损预测的计算精度 [85]. (3)

由于 Winkler弹性基础理论忽略了接触体之间的剪

切作用力，所以该理论成立的前提就是不考虑机构

系统中间隙关节元素之间的摩擦效应. (4) Winkler弹

性基础理论能够在一定精度范围内对间隙运动副元

素之间的磨损预测达到与有限元分析方法同样的效

果 [115]，但是在多体系统跑合阶段的磨损预测与接触

应力的计算结果具有偏差 [122].主要是因为跑合阶段

的局部应变效应比稳定磨损阶段的磨损要强烈 [85].

另外由于该模型忽略了接触体之间的剪切作用力，

所以该模型不能通过某个接触点的接触应力来说明

它如何影响其他接触点的变形问题 [119].

综上所述，以上 5种接触应力的求解方法各具

优缺点，如何选择合适的接触应力求解方法，应该结

合计算效率与模型精度 2方面综合考虑.

3 具体关节间隙的运动学模型

多体系统动力学中关节效应模型包括：间隙运

动副的运动学模型、接触力模型、摩擦力模型和磨

损模型. 以上分析的所有关节效应模型均是多体系

统研究关节效应对系统动力学性能影响所应用的模

型，且从分析结果可以得出：除了间隙运动副的运动

学模型 (关节不同其运动方式不同)和 Archard磨损

模型 (关节不同导致接触面积的计算模型不一致，

而其他磨损参数与关节类型无直接关系) 与关节类

型有关以外，其他关节效应模型均与关节的具体类

型 (转动副，移动副、圆柱副与球面副)无直接关系.

原因有 3点：(1)利用接触体之间的接触刚度与接触

材料内部阻尼，以及接触变形量和相对接触速度建

立线性或非线性的接触力模型，该过程中接触刚度

与阻尼系数的计算与关节的类型无直接关系 [30]，而

与关节间隙尺寸、磨损以及接触体材料属性有关 [21].

也就是说，基于 Hertz接触理论的接触力模型对于多

体系统中任何类型的关节都适用 [26,56,84,191]. (2)既然

接触力模型与关节的类型无直接关系，那么基于法

向接触力与摩擦系数建立的摩擦力模型也同样与关

节的具体类型无直接关系 [55,57,64-65]. (3)研究接触体

之间黏着磨损的 Archard磨损模型，其主要磨损参数

有磨损系数、材料硬度、滑移距离、接触面积和接触
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应力；其中磨损系数与材料硬度由实验提供，滑移距

离模型与关节所连接 2构件之间的相对转角有关 (与

关节类型无关)，接触应力由接触体之间的法向接触

力和接触面积确定，其中间隙关节元素之间的接触

面积与关节类型密切相关，因为不同关节其接触运

动方式不同.因此，对含间隙转动副、移动副、圆柱

副与球面副的运动学模型进行简单介绍. 建立含间

隙运动副的运动学模型目的是为了计算多体系统动

力学模型中的广义力，为装配多体系统的动力学模

型奠定基础. 所有含间隙运动副的运动学模型均是

为了求出接触体之间的潜在接触点，并导出接触体

之间的接触变形量为判定接触体是否接触做准备，

以及建立接触体之间的相对法向与切向速度模型为

计算广义力做准备.由于文章篇幅有限，且鉴于转动

副相比其他运动副更常见且应用广泛，因此，本文将

对含间隙转动副的运动学模型进行详细介绍，而其

他含间隙运动副的运动学模型只做简单介绍.

3.1 转动副的间隙运动学模型

理想转动副由轴套和轴颈 2部分组成，它们之

间只发生相对转动. 而在转动副中引入间隙后该运

动副原来的运动约束被 2个沿径向移动自由度代替.

假设转动副的装配间隙 c = Ri − Rj (其中 Ri 与 Rj 分

别为轴套和轴颈的回转半径). 图 8中接触体 i 和接

触体 j分别代表转动副的轴套和轴颈，其中Oi 和O j

分别表示接触体 i 与 j 的质心，局部坐标系 ξiηioi 与

ξ jη jo j 分别与接触体 i 与 j 的质心固结，点 Pi 与 P j

分别为轴套和轴颈的回转中心.

根据图 8可以得出含间隙转动副的偏心距

ei j = rP
j − rP

i (26)

其中, rP
j 与 rP

i 分别为接触体回转中心在固定坐标系

图 8 含间隙的转动副

Fig.8 Revolute joint with clearance

图 9 含间隙转动副的接触运动

Fig.9 Revolute joint clearance with contact

XOY中的位置向量

rP
k = rk + AksP

k , k = i, j (27)

其中, rk 为接触体 i 与 j 的质心在固定坐标系 XOY

中的位置向量，Ak为局部坐标相对于固定坐标 XOY

之间的转换矩阵，sP
k 为接触体回转中心 Pi 与 P j 在

局部坐标系 ξiηioi 与 ξ jη jo j 中的位置矢量.

图 9描述了轴套与轴颈之间的接触状态，其接

触面的法向矢量为

n =
ei j

ei j
(28)

其中 ei j =
√

eT
i jei j .

其接触变形量为

δ = ei j − c (29)

含间隙转动副元素在接触后其各自接触点 Qi 与 Q j

在固定坐标 XOY中的位置矢量为

rQ
k = rk + AksQ

k + Rkn , k = i, j (30)

其中, sQ
k 为接触点 Qi 与 Q j 在局部坐标系 ξiηioi 与

ξ jη jo j 中的位置向量，rQ
k 为接触点 Qi 与 Q j 在固定

坐标系 XOY中的位置向量.

由此可得含间隙转动副元素之间的相对接触速

度

vN =
(
ṙQ

j − ṙQ
i

)T
n

vT =
(
ṙQ

j − ṙQ
i

)T
t


(31)

其中 ṙQ
j 与 ṙQ

i 为各自接触体的接触速度.

3.2 移动副的间隙运动学模型

理想移动副包含滑块和导轨两部分，它们之间

没有相对转动和垂直移动. 而含间隙的移动副则消
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除了理想移动副的 2个运动约束，从而引入了 1个

垂直于轴线的移动自由度和 1个绕垂直于移动平面

的转动自由度，定义含间隙平面移动副的间隙量 c

为滑块和导轨表面之间的距离，滑块的长为 L，宽为

W，导轨的 2个表面之间的距离为 H，如图 10.

图 10 含间隙平面移动副

Fig.10 Planar translational joint with clearance

该运动副的间隙量为

c =
H −W

2
(32)

由于含间隙的移动副导致滑块能在导轨内自由运

动，其具体的运动形式见图 11.

图 11 含间隙移动副的运动形式

Fig.11 Motion form of translational joint with clearance

其中图 11(a)描述了滑块在导轨内自由运动，此

时该关节中没有产生接触力.图 11(b)滑块的一个顶

点与导轨表面相接触.图 11(c)滑块两相邻顶点与导

轨表面相接触.图 11(d)滑块两对角线顶点与导轨表

面相接触.其具体运动学模型详见文献 [91,123-124].

3.3 圆柱副的间隙运动学模型

理想圆柱副中轴与轴套的轴线相互平行，实际

圆柱副中由于间隙的存在导致轴与轴套的轴线不再

平行，且在垂直于圆柱副轴线的方向其间隙圆柱副

元素发生相对转动和移动.然而真实圆柱副中的间隙

量相比圆柱副的长度和自身回转半径要小得多，所

以认为轴套与轴的几何中心 P保持重合如图 12.真

实圆柱副的间隙为轴与轴套的半径差 c = Rb−Rj，其

中 Rb与 Rj 分别为轴套与轴的回转半径.含间隙圆柱

副的运动学模型详见文献 [60,80,84,87,125-126].

图 12 含间隙圆柱副的接触运动

Fig.12 Cylindrical joint clearance with contact

3.4球面副的间隙运动学模型

理想球面副认为连接 2构件的球体和球套的几

何中心重合，拥有 3个转动的自由度，但是实际球面

副由于间隙的存在导致球关节分成 2部分，即球体

能在球套内自由运动；使理想的 3自由度球面副变

为无约束的 6自由度含间隙球面副，原来的 3个运

动约束被 3个接触力约束所代替，含间隙球面副由

代表球套的接触体 i 和代表球体的接触体 j 组成，

球体与球套各自的半径为 Rj 与 Ri，即径向间隙为

c = Ri − Rj . 含间隙球面副的运动学模型详见文

献 [50,56].

图 13 含间隙的球面副

Fig.13 Spherical joint with clearance

以上分别讨论了含间隙平面运动副 (转动副和

移动副) 和含间隙空间运动副 (圆柱副和球面副) 的
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间隙运动学建模过程，其中 1自由度转动副的轴向

长度较小导致含间隙转动副元素之间只有 1个潜在

接触点；1自由度移动副的轴向长度较大导致含间隙

移动副元素之间拥有 4种不同的接触方式，每一种

接触方式的运动学模型均需要独立分析；2自由度圆

柱副与 1自由度移动副类似，其轴向长度较大导致

含间隙圆柱副元素之间出现 2个潜在接触点，每一

个潜在接触点之间的接触速度和接触变形量均需要

独立分析；3自由度球面副相比 1自由度转动副仅

增加了维数但建模过程相似. 虽然各运动副的运动

方式各异，但是建立含间隙关节运动学模型的主要

目的一致：(1)计算含间隙关节元素之间潜在接触点

的位置或偏心距，(2)计算其潜在接触点的实际几何

距离与接触变形量，(3)获得间隙关节元素之间的相

对法向与切向速度. 为含间隙多体系统动力学中的

接触力模型、摩擦力模型和磨损模型的建立做铺垫.

4 考虑关节效应的多体系统动力学建模方法

研究关节效应的目的是为了能够把关节中的间

隙、摩擦、磨损以及接触变形与多体系统的动力学模

型有机的集成在一起，分析关节效应对多体系统性

能的影响，预测系统的工作寿命，提高系统的运动精

度，减少系统的维护成本.其中建立考虑关节效应的

多体系统动力学模型是关键，见图 14.

图 14 考虑关节效应的多体系统动力学建模流程图

Fig.14 Molding flow chart of multi-body system dynamics considering

joint effect

图 14给出了考虑关节效应的多体系统动力学模

型的建模方法流程图.其步骤如下：

(1)给出接触力模型、摩擦模型、磨损模型的物

理属性系数，以及定义多体系统的结构参数和间隙

参数；

(2)建立初始装配间隙的运动学模型，其中包括

找出接触体的潜在接触点，计算接触点的距离以及

建立接触体之间的相对接触速度模型；

(3)根据间隙的运动学模型判定其接触体之间是

否接触，如果不接触，就建立含间隙关节的多体系统

动力学模型 (该模型中不含广义接触力)；

(4)当接触体之间连续接触时，利用接触力模型

建立法向接触力模型，基于摩擦模型建立切向摩擦

力模型，并将接触力向间隙关节所连接的活动构件

质心转化并获得多体系统的广义接触力；

(5)利用接触力模型与接触面积计算接触体表面

的应力分布；

(6)利用接触应力分布和相对滑移距离或相对接

触速度的结论基于 Archard磨损模型计算间隙运动

副元素之间的磨损深度；

(7)由于间隙运动副元素之间的磨损导致接触体

表面形貌发生变化，根据磨损深度重构其接触体表

面的几何属性；

(8)接触体几何特征的变化引起了间隙运动学模

型、接触力模型、摩擦力模型中接触变量的更新，最

终导致多体系统中广义接触力的更新；

(9)利用更新后的广义接触力与磨损前的多体系

统动力学模型重新集成磨损后的多体系统动力学模

型；

(10)利用磨损后的多体系统动力学模型不仅能

预测磨损深度，而且能得到理想动态输出参数与实

际动态输出参数的偏差. 在得到磨损后的动态输出

参数后再重新建立磨损后的间隙运动学模型，然后

继续步骤 (3)以后的研究内容直到循环计算次数达

到其预定的迭代数量. 关于磨损的具体仿真迭代过

程见文献 [26-27,36,127].

一般来说，多体系统可分为 3类：第 1类不考

虑关节效应的理想多体系统；第 2类考虑关节间隙

(间隙尺寸为常数)的多体系统；第 3类考虑非规则磨

损间隙 (间隙尺寸随着磨损过程不断增加)的多体系

统. 3类不同的多体系统导致其动力学建模过程各异.

其中理想多体系统直接利用多体系统动力学方程建

立其模型，不需要考虑关节元素之间的接触碰撞和

磨损；考虑关节间隙为常数的多体系统在动力学建

模过程中由于关节间隙尺寸不变，其动力学建模不

涉及 Archard磨损模型和磨损深度对接触半径的更

新，以致于该动力学建模过程在进行到步骤 (4)时即

可完成动力学模型的装配；第 3类多体系统与实际

多体系统最接近，其建模过程涉及了接触模型，摩擦
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力模型与 Archard磨损模型，其中基于磨损模型预测

间隙关节元素之间的磨损深度并更新接触体的接触

半径是该系统动力学建模过程的关键，该过程更加

精确的描述了考虑关节间隙多体系统在运行过程中

关节效应对系统动态性能的影响.

4.1 考虑关节磨损的平面五杆机构动力学建模

以考虑关节磨损的平面五杆机构为例，对上述

建模过程进行了详细的说明. 如图 15所示的含间隙

平面五杆机构中转动副 B处存在径向间隙 (初始的

装配间隙 r = RB − RJ，其中 RB 和 RJ 分别为轴套

与轴的原始半径)，轴与轴套中心距离为中心距 e(在

OXY坐标系下的分量为 ex 和 ey)，其中心连线与 X

轴的夹角为间隙方位角 θ. 各杆杆长与质量分别为

l1, l2, l3, l4, l5,m1,m2,m3,m4，各杆的质心与位置角分别

为 S1,S2,S3,S4, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4；Ji为各杆件绕通过质心

且与回转轴平行的轴的转动惯量 (i = 1,2,3,4). xS i和

yS i为各构件质心 Si 在坐标系 OXY中的横纵坐标.

图 15 含间隙平面五杆机构

Fig.15 Planar five-bar linkage with clearance

4.1.1考虑关节间隙的平面五杆机构动力学模型

为了便于描述五杆机构的运动学状态，取该机

构的位形坐标为

q =
[
xS1, yS1, ϕ1, xS2, yS2, ϕ2, xS3, yS3, ϕ3, xS4, yS4, ϕ4

]T
(33)

根据该机构的位形坐标写出其考虑 B关节间隙的位

置方程

Φ (q, t) = 0 (34)

式 (34)对时间 t求一阶导数和二阶导数导出该机构

的速度与加速度方程

Φqq̇ = υ (35)

Φqq̈ = γ (36)

其中, Φq为该机构的 Jcobian矩阵，υ, γ为含速度，

位移和时间的函数.

增广法通过引入拉格朗日乘子 λ释放该系统的

约束导出其运动微分方程

Mq̈ +Φqλ = Q (37)

其中, M 为质量矩阵；q̈为加速度矢量；λ为拉格朗

日乘子矢量，该矢量对应该机构的关节约束反力；Q

为广义外力，其中包括系统的摩擦力、碰撞力、重力

与外载荷.

通过组装多体系统的运动微分方程和约束方程

得到该机构的动力学方程


M ΦT

q

Φq 0




q̈

λ

 =


Q

γ

 (38)

4.1.2含间隙关节的运动学模型与系统广义力建模

(1) 含间隙关节运动学建模的具体过程详见第

1.1节，按照上述求解过程导出含间隙关节元素之间

的相对法向接触速度 vn、相对切向接触速度 vt、偏心

距 e、接触变形量 δ以及间隙方位角 θ，为判定含间

隙关节元素之间是否接触以及接触力建模做准备.

(2)在已知含间隙关节元素之间的接触变形量与

相对接触速度后，根据表 2中的接触力模型计算接

触体之间法向接触力，最后基于摩擦力模型计算接

触体之间的切向摩擦力.

(3)含间隙关节由于碰撞产生的接触力工作方向

为接触表面的法向方向，另外，含间隙关节所连接的

2个活动构件的局部坐标系与活动构件质心固接，所

以含间隙关节元素的接触力必须向其活动构件的质

心上转化，而不是作用在接触点上.因此，把作用在

接触点的接触力向活动构件质心转化的同时将会产

生一个额外力矩施加在活动构件的质心上，具体过

程详见文献 [15].

4.1.3含间隙关节的磨损深度预测

间隙关节磨损深度的具体预测过程分以下 3个

主要步骤：

(1)首先，在求出装配间隙下接触力和接触变形

量后，可以通过式 (22)得出近似接触面积，再结合

通过接触力模型得到的接触力和近似接触面积导出

其接触体的表面接触应力，其次，通过式 (21)得出

接触体之间的相对滑移距离. 最后，把接触应力和

相对滑移距离代入式 (10)计算含间隙关节的磨损深

度 hi .
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磨损后接触体半径的更新一般分 2种情况：(i)

假设接触体材料相同，轴套与轴各磨损一半 [27,118]；

(ii) 由于材料相同的金属或者互溶性大的材料组成的

运动副其磨损较严重，实际中运动副为了抗黏着磨

损往往选择不同的接触体材料 [128]，此时只考虑轴套

的磨损.一般来说，脆性材料的抗黏着磨损的能力比

塑性材料高，且脆性材料的破坏由正应力引起，而塑

性材料的破坏由剪应力决定.另外，金属和非金属组

成的运动副其抗黏着磨损的能力高于异种金属组成

的运动副；且从材料的组织结构看，多相金属比单相

金属的抗黏着磨损能力高 [129].

笼统的认为轴套与轴各磨损一半或者只考虑轴

套磨损而忽视轴磨损 [12,128]，均不是十分准确的假设.

关节总磨损量在间隙运动副元素中的定量分配不仅

与接触材料属性密切相关，而且与接触温度和金相

成分等有关，具体该如何分配关节总磨损量有待进

一步深入研究.

(2)将以上更新结果代入间隙关节的运动学模型

式 (29)、式 (30)与式 (31)更新间隙关节元素之间的

接触变形量 δ以及相对接触速度 vn和 vt，然后重复

第 4.1.2节的第 (2)与第 (3)步得到关节磨损后的系

统广义力 Q. 最后根据式 (38)重新集成考虑关节磨

损后的平面五杆机构的动力学模型，通过求解该方

程导出磨损后的系统的加速度，在对其积分运算后

就能得到关节磨损对系统输出轨迹的影响，即求出

平面五杆机构在关节磨损前后运动轨迹的偏差量，

为该机构的结构设计与实际应用提供理论依据.

(3)利用步骤 (2)中平面五杆机构第 1次磨损循

环得出的系统速度与位置作为下一次系统磨损循环

的初始条件，另外利用步骤 (2)中磨损后更新的含间

隙关节运动学参数重新建立间隙运动学模型，然后

继续步骤 (1)与步骤 (2)的研究内容直到循环计算次

数达到其预定的迭代数量. 最终计算出在预定循环

次数下含间隙关节的磨损深度以及磨损后系统动力

学性能的整体退化结果.

5 结论与发展趋势

(1)关节效应中的间隙效应导致了间隙运动副元

素之间的接触碰撞，从而加剧了接触体之间的动摩

擦以及引起了接触变形和磨损. 通过对近十几年多

体系统动力学中关节效应研究方法的分析与总结了

间隙运动学模型、摩擦模型、接触力模型和磨损模型

的研究方法，其中着重分析了多体系统动力学中关

节磨损模型的研究进展，详细的介绍了 Archard磨损

模型中的滑移距离、接触面积以及接触应力分布等

磨损参数的计算方法.

(2)通过对多体系统动力学中关节效应模型的分

析得出其摩擦力模型、接触力模型和磨损模型 (接

触面积与关节类型有关) 几乎与多体系统中的关节

类型没有直接的联系，但间隙运动副的运动学模型

与关节类型直接相关，于是对含间隙的转动副、移

动副、圆柱副和球面副的运动学模型分别进行了分

析，得出间隙运动副的运动学建模的目的都是一致

的，即为含间隙多体系统动力学中的接触力模型、

摩擦力模型和磨损模型的建立做铺垫.

(3)通过现有的研究证明多体系统中的关节磨损

是一种非规则行为 [26-27,107,114-115,127]. 而现有的 Ar-

chard磨损模型只建立了磨损深度与接触应力和滑移

距离的函数关系，其中固定磨损系数已不能完全反

映其非规则磨损行为 [130-131]. 未来的磨损模型不仅

要考虑接触体的几何特征、物理属性，而且还应注

重接触体的化学属性以及摩擦热 [88-89]对磨损特性

的影响.

(4)鉴于多体系统动力学自身的非线性和关节效

应模型的复杂性，目前对于考虑单间隙的多体系统

干接触问题研究较多，但实际的多体系统不但各运

动副都含有间隙 [125,132]且关节润滑 [125,133-134]和构

件柔性 [56,105,135]均不能被忽视. 随着计算机的发展

与多体系统动力学模型的合理简化，综合多间隙与

构件柔性的湿接触将是多体系统动力学研究的趋势.

(5)目前多体系统动力学中关节效应的研究对象

主要是平面多体系统，特别是关节磨损引起的多体

系统性能退化的研究还处于初级阶段 [26-27,127].而作

为承载能力强且运动精度高的并联机构 [20,136-141]，

以及具有较大工作空间且承载能力稳定的航天机构
[96]，关节的非规则磨损对其空间机构性能的影响将

更加明显，且随着将来并联机构在生产生活中的广

泛应用以及航天事业的飞速发展，关节磨损的研究

由平面多体系统转换到空间多体系统的研究势在必

行.

(6)多体系统中关节效应的研究使系统的动力学

性能更加贴近实际情况，对于一般的机械系统寿命

预测、可靠性以及动力学研究均适用.例如：目前在

航空领域中广泛应用的可展开空间结构 [96,142]，其非

线性动力学性能在考虑关节效应的环境下研究将更

利于该结构的设计与校正，同时也有利用提高该系
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统的可靠性.
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128 CoraÖ N, Namiki K, Koç M. Wear performance assessment of al-

ternative stamping die materials utilizing a novel test system.Wear,

2009, 267(5): 1123-1129

129 Heintze SD, Zellweger G, Cavalleri A, et al. Influence of the antago-

nist material on the wear of different composites using two different

wear simulation methods.Dental Materials, 2006, 22(2): 166-175

130 Fabio AD, Rubens S. Some results on the random wear coefficient of

the archard model.Journal of Applied Mechanics, 2012, 79: 051008-

1-051008-7

131 Flores P. A parametric study on the dynamic response of planar

multibody systems with multiple clearance joints.Nonlinear Dy-

namics, 2010, 61: 633-653

132 Megahed SM, Haroun AF. Analysis of the dynamic behavioral per-

formance of mechanical systems with multi-cleaerance joints.Jour-

nal of Computational and Nonlinear Dynamics, 2012, 7(1): 011002-

0110011

133 Flores P, Ambrosio J, Claro JCP, et al. A study on dynamics of

mechanical systems including joints with clearance and lubrica-

tion.Mechanism and Machine Theory, 2006, 41: 247-261

134 Daniel GB, Cavalca KL. Analysis of the dynamics of a slider-crank

mechanism with hydrodynamic lubrication in the connecting rod-

slider joint clearance.Mechanism and Machine Theory, 2011, 46:

1434-1452

135 Zhao B, Zhang ZN, Dai XD. Modeling and prediction of wear at

revolute clearance joints in flexible multibody systems.Journal of

Mechanical Engineering Science, 2013

136 Chebbi AH, AffiZ, Romdhane L. Prediction of the pose errors pro-

duced by joints clearance for a 3-UPU parallel robot.Mechanism

and Machine Theory, 2009, 44: 1768-1783

137 Frisoli A, Solazzi M, Pellegrinetti D, et al. A new screw theory

method for the estimation of position accuracy in spatial parallel ma-

nipulators with revolute joint clearances.Mechanism and Machine

Theory, 2011, 46: 1929-1949

138 Chaker A, Mlika A, Laribi MA, et al. Clearance and manufactur-

ing errors’ effects on the accuracy of the 3-RCC Spherical Parallel

Manipulator. European Journal of Mechanics A/Solids, 2013, 37:

86-95

139 Huang T, Chetwynd DG, Mei JP, et al. Tolerance design of a 2-DOF

overconstrained translational parallel robot.IEEE Transactions on

Robotics, 2006, 22(1): 167-172

140 王庚祥, 刘宏昭, 邓培生. 考虑球面副间隙的并联机构动力学

模型. 振动与冲击，2014, 33(10): 43-49 (Wang Gengxiang, Liu

Hongzhao. Dynamics modeling of parallel mechanism with spheri-

cal joint clearance. Journal of Vibration and Shock, 2014, 33(10):

43-49 (in Chinese))

141 王庚祥,刘宏昭. 考虑球面副间隙的 4-SPS/CU并联机构动力学

分析.机械工程学报 (网络出版)(Wang Gengxiang, Liu Hongzhao.

Dynamics analysis of 4-SPS/CU parallel mechanism with spherical

joint clearance.Chinese Journal of Mechanical Engineering, (http://

www.cnki.net/kcms/detail/11.2187.TH.20140528.1022.081.html)

142 胡海岩,田强,张伟等. 大型网架式可展开空间结构的非线性动

力学与控制. 力学进展, 2013, 43(4): 390-414 (Hu Haiyan, Tian

Qiang, Zhang Wei, et al. Nonlinear dynamics and control of large

deployable space structures composed of trusses and meshes.Ad-

vances in Mechanics, 2013, 43(4): 390-414 (in Chinese))

(责任编委: 陆启韶)

(责任编辑: 周冬冬)



50 力 学 学 报 2015年 第 47 卷

RESEARCH PROGRESS OF JOINT EFFECTS MODEL IN MULTIBODY SYSTEM

DYNAMICS 1)

Wang Gengxiang2) Liu Hongzhao
(School of mechanical and Precision Instrument Engineering Xi’an University of Technology, Xi’an710048, China)

Abstract It is assumed that the kinematic joints are ideal or perfect in the dynamics research of general multi-body

system. However, the realistic joints include not only the clearance and friction but also contact-impact, local deformation

and wear between the joint element arising from the clearance. On the one hand, the presence of clearance effect in

joints causes the impact dynamic load, noise and high frequency vibration. On the other hand, the system accuracy,

reliability and the service life of mechanism system will be affected due to the joint clearance. The research background

of joint effects in multi-body system dynamics over the past several decades is carried on the detailed analysis. The

modeling processes of joint effects that contain the kinematics model of clearance, contact force model and wear model

are summarized. The advanced in joint wear effect of multi-body system dynamics is focused on specially, and the

comparative analysis of two common wear model of Reye’s hypothesis and Archard’s wear model are carried out to

illustrate their differences. The evolution form and main wear parameters consisted in the contact pressure, sliding distance

and contact area of the Archard’s wear model are specific developed. The modeling method of key parameter for contact

pressure is analyzed specially, and it is explained that the difficulty of contact pressure is formulated by Winkler elastic

foundation theory. Moreover, the kinematic models of four different style joints with clearance are briefly introduced

respectively. The general modeling method of multi-body system dynamics considering joint irregular wear clearance is

discussed in a flow chart way，and the planar five-bar mechanisms is taken as an example to account for modeling process

of multi-body system with irregular wear clearance. Lastly, the future development trend and application prospect of joint

effect model in the multi-body system dynamics are discussed respectively.

Key words joint effect, multi-body system dynamics, clearance, contact pressure, Archard’s wear model
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