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基于自适应罚因子的变摩擦接触磨损计算方法
1)

卢恒啸     李    燕 2)    冯志强 
(西南交通大学力学与航空航天学院, 成都 611756)

摘要　磨损广泛出现在各种物体的相互接触中, 准确且高效地模拟物体的接触磨损行为对研究磨损危害及其

预防至关重要. 文章基于罚函数接触算法和 Archard磨损模型, 结合考虑常数、线性和指数压力相关摩擦系数

的库伦摩擦模型, 构建了一个包含几何非线性、材料非线性和边界非线性等复杂非线性因素的接触磨损数值

模拟方法. 为了提高变摩擦系数模型的效率和精度, 提出了变摩擦自适应罚因子 (VFAPF)算法, 并将其应用于

线弹性材料和 Mooney-Rivlin 超弹性材料的接触磨损行为仿真分析中. 研究结果表明: 相比于自适应罚因子

(APF)算法, VFAPF算法在变摩擦大滑移问题中具备更好的精度稳定性, 当弹性滑移量占主导时, 虽效率有小

幅下降 (约 12%), 但精度的提升效果更明显 (约 62%). 针对线弹性材料的小滑移接触磨损问题, 尽管 3 种摩擦

系数模型在磨损量和应力分布上存在差异, 但对磨损位置和接触压力的影响较小. 相比之下, 在 Mooney-

Rivlin超弹性材料的大滑移接触磨损问题中, 3种摩擦系数模型在磨损量、磨损位置、接触压力和应力分布方

面均表现出显著差异, 其中线性摩擦系数模型的差异性最突出.

关键词　接触磨损, 压力相关变摩擦系数, VFAPF算法, Mooney-Rivlin超弹性材料, 大滑移问题
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CALCULATION METHOD FOR VARIABLE FRICTION CONTACT WEAR BASED ON
ADAPTIVE PENALTY FACTOR1)

Lu Hengxiao     Li Yan 2)    Feng Zhiqiang 
(School of Mechanics and Aerospace Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu 611756, China)

Abstract     Wear is commonly observed in the interaction between various objects, and accurately and efficiently
simulating the contact wear behavior of these objects is crucial for studying the hazards of wear and its prevention. Based
on a penalty function contact algorithm and the Archard wear model, combined with the Coulomb friction model that
considers constant, linear and exponential pressure-dependent friction coefficients, incorporating complex nonlinear
factors such as geometric nonlinearity, material nonlinearity, and boundary nonlinearity into the numerical simulation
method for contact wear. To improve the efficiency and accuracy of the variable friction coefficient model, this paper
proposes a variable friction adaptive penalty factor (VFAPF) algorithm and applies it to the simulation and analysis of
contact wear behavior in linear elastic materials and Mooney-Rivlin hyperelastic materials. The results show that
compared with the adaptive penalty factor (APF) algorithm, the VFAPF algorithm possesses better accuracy stability in
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the variable friction large slip problem, and when the elastic slip is dominant, although there is a small decrease in the
efficiency (about 12%), the improvement of the accuracy is more obvious (about 62%). For the small-sliding contact
wear problem of linear elastic material, despite differences in wear gap and stress distribution among the three friction
coefficient models, their effects on the wear location and contact pressure are minimal. In contrast, in the large-sliding
contact wear problem for Mooney-Rivlin hyperelastic material, the three friction coefficient models show significant
differences in wear gap, wear location, contact pressure, and stress distribution, with the linear friction coefficient model
exhibiting the most pronounced variation.

Key words    contact wear, pressure-dependent variable friction coefficients, VFAPF algorithm, Mooney-Rivlin
hyperelastic material, large-sliding contact problems

 

引 言

在现实生活中, 物体磨损是一种常见现象, 普遍

出现在轮胎、刹车盘和齿轮等多种零部件中. 磨损

不仅影响零部件的功能和性能, 如振动、噪音和可

控性, 还关系到使用寿命和安全[1]. 因此, 利用磨损机

制对物体磨损进行模拟预测, 可以显著优化零部件

的设计, 提升性能并延长使用寿命, 从而提高整体运

行的效率和安全性[2].
一般来说 ,  磨损可以分为磨料磨损、黏着磨

损、腐蚀磨损和表面疲劳磨损[3-4]. 磨损的实验建模

方法有很多学者进行了研究, Vieira等[5] 利用实验测

试对多种橡胶材料的摩擦和磨损进行评估, 揭示了

橡胶的黏弹性特性对摩擦和磨损率的影响. 邹龙庆

等[6] 研究了金属-橡胶的粗糙面磨损接触, 验证了磨

料磨损是刚柔接触界面的主要磨损形式. Kahms等[7]

对轮胎花纹块样本进行磨损测试, 结合摩擦系数、

接触压力和滑动速度, 成功模拟了不同条件下的飞

机轮胎磨损行为. Sakhnevych等[8] 和 Huang等[9] 考

虑轮胎材料的黏弹性特性、路面粗糙度和环境, 从
动力学和热力学的角度分析了轮胎的磨损特性. 付
豪等[10] 研究了 SiC/AZ91D 镁基复合材料在活塞制

造中的磨损特性, 主要磨损机制为磨料和剥层磨损,
同时磨损深度随载荷增加而增加.

从数值模拟的角度来看 ,  常见的磨损模型有

Archard 磨损模型[11] 和能量磨损模型[12]. 磨损问题

包含着接触非线性, 而接触是计算力学中最难的问

题之一. 接触计算的难点主要体现在两个方面, 一方

面是接触区域的不确定性, 且接触可能涉及到一对

一或者一对多的情况. 另一方面是接触边界上具有

高度非线性, 当接触未发生时接触力为 0, 当发生接

触的一瞬间接触力开始突变, 并且接触过程还需要

考虑摩擦力的影响[13]. 接触区域的不确定性和接触

界面的高度非线性给求解接触问题带来了许多麻

烦. 随着技术的不断发展, 目前已经发展了许多用于

求解接触问题的数值方法, 如罚函数法[14]、拉格朗

日乘子法[15]、增广拉格朗日乘子法[16]、扰动拉格朗

日乘子法[17] 和双势方法[18-19] 等.
接触磨损过程还需要考虑摩擦力的影响, 常见

的摩擦模型有 Coulomb 摩擦[20]、广义黏滞摩擦[21]

和 Amontons摩擦[22] 等. 在 Coulomb摩擦模型中, 切
向接触力不能超过极限摩擦力, 极限摩擦力可以用

摩擦系数与法向接触力的乘积表示[20]. 对于同一种

材料, 摩擦系数通常近似为一个恒定的常数, 但实际

上摩擦系数会与物体的运动速度、加速度、温度和

接触压力等内变量相关联[23]. Luo[24] 在研究 TiAlN/
VN涂层的氧化铝无润滑滑动磨损实验中发现, 从室

温到 700 °C 内涂层的摩擦系数和磨损特性显著受

温度的影响. Mäntylä等[25] 考虑了切向牵引力相关的

摩擦系数, 将 Archard 磨损模型应用于柱面磨损实

验. 将实验结果与模拟结果比较后发现, Archard 磨
损模型具有一定局限性, 没有考虑到接触中磨损碎

片的夹带从而高估了磨损量. Yue 等[26] 研究了摩擦

系数随磨损循环次数变化的情况, 发现在部分滑动

和黏着阶段时, 采用变摩擦系数的有限元模型能够

更准确地预测实验结果. Ning等[27] 基于双势接触算

法, 采用压力相关摩擦系数模型对线弹性材料的接

触磨损问题进行了数值求解.
现有研究缺乏对复杂接触磨损问题的完整数值

模拟方法, 并且未考虑压力相关摩擦系数对超弹性

材料大滑移接触磨损特性的影响. 因此, 本文基于罚

函数接触算法, 采用不同的压力相关摩擦系数模型

计算接触磨损问题. 同时, 考虑变摩擦系数的自适应

罚因子 (VFAPF)算法. 基于此算法, 分别讨论变摩擦

系数模型对小滑移和大滑移接触磨损过程的影响,
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探究接触磨损问题中压力相关摩擦系数对物体的接

触压力、磨损量、磨损位置和应力分布的影响, 以
期为零部件的复杂接触磨损模拟提供参考方法. 

1     基于完全拉格朗日格式的非线性有限元

非线性有限元是线性有限元的拓展, 在分析过

程中包含几何非线性、材料非线性和边界非线性等

非线性因素. 非线性有限元包含两种格式, 第一种是

以当前构型为参考构型的更新拉格朗日格式; 第二

种是以初始构型为参考构型的完全拉格朗日格式,
这两种格式都是采用增量分析方法.

基于初始构型, 在完全拉格朗日格式下的虚功

方程可以表示为[28]

w
Ω0

(δE)TSdΩ−
w
Ω0

(δu)T fdΩ−
w
Γ0
σ

(δu)TTdΓ = 0 (1)

Ω0 Γ0
σ

式中 ,  E 表示拉格朗日应变张量 ,  S 表示第二类

Piola-Kirchhoff 应力张量 (PK2 应力张量), f 表示体

力, T 表示面力,   和   分别表示初始构形对应的

体积和力边界.
对方程 (1)进行增量线性化得到w

Ω0
(δ∆ε)TD∆εdΩ+

w
Ω0

(δ∆φ)TS′dΩ =w
Ω0

(δ∆u)T fdΩ+
w
Γ0
σ

(δ∆u)TTdΓ−
w
Ω0

(δ∆ε)TS′dΩ

(2)

D S′

∆ε ∆φ

∆E

式中 ,    表示材料刚度矩阵 ,    表示上一时刻的

PK2 应力张量,   和    分别表示增量拉格朗日应

变   的线性项和非线性项, 具体形式为

∆ε =
1
2

(
∂∆u
∂X
+
∂∆uT

∂X
+
∂∆u′T

∂X
∂u
∂X
+
∂uT

∂X
∂∆u′

∂X

)
∆φ =

1
2
∂∆uT

∂X
∂∆u
∂X

 (3)

u ∆u

u′ ∆u′ X

式中,   和   分别表示当前时刻的位移和位移增量,
 和   分别表示上一时刻的位移和位移增量,   表

示初始构型的质点坐标.
采用八节点六面体单元对方程 (2)进行离散化,

则方程 (2)的左端项可以离散为[29]

w
Ω0

(δ∆ε)TD∆εdΩ+
w
Ω0

(δ∆φ)TS′dΩ =∑
e

(
δ∆ae)T (w

Ω0
e

BT
L DBLdΩ +

w
Ω0

e
BT

NLŜBNLdΩ
)
∆ae =∑

e

(
δ∆ae)T (

Ke
L +Ke

NL

)
∆ae (4)

BL BNL

Ŝ

式中,   和   分别表示线性应变矩阵和非线性应

变矩阵,   表示 PK2 应力矩阵, 具体形式见 Kim 的

著作[29]. 方程 (2)的右端项可以离散为w
Ω0

(δ∆u)T fdΩ+
w
Γ0
σ

(δ∆u)TTdΓ−
w
Ω0

(δ∆ε)TS′dΩ =∑
e

(
δ∆ae)T (w

Ω0
e

NT fdV +
w
Γ0
σ,e

NTTdS −
w
Ω0

e
BT

LS̄dV
)
=∑

e

(
δ∆ae)T (

Pe−Fe
int

)
(5)

Pe Fe
int S̄式中,   和   分别表示单元外力和内力向量,   表示

PK2应力向量. 将方程 (4)和 (5)代入方程 (2)得∑
e

(
δ∆ae)T (

Ke
L +Ke

NL

)
∆ae =

∑
e

(
δ∆ae)T (

Pe−Fe
int

)
(6)

对每个单元的刚度矩阵和力向量组装得到系统

增量平衡方程, 即(
KL +KNL

)
∆a = P−Fint (7)

KL,KNL,∆a, P Fint式中,   和    分别表示系统线性刚度

矩阵、非线性刚度矩阵, 节点位移增量、内力向量

和外载荷向量. 

2     罚函数接触算法
 

2.1    接触界面本构关系

Ω1 Ω2 Γ1
C Γ2

C

Ω1 Γ1
C

Ω2 Γ2
C

Γ2
C

ξα (α = 1,2) n̄ āα
Γ1

C Γ2
C xs

x̄ x̄ Γ2
C xs

如图 1 所示, 物体    和    相互接触,   和  

分别表示两个物体的接触边界, 物体    和边界  

分别称为从接触体和从接触面, 物体    和边界  

分别称为主接触体和主接触面. 在边界   上建立局

部坐标系   ,   和    表示局部坐标系的法

向和切向基矢量. 边界   和   上分别存在点   和

, 点   是边界   上距离点   最近的点, 通过正交投

影法则进行确定[13,28,30]

xs− x̄
(
ξ̄1, ξ̄2

)∥∥∥∥xs− x̄
(
ξ̄1, ξ̄2

)∥∥∥∥ · āα
(
ξ̄1, ξ̄2

)
= 0 (8)

 

x
s

x

n

a
1

a
2

ξ1
ξ2

gn
Ω
1

Ω
2

ΓC1

ΓC2

 
图 1   点到面的三维接触单元几何示意图

Fig. 1    Geometry of a 3D node-to-surface contact element
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ξ̄α x̄式中,   表示主接触点   的局部坐标.
n̄法向基矢量   可以通过切向基矢量的外积进行

确定

n̄=
ā1× ā2

∥ā1× ā2∥
(9)

gN xs x̄法向间隙    由点    到    距离的法向投影计算

得到

gN = (xs− x̄)T n̄ (10)

xs

Γ2
C

在考虑摩擦接触后, 需要引入点   在主接触面

 上的相对切向滑移

gT =
w t

t0
∥ ġT ∥ dt =

w t

t0

∥∥∥∥ ˙̄ξ
α

āα
∥∥∥∥ dt =

w t

t0

√
˙̄ξ
α ˙̄ξ
β
āαβ dt (11)

āαβ = āα · āβ Γ2
C x̄

ξ̄β ˙̄ξβ
式中,   表示主接触面   在点   处的度量

张量. 方程 (11)中局部坐标   的时间导数   可以由

方程 (8)得到

˙̄ξβ = āαβ
(
ẋs− ˙̄x

) · āα = ġTα (12)

āαβ =
(
āαβ

)−1

Γ2
C x̄

上式只取了线性项, 且   . 在主接触

面    上点    处的接触力可以分解为法向部分和切

向部分

t = tN + tT = tN n̄+ tTα āα (13)

tN tTα āα =

āαβ āβ xs

式中 ,    和    表示局部法向和切向接触力 ,  
 表示逆变基向量. 为防止从节点   的穿透, 法

向接触部分需满足 Kuhn-Tucker条件

gN ⩾ 0, tN ⩽ 0, tNgN = 0 (14)

Kuhn-Tucker 条件的第一式表示从节点允许分

离但不允许穿透主接触面; 第二式表示法向接触

力始终为压力; 第三式表示接触发生时才会产生接

触力.
在切向方向上, 需要区分黏着 (stick) 和滑移

(slip) 两种情况. 根据库伦摩擦模型, 可以定义接触

状态函数

Φ = ∥tT ∥−µ |tN | (15)

Φ ⩽ 0

Φ > 0

式中, μ 表示摩擦系数. 当    时, 处于黏着状态;
当   时, 处于滑移状态.

采用罚函数法计算接触力, 则法向接触力可以

表示为

tN = ωN |gN | (16)

ωN式中,   表示法向罚因子. 切向接触力需要区分黏

着和滑移两种状态

tTα =

ttr
Tα , Φ ⩽ 0

µ |tN | pTα , Φ > 0
(17)

pTα = ttr
Tα
/
∥∥∥ttr

T

∥∥∥
n tT n

α
n+1

ttr
T n+1
α

式中,   表示切向接触力的方向. 假设第

 步的切向接触力   已知, 则第   步的预估切向

接触力   可以表示为

ttr
T n+1
α
= ttr

T n
α
+ωT āαβ

(
ξ̄
β
n+1− ξ̄

β
n

)
(18)

ωT式中,   表示切向罚因子. 

2.2    压力相关摩擦系数

实际情况中, 摩擦系数 μ 并不是一个恒定的常

数, 可能与接触压力、滑动位移和滑动速度等变量

相关. 本文采用接触压力相关摩擦系数模型, 并使用

常数、线性和指数等不同模型进行对比分析.
µc在常数模型中, 摩擦系数 μ 等于一个常数  . 在

线性模型中, 接触压力与摩擦系数保持着线性关系,
即[27]

µ = kµPN +b (19)

kµ b式中,   表示比例常数,   表示线性常数. 指数模型

是基于 Vollertsen 等[31] 的实验结果得到的, 可以表

示为

µ =C1+C2e−PNC4 +C3e−PNC5 (20)

C1 ∼C5式中,   均为材料常数, 通过实验进行确定.
3 种摩擦系数模型的参数如表 1 所示[27], 摩擦

系数随接触压力的变化如图 2所示. 可以看到, 线性

模型的摩擦系数随接触压力的增加而增加, 指数模

型的摩擦系数随接触压力的增加而减小, 最后摩擦

系数收敛于 0.25. 

 

表 1   3 种摩擦系数模型的参数[27]

Table 1    Parameters of the three friction coefficient models[27]

Parameter Value Parameter Value

µc 0.3 C2 0.12

kµ 0.000 2 C3 0.16

b 0.2 C4 0.006

C1 0.25 C5 0.007

1518 力            学            学            报 2025  年 第  57  卷



2.3    基于点到面的接触离散化

Ω1 Ω2

Γ1
C Γ2

C

接触问题相比于非接触问题只是增加了接触面

上的约束条件, 将物体   和物体   作为求解区域,

接触界面    和    可以视为给定面力边界. 在几何

非线性情况下, 与平衡条件等效的虚功方程可以表

示为[13, 28]

w
Ω0

(δE)TSdΩ−
w
Ω0

(δu)T fdΩ−w
Γ0
σ

(δu)TTdΓ−WC = 0 (21)

WC Γ0
C = Γ

1
C +Γ

2
C

WC

式中,   表示接触力虚功,   表示初始构

型对应的接触力边界.   可以进一步表示为

WC =
w
Γ0

C

(tNδgN + tT ·δgT )dΓ (22)

为将接触力虚功方程 (22) 与非线性迭代格式

(7)进行统一, 需要对方程 (22)进行增量线性化

∆WC =
w
Γ0

C

∆ (tNδgN)dΓ+
w
Γ0

C

∆ (tT ·δgT )dΓ =

∆WCN +∆WCT (23)

增量方程 (23) 的具体形式略有复杂, 不是本文

的研究重点, 具体细节见Wriggers[13] 的著作.

在第 1 节中, 已经得到了非线性有限元的求解

格式 (7). 在罚函数接触算法中, 可以直接将其拓展

为接触非线性有限元的求解格式

(KL +KNL + KC)∆a = P −Fint+FC (24)

KC FC式中,   表示系统罚函数接触刚度,   表示系统罚

函数接触力向量. 采用如图 1 所示的点到面离散化

形式, 定义投影向量[32]

N =


n̄
−N1 n̄
−N2 n̄
−N3 n̄
−N4 n̄

 , Tα =


āα
−N1 āα
−N2 āα
−N3 āα
−N4 āα

 , Dα = āαβTα (25)

Nk k FC式中,   表示接触面节点    的形函数, 则接触力  

可以表示为

FC = tN N+tTαDα (26)

KC KCN KCT刚度矩阵    可以分解为法向    和切向  

两个部分

KC = KCN +KCT (27)

法向接触刚度可以表示为

KCN = ωN NNT (28)

KCT对于切向接触刚度   , 需要区分黏着和滑移

两种状态, 对于黏着状态

KCT = ωT āαβDαDβT (29)

对于滑移状态

KCT = µωN pTαDαNT+
µωT tN∥∥∥ttr

T

∥∥∥ āβγ
(
δαβ− pTα pβT

)
DαDγT

(30)

δαβ式中,   表示 Kronecker函数. 由于库伦摩擦模型是

非关联本构方程 , 故滑移状态的接触刚度矩阵式

(30)是非对称的. 

3     考虑变摩擦系数的自适应罚因子 (VFAPF)

算法

ωN

ωT

ω = [ωN ,ωT ]T n+1

ωn+1 n ωn

在罚函数接触算法中, 由法向罚因子   和切向

罚因子   控制算法的效率和精度, 考虑自适应罚因

子可以更好地维持效率和精度之间的平衡. Lee[33]

考虑了一种基于法向穿透量的自适应罚因子 (APF)
算法, 设罚因子  , 则第   增量步的罚

因子   可以通过第   步的罚因子   计算得到

ωn+1 = f (R)ωn

f (R) = αINT(logαR)

 (31)

f (R) α

λ = ωN/ωT

式中,   表示以   为底的指数函数, INT 表示取整

函数. 在迭代过程中, 罚因子比值   始终保

持着同一个常数, 保证了两个连续解之间的摩擦兼

容性.
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图 2   3种模型的摩擦系数随接触压力变化的情况

Fig. 2    The variation of the friction coefficient with contact pressure for
three models
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R = RN在 Lee[33] 的自适应方法中, 自适应参数 

为法向穿透量的函数

RN =



gN

gmax
N
, gN > gmax

N

gN

gmin
N

, gN < gmin
N

1 , otherwise

(32)

gmin
N gmax

N式中,   和   分别表示最小和最大法向穿透量.

RT

下面将进一步考虑切向弹性 (黏着)滑移和变摩

擦系数对自适应算法的影响. 参考式 (32), 引入切向

自适应参数 

RT =



ge
T

gmax
T +gµT

, ge
T > gmax

T +gµT

ge
T

gmin
T +gµT

, ge
T < gmin

T +gµT

1 , otherwise

(33)

gmin
T gmax

T

ge
T gµT

式中,   和   分别表示最小和最大弹性滑移量,
 表示当前弹性滑移量,   表示摩擦系数变化引起

的弹性滑移量.
ge

T

ωT

当前弹性滑移量    可以由当前的切向接触力

和切向罚因子   进行确定

ge
T =
∥tT ∥
ωT

(34)

gmin
T gmax

T

在变摩擦系数模型中, 同一个法向接触力的极

限摩擦力会随着摩擦系数的变化而变化, 因此临界

弹性滑移量   和   需要适应这种摩擦系数的变

化关系.
µ0 µ1

tN0 tN1

µ0

µ1 gmin
N0

gmax
N0

gmin
N1

gmax
N1

gµT

如图 3 所示,   和   分别表示参考摩擦系数和

当前摩擦系数,   和    分别表示最小和最大弹性

滑移量对应的法向接触力. 随着摩擦系数从   变化

到   ,  临界弹性滑移量也会从    和    平移至

 和  , 平移量为  , 由几何关系可知

gµT = ∆µλ |gN | (35)

∆µ = µ1−µ0式中,   表示摩擦系数变化量.

R

综合考虑法向穿透量和弹性滑移量的影响, 自
适应参数   可以表示为

R =max{RN ,RT } (36)

R =min{RN ,RT } R = (RN +RT )/2

上式考虑了精度优先, 而考虑效率优先或者综

合影响可以采用    或  
的形式.

θ同时, 还需要设置一个调整率  , 避免罚因子过

大或过小

ω0

θ
⩽ ωn ⩽ θω0 (37)

ω0 θ

µ0

式中,   表示初始罚因子. 在本文中调整率   = 100,
参考摩擦系数   = 0.3. 

4     Archard 磨损模型

ġw ġT

PN

在接触磨损过程中, 材料的不可逆损伤源于微

观尺度的多重机制协同作用, 如硬质磨粒的犁削和

黏着结点的剪切失效、循环载荷下的疲劳裂纹扩

展, 以及环境介质的化学腐蚀等. 这些机制共同导致

表面材料剥离、承载能力退化, 并形成自加速的磨

损循环. Archard[11] 基于对宏观磨损现象的统计描

述, 发现磨损速率    与相对滑动速度    和接触压

力   的乘积成正比

ġw = kAPN ∥ ġT ∥ (38)

kA式中,   表示 Archard磨损系数, 该系数隐含材料硬

度、韧性及环境响应的综合影响.

∆gw

为了将 Archard 磨损模型应用于非线性有限元

的求解中, 需要将式 (38)进行增量线性化, 磨损间隙

增量   可以近似表示为

∆gw = kAPN

√(
∆gT1

)2
+

(
∆gT2

)2
(39)

∆gTα式中,   表示滑移增量. 在每次增量步迭代结束后

 

O

ωT

ωT
Δμλ|gN|

μ0tN0

μ1tN0

μ0tN1

μ1tN1

ΔμωN|gN|gT
μ

gT

tT

gT0
mingT0

min gT1
max gT1

max

 
图 3   临界弹性滑移量随摩擦系数变化的几何关系

Fig. 3    The geometric relationship between the critical elastic slip and
the variation of the friction coefficient
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g′w对上一时刻的磨损间隙   进行更新

gw = g′w+∆gw (40)

gN

gw

同时, 两个接触体之间法向间隙   应考虑磨损

间隙   的影响, 即

gN ← gN +gw (41)
 

5     数值算例
 

5.1    半圆平板模型的小滑移接触磨损

r = 6 mm h = 4 mm l = 12 mm
s = −0.008 mm

U = ±0.005 mm
E = 2.1×105 MPa

ν = 0.3 kA = 8.5×10−9 MPa−1

0.5 mm 0.01 mm

如图 4(a) 所示, 一个半圆平板模型, 半圆半径

, 平板高   , 长   . 平板下端

固定, 在半圆上端竖直方向施加      的预

位移, 水平方向施加      的交变位移. 采
用线弹性材料, 杨氏模量   , 泊松比

, Archard 磨损系数    
[34],

摩擦系数采用第 2.2 节的模型. 考虑平面应变问题,
网格划分参考了 Ning 等[35] 的模型, 如图 4(b) 所示,
全局网格尺寸为  , 局部网格尺寸为  .

本算例是一个 Hertz 接触问题, 将程序计算结

果 (FEM) 与 Hertz 解[4,36] 进行对比, 如图 5 所示. 可
以看到, FEM解与 Hertz解吻合良好, 验证了结果的

准确性.
将半圆平板模型 100次循环载荷结束时 3种摩

擦系数模型的磨损间隙与 Ning等[27] 使用双势接触

算法的计算结果进行对比, 如图 6 所示. 可以看到,
虽然中间部分的磨损间隙有着略微的误差, 但是整

体上的计算结果与 Ning 的计算结果基本保持一致.
此外, 可以发现 3 种模型的磨损间隙分布有着明显

的差异性, 但磨损位置始终保持在同一处. 常数和指

数模型的磨损间隙分布呈现着“拱形”, 而线性模型

的接触面中间区域几乎没有磨损. 图 7 是半圆平板

模型 100次循环载荷结束时 3种摩擦系数模型的接

触压力. 可以看到, 不同摩擦模型对接触压力的影响

比较小, 几乎可以忽略.
图 8 是半圆平板模型 100 次循环载荷结束时

3 种摩擦系数模型的 Mises 应力分布图及其局部放

大图. 可以发现, 常数模型和指数模型的应力分布基

本保持一致, 最大应力分别为 8.408 × 102 和 8.411 ×
102  MPa, 指数模型最大应力只比常数模型大了

0.036%, 差别几乎可以忽略. 线性模型的应力分布比

较集中且最大应力区的分布与其他两种模型有着较

大差别, 最大应力为 8.823 × 102 MPa, 比常数模型大

 

(a) 几何模型
(a) Geometric model

(b) 网格模型
(b) Mesh model

r

h

l
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s

 
图 4   半圆平板模型

Fig. 4    Semicircular plate model
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图 5   半圆平板模型的接触压力对比

Fig. 5    Comparison of contact pressure in the semicircular plate model
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图 6   半圆平板模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数

模型的磨损量对比

Fig. 6    Comparison of wear for three pressure-dependent friction
coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the semicircular

plate model
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了 4.936%.
 

5.2    平面橡胶圈模型的大滑移接触磨损

超弹性材料是一类具有特殊力学性质的材料,

其特点是在应力作用下可以发生大变形, 但在卸载

后能够完全恢复到初始形状[37]. Mooney-Rivlin材料

是典型的超弹性材料之一, 常用于模拟橡胶、轮胎

等. 在近似不可压缩性条件下, Mooney-Rivlin 的应

变能密度函数可以定义为[38]

W(J1, J2, J3) =C10(J1−3)+C01(J2−3)+
K
2

(J3−1)2

(42)

C10 C01 K式中,   和   表示材料常数,   表示体积模量.
r1 = 10 mm

r2 = 8 mm s = 4 mm
U = 0 ∼ 20 mm

C10 = 2000 MPa
C01 = 500 MPa K = 1.0×107 MPa

kA = 8.5×10−9 MPa−1

如图 9 所示的橡胶圈, 外圈半径  , 内
圈半径   , 上端竖直方向受到    的预

位移, 水平方向受到    的交变位移, 橡
胶圈与刚性地面接触 .  考虑平面应变问题 ,  采用

Mooney-Rivlin超弹性材料, 材料参数  ,
,   .  Archard 磨损系

数   , 摩擦系数采用第 2.2 节的

模型.

ωN

ωT /ωN

ωN = 1.0×105 ωT /ωN = 0.1

为了比较 VFAPF算法与 APF算法的效率和精

度, 考虑如表 2所示的模型参数. 径向单元尺寸统一

为 0.4 mm, 考虑不同的周向网格尺寸 lm、一次循环

载荷的加载步数 Nc、初始法向罚因子   和罚因子

比  . 对照参数为周向网格尺寸 lm = 0.2 mm, 加
载步数 Nc = 400,   以及  .

首先考虑无磨损常摩擦系数的橡胶圈模型, 将
水平位移 U = 0, 1, 2, 20 mm 时的接触压力 (FEM)
与 ABAQUS的计算结果 (Ref)进行对比, 如图 10所
示. 可以看到, FEM的接触压力与 ABAQUS的接触

压力吻合良好, 验证了计算结果的准确性.
α = 2在方程 (31) 中, 取底数   的指数函数, 临界
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图 7   半圆平板模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数

模型的接触压力对比

Fig. 7    Comparison of contact pressure of three pressure-dependent
friction coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the

semicircular plate model

 

(a) 常数模型
(a) Constant model

(b) 线性模型
(b) Linear model

(c) 指数模型
(c) Exponential model

0.004 549

0.704 8 

1.405

2.105

2.806

3.506

4.206

4.907

5.607

6.307

7.007

7.708

8.408

M
is

es
 S

/M
P

a 
M

is
es

 S
/M

P
a 

M
is

es
 S

/M
P

a 

0.004 791

0.739 6

1.474

2.209

2.944

3.679

4.414

5.149

5.884

6.618

7.353

8.088

8.823

0.004 485

0.705 0 

1.406

2.106

2.807

3.507

4.208

4.908

5.609

6.309

7.010

7.710

8.411
×102

×102

×102

 
图 8   半圆平板模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数

模型的Mises应力对比

Fig. 8    Comparison of Mises Stress of three pressure-dependent friction
coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the

semicircular plate

 

r
1

r
2

U

s

U

s

 
图 9   橡胶圈模型

Fig. 9    Rubber ring model

 

表 2   橡胶圈模型的参数设置

Table 2    Parameter settings of the rubber ring model

Parameter Value

lm/mm {M1, M2, M3} = {0.1, 0.2, 0.4}

Nc {S1, S2, S3} = {200, 400, 800}

ωN {P1, P2, P3} = {104, 105, 106}

ωT /ωN {R1, R2, R3} = {0.1, 0.3, 1.0}

1522 力            学            学            报 2025  年 第  57  卷



gmax
N = gmax

T = 5.0×10−4lc gmin
N = gmin

T = 5.0×

10−5lc lc lc

穿透量   和    

,   表示接触面的特征长度,   取为从接触面的

平均长度 ,  其他模型参数设置如表 2 所示 .  图 11

是橡胶圈模型不同参数下 VFAPF算法和 APF算法

的迭代次数、法向穿透量和弹性滑移量的对比. 从

图 11(a) 可以看到, VFAPF 算法在线性摩擦模型中

的迭代次数较 APF算法有一定程度的增加 (约 12%),

VFAPF 算法在指数摩擦模型中与 APF 算法的迭代

次数基本一致. 此外, 将拉格朗日乘子接触算法的迭

代次数与这两种算法进行了对比, 发现拉格朗日乘

子法的迭代次数都高于这两种算法, 但拉格朗日乘

子接触算法可以使接触约束精确满足.

ωT /ωN

ωT /ωN

在图 11(b)和图 11(c)中, 当罚因子比   较

小 (R1) 时, 弹性滑移量占主导地位 (弹性滑移量大

于法向穿透量), VFAPF算法的法向穿透量和弹性滑

移量较 APF算法有大约 59% 的提升. 随着罚因子比

 的提高 (R1 ~ R3), 法向穿透量占主导地位,
VFAPF算法与 APF算法精度基本保持一致.

图 12 是橡胶圈模型 100 次循环载荷结束时

3 种摩擦系数模型的磨损间隙对比. 可以发现, 3 种

模型的磨损间隙分布均不相同, 线性模型两端略小,
中间略大; 常数和指数模型比较接近, 但接触面两侧

的“折点”位置也不相同, 该位置对应接触面左端接

触压力的峰值点 (见图 13).
将橡胶圈模型 100次循环载荷结束时 3种摩擦

系数模型的接触压力进行对比, 如图 13 所示. 在接

触面右端 3 种模型的最大接触压力相差不超过 1%,
但是在接触面左端 3种模型均呈现出了不一样的压
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图 10   橡胶圈模型的接触压力对比

Fig. 10    Comparison of contact pressure in the rubber ring model
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图 11   橡胶圈模型不同参数下 VFAPF算法和 APF算法的迭代次

数、法向穿透量和弹性滑移量对比

Fig. 11    Comparison of the VFAPF algorithm and APF algorithm in the
rubber ring model under different parameters regarding number of

iterations, normal penetration, and elastic slip
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图 12   橡胶圈模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的磨损量对比

Fig. 12    Comparison of wear gap of three pressure-dependent friction
coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the rubber

ring model
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力分布, 峰值点和最大接触压力均相差较大. 线性模

型最大接触压力较小且峰值点更靠近接触面中段,
指数模型最大接触压力较大且峰值点更远离接触面

中段. 从图 14可以发现线性和指数模型接触界面的

摩擦系数呈现出高度非线性, 最大摩擦系数分别达

到 0.507和 0.53, 最小摩擦系数分别为 0.201和 0.25,
差值在 0.3左右.

图 15 是橡胶圈模型 100 次循环载荷结束时

3种压力相关摩擦系数模型的Mises应力分布. 可以

发现, 常数模型和指数模型的应力分布基本保持一

致, 最大应力分别为 1.835 × 104 和 1.820 × 104 MPa,
指数模型最大应力只比常数模型小了 0.817%, 差别

几乎可以忽略. 从图 15(b) 中发现, 线性模型的应力

分布相较于常数和线性模型有应力偏大区 (region of
excessive stress)和应力偏小区 (region of low stress),
最大应力为 1.777 × 104  MPa, 比常数模型大了

3.161%. 

5.3    三维橡胶块模型的大滑移接触磨损

l = 10 mm

Uz = −0.25 mm

U = (±3,±2,0) mm

ωN = 1.0×105

ωT /ωN = 0.1

考虑如图 16所示的橡胶块模型, 上端的橡胶块

边长  , 下端为刚性支撑. 橡胶块上端面 z 方
向受到    的预位移 ,  在 x-y 方向施加

 的交变位移, 材料参数和磨损参

数与 5.2节的橡胶圈模型一致. 考虑如表 3所示的参

数设置, 对照参数为网格尺寸 lm = 2.0 mm, 加载步

数 Nc = 400, 初始法向罚因子    以及罚

因子比  .
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图 13   橡胶圈模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的接触压力对比

Fig. 13    Comparison of contact pressure of three pressure-dependent
friction coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the

rubber ring model
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图 14   橡胶圈模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的摩擦系数对比

Fig. 14    Comparison of friction coefficient of three pressure-dependent
friction coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the

rubber ring model
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图 15   橡胶圈模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的接触压力对比

Fig. 15    Comparison of Mises stress of three pressure-dependent friction
coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the rubber

ring model
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图 16   三维橡胶块模型

Fig. 16    Three-dimensional rubber block model
 

表 3   橡胶块模型的参数设置

Table 3    Parameter settings of the rubber block model

Parameter Value

lm/mm {M1, M2, M3} = {1.0, 2.0, 3.3}

Nc {S1, S2, S3} = {200, 400, 800}

ωN {P1, P2, P3} = {104, 105, 106}

ωT /ωN {R1, R2, R3} = {0.1, 0.3, 1.0}
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将常系数摩擦的橡胶块模型 1次循环载荷结束

时的接触压力和磨损分布与 ABAQUS 的计算结果

进行对比, 如图 17和图 18所示. FEM最大接触压力

和磨损间隙分别为 1.174 × 103 MPa和 6.670 × 10−5 mm,
ABAQUS 最大接触压力和磨损间隙分别为 1.163 ×
103 MPa和 7.059 × 10−5 mm, 最大接触压力相对误差

小于 1%, 最大磨损间隙相对误差约为 5%, 且分布形

状几乎一致, 验证了结果的准确性.

ωT /ωN

为比较 VFAPF算法和 APF算法在三维大滑移

问题的效率与精度, 分析了橡胶块模型在不同参数

(见表 3) 下两种算法的迭代次数、法向穿透量和弹

性滑移量, 结果如图 19所示. 可以看到, 不同参数下

VFAPF 算法较 APF 算法迭代次数均有一定程度的

提高, 大约为 12%. VFAPF 算法较 APF 算法的法向

穿透量和弹性滑移量下降了 64% 左右. 随罚因子比

 的增加 (R1 ~ R3), VFAPF 算法与 APF 算法
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图 17   橡胶块模型的接触压力对比

Fig. 17    Comparison of contact pressure in the rubber block model
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图 18   橡胶块模型的磨损量对比

Fig. 18    Comparison of wear gap in the rubber block model
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图 19   橡胶块模型不同参数下 VFAPF算法和 APF算法的迭代次

数、法向穿透量和弹性滑移量对比

Fig. 19    Comparison of the VFAPF algorithm and APF algorithm in the
rubber block model under different parameters regarding number of

iterations, normal penetration, and elastic slip
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的结果基本一致, 说明了当弹性滑移量占主导地位

时, VFAPF算法有着更好的精度稳定性.
图 20和图 21分别是橡胶块 100次循环载荷结

束时, 3 种系数模型的接触压力和磨损分布情况. 常
数、线性和指数模型的最大接触压力分别为 1.134 ×
103, 1.378 × 103 和 1.003 × 103 MPa, 线性模型比常数

模型高了 21.517%, 而指数模型比常数模型低了

11.552%. 常数、线性和指数模型的最大磨损量分别

为 6.570 × 10−3, 7.941 × 10−3 和 5.992 × 10−3 mm, 线
性模型比常数模型高了 20.868%, 而指数模型比常

数模型低了 8.798%. 在图 21(b)中, 还可以发现线性

模型的磨损分布较常数、指数模型有着较大的差异

性, 线性模型的磨损分布在接触面中间区域呈现出

偏小的趋势, 常数模型和指数模型磨损分布几乎一

致. 这些差别说明了不同的摩擦系数模型对物体的

接触压力、磨损量和磨损位置有着显著的影响.
 

6     结论

本文基于罚函数接触算法和 Archard磨损模型,

考虑非线性有限元格式, 构造了常数、线性和指数

的压力相关摩擦系数模型来计算接触磨损问题. 将
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图 20   橡胶块模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的接触压力对比

Fig. 20    Comparison of contact pressure of three pressure-dependent
friction coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the

rubber block model
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图 21   橡胶块模型 100次循环载荷结束时 3种压力相关摩擦系数模

型的磨损分布对比

Fig. 21    Comparison of wear gap of three pressure-dependent friction
coefficient models at the end of 100 cycles of loading in the rubber

block model
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变摩擦系数引入到自适应罚因子算法中, 构建了复

杂接触磨损问题的数值模拟方法, 并将线弹性材料

和 Mooney-Rivlin 超弹性材料分别用于小滑移和大

滑移的接触磨损问题求解中. 根据求解结果, 探讨了

VFAPF 算法对压力相关摩擦系数模型求解过程中

效率和精度的影响效果, 还分析了压力相关摩擦系

数模型对物体接触过程中磨损量、磨损位置、接触

压力和应力分布的影响. 本文得到主要结论如下.

ωT /ωN

(1) 相比于 APF 算法, VFAPF 算法在变摩擦大

滑移问题中有着更好的精度稳定性. 弹性滑移量占

主导地位 (弹性滑移量大于法向穿透量) 时, 12% 的

效率下降带来了约 62% 的精度提升; 随着罚因子比

 的增加, VFAPF算法与 APF算法基本一致.
(2) 对于线弹性材料的小滑移接触磨损问题, 尽

管 3种压力相关摩擦系数模型在磨损量和应力分布

上存在差异, 但对磨损位置和接触压力的影响较小.
(3) 对于超弹性材料的大滑移接触磨损问题,

3 种压力相关摩擦系数模型的磨损量、磨损位置、

接触压力和应力分布均表现出了显著差异性. 在平

面问题中, 最突出的是对接触压力的影响, 磨损量和

磨损位置有略微的影响, 且线性模型的应力分布差

异最大; 在三维问题中, 线性模型的接触压力和磨损

量较常数模型有 20% 左右的差异, 指数模型较常数

模型有 10% 左右的差异, 且线性模型的磨损分布较

常数和指数模型有着显著区别.
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