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半车系统振动控制中的非线性能量汇设计与应用
1)

王    义 *    李旭龙 *    魏    莎 *, †, **, 2)    王    俊 *    丁    虎 *, †, **    陈立群 *, †, **
* (上海大学力学与工程科学学院, 上海 200444)

 † (上海市力学信息学前沿科学研究基地, 上海 200072)

 ** (上海飞行器力学与控制研究院, 上海 200092)

摘要　为提高乘车的舒适性, 提出一种针对半车系统的新型悬架系统控制方案. 该方案的核心是分布式布置非

线性能量汇, 即将多个非线性能量汇分别安装于前车身、后车身和前后车轮. 基于牛顿第二定律建立了耦合非

线性能量汇的半车系统的动力学方程. 利用谐波平衡法求解系统的近似解析解, 并使用四阶龙格库塔法验证了

近似解析解的准确性. 随后, 为说明所提方案的有效性, 比较了原半车系统以及仅在车身前、后安装非线性能

量汇和应用所提控制方案时系统的幅频响应. 进一步, 分析了所提控制方案中非线性能量汇质量、非线性弹簧

刚度和阻尼对减振效果的影响. 结果表明, 在不改变附加非线性能量汇质量的条件下, 所提方案通过分布式布

置非线性能量汇实现了车身和车轮的振动控制, 提升了乘车的舒适性和安全性. 对于车轮, 增大非线性能量汇

质量有利于提高减振效率, 而非线性刚度和阻尼的增大可能存在减振效率的恶化; 对于车身, 增大非线性能量

汇质量或减小阻尼同样有利于提高减振效果, 而非线性刚度的增大可能存在减振效率的恶化. 所提方案为车辆

悬架设计提供了有用的指导, 同时也为非线性能量汇的工程应用提供了理论基础.

关键词　半车系统, 非线性能量汇, 车辆悬架, 谐波平衡法, 振动控制
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DESIGN AND APPLICATION OF NONLINEAR ENERGY SINK IN VIBRATION
CONTROL OF A HALF-VEHICLE SYSTEM1)

Wang Yi *    Li Xulong *    Wei Sha *, †, **, 2)    Wang Jun *    Ding Hu *, †, **    Chen Liqun *, †, **
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 ** (Shanghai Institute of Aircraft Mechanics and Control, Shanghai 200092, China)

Abstract     To enhance ride comfort, this study proposes a novel suspension control scheme for a half-vehicle system.
The core innovation of this scheme lies in the distributed arrangement of nonlinear energy sinks (NESs), which involves
strategically installing multiple NESs at the front body, rear body, and front and rear wheels. The dynamic equations of
the half-vehicle system, coupled with NESs, are derived based on the Newton's second law. The approximate analytical
solution of the system is obtained using the harmonic balance method, and the accuracy is rigorously verified through
numerical simulations employing the fourth-order Runge-Kutta method. To thoroughly evaluate the effectiveness of the

第  57  卷 第  3  期 力      学      学      报 Vol. 57,  No. 3

2025  年  3  月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics Mar.,  2025

动力学与控制

 

    2024–11–25 收稿, 2025–01–15 录用, 2025–01–17 网络版发表.

1) 国家自然科学基金资助项目(12272211和 12072181).

2) 通讯作者: 魏莎, 副教授, 主要研究方向为非线性振动. E-mail: weisha1219@126.com
 

引用格式:  王义, 李旭龙, 魏莎, 王俊, 丁虎, 陈立群. 半车系统振动控制中的非线性能量汇设计与应用. 力学学报, 2025, 57(3): 720-729
Wang Yi, Li Xulong, Wei Sha, Wang Jun, Ding Hu, Chen Liqun. Design and application of nonlinear energy sink in vibration control
of a half-vehicle system. Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2025, 57(3): 720-729

https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://doi.org/10.6052/0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
https://cstr.cn/32045.14.0459-1879-24-537
mailto:weisha1219@126.com


proposed scheme, the amplitude-frequency responses of three configurations are carefully analyzed: the original half-
vehicle system, the system with NESs installed only at the front and rear of the vehicle body, and the system utilizing the
proposed distributed control scheme. The results clearly demonstrate that the proposed approach significantly enhances
vibration control performance compared to the other configurations. Additionally, the study systematically investigates
the influence of key parameters, including NES mass, nonlinear spring stiffness, and damping, on the system's vibration
reduction performance. The findings indicate that the distributed arrangement of NESs effectively controls vibrations of
both the vehicle body and wheels without increasing the total mass of the NES. This configuration significantly improves
ride comfort and safety. For wheel vibrations, increasing the NES mass enhances vibration reduction efficiency, whereas
excessive increases in nonlinear stiffness or damping may lead to performance deterioration. For body vibrations,
increasing the NES mass or reducing damping similarly improves vibration control, but excessive nonlinear stiffness may
result in reduced performance. The proposed scheme not only offers an effective solution for vibration control but also
provides valuable guidance for the design and optimization of vehicle suspension systems. Furthermore, it offers a solid
theoretical foundation for the engineering applications of NES.

Key words    half-vehicle system, nonlinear energy sink, vehicle suspension, harmonic balance method, vibration control

 

引 言

近年来, 汽车行业发展迅速, 人们的生活水平有

了很大提升. 汽车成为人们非常普遍的出行方式, 乘
坐的舒适性和驾驶的安全性成为关键因素. 然而, 行
驶过程中的振动问题是存在的, 这降低了乘坐的舒

适性和驾驶的安全性[1]. 研究表明, 车身和轮胎的振

动都会影响车辆的乘坐舒适性、噪音、粗糙度甚至

安全性[2]. 按照车辆振动传递路径, 其减振设计主要

是通过调节以下部件, 即轮胎[3]、悬架[4] 和座椅[5].
通过调节车辆悬架进行减振是较为普遍的方式.

悬架系统通常包括 3 个主要的机械部件, 分别

是连接车轮和车身的悬臂架, 将运动转化为势能的

弹簧和旨在耗散动能的减振器[6]. 根据车辆悬架控

制方式的不同, 其可分为主动悬架[7-8]、半主动悬架[9-10]

和被动悬架[11-12]. 被动悬架因其结构简单、成本低

和可靠性高等优点, 广泛应用于车辆悬架中, 许多学

者对于被动悬架做了研究工作. 桑志国等[13] 提出了

一种双气室油气悬挂系统, 与传统的悬架相比效果

更好. 动态减振器在被动悬架中应用广泛. Brötz等[14]

将一种流体动力减振器应用于车辆悬架中, 能够提

高乘坐舒适性并减少车轮负载波动. Xu 等[15] 提出

一种基于两端质量的可变转动惯量被动车辆悬架减

振器, 提高了乘坐舒适性并减少了悬架偏转. 上述研

究为悬架系统减振器的设计提供了有用指导. 然而

线性减振器减振频带较窄, 仅能在主系统固有频率

附近减振. 因此, 基于非线性减振器设计的被动悬架

受到了越来越多的关注.
非线性能量汇[16-18](nonlinear energy sink, NES)

是一种被动非线性减振器. NES 由惯性元件、非线

性立方刚度元件和阻尼元件组成, 可实现主系统能

量的靶向传递[19]. NES 可在很宽的频率范围内耗散

能量, 并基本不改变主系统的固有频率[20]. 近年来

NES 被广泛应用于航空航天[21]、土木工程[22] 和机

械工程[23-24] 中. Zhang等[25] 将 NES用于整艘航天器

的减振设计, 研究发现 NES在高频范围内随着非线

性能量汇黏性阻尼的增加而表现良好. Chen 等[26]

提出了一种集成了负刚度的新型 NES, 其能够在系

统受到地震激励时保护主要结构. Tehrani 等[27] 将

NES和 TMD应用于转子系统的减振设计, 并讨论了

单、双吸振器在不同间隙下的减振性能. Zeng等[28]

提出了一种结合了准零刚度隔振器、非线性能量吸

收器和惯容器的悬架系统振动控制方案. 该方案可

以获得更好的乘坐舒适性和操控稳定性. Wang等[29]

将惰性非线性能量汇应用于半车系统, 研究其在垂

直和俯仰方向上的动态性能. Wang等[30] 将 NES应

用于 1/4 悬架系统中, 通过研究系统与 NES 间的能

量传递解释了 NES在悬架系统中的减振机理.
用于模拟的车辆模型主要分为 3 类, 即 1/4 车

辆模型[31]、半车模型[32] 和整车模型[33]. 1/4 车辆模

型仅包含两自由度, 忽略了车辆前后部件间的联系,
使得分析结果可能与实际差别较大; 而整车模型建

模复杂, 分析较为困难. 因此本文选择具有 4自由度

的半车模型进行分析. 相对于 1/4 车辆模型, 半车模
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型可以更全面地反映车辆的动态响应, 并考虑了前

后轮之间的相互作用.
目前多数研究重点关注车身的振动, 而忽略了

轮胎的振动. 然而轮胎的振动同样会对车辆的乘坐

舒适性、噪音、粗糙度甚至安全性产生负面影响[2].
本文的新颖之处在于提出了一种用于半车系统的新

型被动悬架控制方案, 以提升乘车的舒适性和安全

性. 采用牛顿第二定律建立了耦合 NES的半车系统

的动力学方程, 使用谐波平衡法对所得方程进行求

解. 通过龙格库塔法验证上述结果的正确性. 分析了

NES 质量、非线性刚度和阻尼对减振效率的影响,
所得结论可为车辆悬架系统的设计与参数选择提供

参考. 

1     半车系统模型

图 1 给出了耦合 4 个 NES 的半车系统示意图.
考虑前轮位移 z1、后轮位移 z2、车身位移 z3 和车身

俯仰角 θ 四个自由度. 本文分析了多种 NES的布置

方式, 包括将 4 个 NES 分别安装于前、后车身和

前、后车轮 (方案 1), 仅在前、后车身各安装一个

NES (方案 2) 和不安装 NES (方案 3). 其中, 方案

1为所提控制方案, 方案 2为一般 NES控制方案, 方
案 3 即为原半车系统. 这里分别给出方案 1 和方案

2的车辆动力学方程.
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图 1   半车系统模型

Fig. 1    The half- vehicle system
  

1.1    方案 1 动力学方程

根据牛顿第二定律, 可得车身的动力学方程为

m3z̈3+ k1(z f − z1)+ c1(ż f − ż1)+ k2(zr − z2)+

c2(żr − ż2)+ kb f (z f − zb f )3+ cb f (ż f − żb f )+

kbr(zr − zbr)3+ cbr(żr − żbr) = 0 (1)

Iθ̈−a[k1(z f − z1)+ c1(ż f − ż1)+ kb f (z f − zb f )3+

cb f (ż f − żb f )]+b[k2(zr − z2)+ c2(żr − ż2)+

kbr(zr − zbr)3+ cbr(żr − żbr)] = 0 (2)

前轮的动力学方程为

m1z̈1+ k1d(z1− xE)+ k1(z1− z f )+ c1(ż1− ż f )+

kt f (z1− zt f )3+ ct f (ż1− żt f ) = 0 (3)

后轮的动力学方程为

m2z̈2+ k2d(z2− xF)+ k2(z2− zr)+

c2(ż2− żr)+ ktr(z2− ztr)3+ ctr(ż2− żtr) = 0 (4)

4个 NES的动力学方程为

mt f z̈t f + kt f (zt f − z1)3+ ct f (żt f − ż1) = 0 (5)

mtr z̈tr + ktr(ztr − z2)3+ ctr(żtr − ż2) = 0 (6)

mb f z̈b f + kb f (zb f − z f )3+ cb f (żb f − ż f ) = 0 (7)

mbr z̈br + kbr(zbr − zr)3+ cbr(żbr − żr) = 0 (8)

其中, m3 为车身质量, m1 和 m2 分别为前轮和后轮质

量. I 为车身俯仰转动惯量, a 和 b 分别为前后轴距.
k1, k2, c1 和 c2 分别为前后悬架刚度和阻尼. k1d 和

k 2 d 分别为简化的前后轮与地面间的连接刚度 .
mb f 和 mb r 分别为安装在车身前后 NES 的质量 ,
kbf 和 kbr 分别为安装在车身前后 NES 的非线性刚

度, cbf 和 cbr 分别为安装在车身前后 NES 的阻尼.
mtf 和 mtr 分别为安装在前后轮 NES 的质量, ktf 和

ktr 分别为安装在前后轮 NES 的非线性刚度, ctf 和

ctr 分别为安装在前后轮 NES 的阻尼. zbf 和 zbr 分别

表示安装在车身前后 NES的位移. ztf 和 ztr 分别表示

安装在前轮和后轮 NES 的位移. xE = A1cos(ω1t) 和
xF = A1cos(ω1t) 分别为前轮和后轮受到的位移激励.
zf 和 zr 分别是车身前部和车身后部的位移, 表示为

z f = z3−asinθ (9)

zr = z3+bsinθ (10)
 

1.2    方案 2 动力学方程

由 1.1节类似的过程, 可得到方案 2中车身的动

力学方程为

m3z̈3+ k1(z f − z1)+ c1(ż f − ż1)+ k2(zr − z2)+

c2(żr − ż2)+ kb f (z f − zb f )3+ cb f (ż f − żb f )+

kbr(zr − zbr)3+ cbr(żr − żbr) = 0 (11)
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Iθ̈−a[k1(z f − z1)+ c1(ż f − ż1)+ kb f (z f − zb f )3+

cb f (ż f − żb f )]+b[k2(zr − z2)+ c2(żr − ż2)+

kbr(zr − zbr)3+ cbr(żr − żbr)] = 0 (12)

前轮的动力学方程为

m1z̈1+ k1d(z1− xE)+ k1(z1− z f )+ c1(ż1− ż f ) = 0 (13)

后轮的动力学方程为

m2z̈2+ k2d(z2− xF)+ k2(z2− zr)+ c2(ż2− żr) = 0 (14)

位于前和后车身的两个 NES的动力学方程为

mb f z̈b f + kb f (zb f − z f )3+ cb f (żb f − ż f ) = 0 (15)

mbr z̈br + kbr(zbr − zr)3+ cbr(żbr − żr) = 0 (16)

相较于方案 1, 2 未在前和后车轮安装 NES. 为
便于进行比较, 设置方案 1和 2中附加的 NES总质

量相同. 两个方案中安装于车身的 NES非线性刚度

和阻尼也分别取值相同. 

2     近似解析分析与数值验证

采用谐波平衡法求解系统动力学方程. 假设方

程的解为[34]

zp(t) = ap,0+

n∑
i=1

ap,i cos(iωt)+
n∑

i=1

bp,i sin(iωt) (17)

其中, ap,i 和 bp,i 是谐波系数; p 描述自由度, 取值范

围为 1, 2, ···, 8; i 描述谐波阶数 I, 取值范围为 1, 2, ···,
n; n 是谐波平衡法的阶数. 为便于表达, 车身俯仰角

θ 及位于前轮、后轮、前车身和后车身的 NES位移

分别用 z4, z5, ···, z8 表示. 由式 (17) 可得, 相应的速

度和加速度方程为

dzp

dt
=

n∑
i=1

iωbp,i cos(iωt)−
n∑

i=1

iωap,i sin(iωt) (18)

d2zp

dt2 = −
n∑

i=1

(iω)2ap,i cos(iωt)−

n∑
i=1

(iω)2bp,i sin(iωt) (19)

将式 (17) ~ 式 (19)代入式 (1) ~ 式 (10)中, 平衡

常数项、cos(iωt) 和 sin(iωt) 的系数. 可以得到如下

方程组

Fz j,0(Λ,ω)+Fz j,c1(Λ,ω)cos(ωt)+
Fz j,s1(Λ,ω) sin(ωt)+Fz j,c2(Λ,ω)cos(2ωt)+
Fz j,s2(Λ,ω) sin(2ωt)+ · · ·+Fz j,cn(Λ,ω)cos(nωt)+
Fz j,sn(Λ,ω) sin(nωt) = 0, j = 1,2, · · · ,8 (20)

其中, Λ = [ap,0, ap,1, bp,1,···, ap,n, bp,n]; F(·)表示各谐波

分量的系数; 下标 cn 和 sn 分别表示偶谐波和奇谐

波阶数.
取所有一次谐波系数为 0, 可以得到 (16n + 8)

个非线性方程

Fz j0(Λ,ω) = 0,Fz jc1(Λ,ω) = 0,Fz js1(Λ,ω) = 0,
· · · ,Fz jcn(Λ,ω) = 0,Fz jsn(Λ,ω) = 0, j = 1,2, · · · ,8

(21)

F(Λ,ω) = 0 (22)

F = [Fz1,0,Fz1,c1,Fz1,s1, · · · ,Fz1,cn,Fz1,sn,

· · · ,Fz8,0,Fz8,,c1,Fz8,s1, · · · ,Fz8,cn,Fz8,sn]T (23)

方程组 (22)可写为

F(Q) = 0 (24)

其中, Q = {Q1, Q2, ···, Q16n + 9}, Q = (Λ, ω).
方程 (24)的雅可比矩阵为

DF(Q) =


∂F1

∂Q1
· · · ∂F1

∂Q16n+9
...

. . .
...

∂F16n+8

∂Q1
· · · ∂F16n+8

∂Q16n+9


(16n+8)×(16n+9)

(25)

(16n + 9)维向量构造如下

ψ(Q) = [ψ1 ψ2 · · · ψ16n+9]T (26)

ψi = (−1)i+1 det
[
∂F
∂Q1
· · · ∂F
∂Qi−1

∂F
∂Qi+1

· · · ∂F
∂Q16n+9

]
(i = 1, 2, · · · , 16n+9) (27)

由于雅可比矩阵的每一行与其对应的代数余子

式向量的点积恒为 0, 可以得到{
∂Fi

∂Q1

∂Fi

∂Q2
· · · ∂Fi

∂Q16n+9

}
·ψ = 0 (i = 1, 2, · · · , 16n+8)

(28)

ψ(Q)其中,   是解曲线的切向量, 其单位切向量表示

τ(Q) =
ψ

||ψ|| (29)
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∥ψ∥ ψ其中,   表示向量   的模.
为了避免用改进的欧拉法计算系统幅频响应时

出现拐点, 在局部伪弧长法的基础上引入了弧长 s.
该非线性系统包含 (16n + 8) 个方程, 需要添加一个

约束方程使 (16n + 9)个未知量可解. 补充方程为

τ ·∆Q−∆s = 0 (30)

其中, 符号 Δ 表示变量的微小变化. 然后, 求解方程

式 (24)的问题变换为求解以下方程

F(Q) = 0
τ ·∆Q−∆s = 0

 (31)

方程 (31)被转换为柯西问题

dQ
ds
= τ(Q0), Q(0) = Q0 (32)

方程 (32) 可以用改进的欧拉法来求解. 可以得

到预测解. 通过控制解的精度, 用牛顿迭代法校正预

测解.

Q0
v = Qv

Ql
v = Ql−1

v −
[

DF(Q)
ψ(Qk)

] [
F(Ql−1

v )
0

] (33)

通过上述伪弧长延伸过程, 可以求出代数方程的解.
定义 NES减振效率表达式如下

η =
AN−ANES

AN
×100% (34)

其中, AN 和 ANES 分别为原半车系统的幅值与耦合

NES系统的幅值.
选取半车系统的结构参数如表 1 所示. 表 2 列

出了方案 1中各 NES的参数值. 采用 4阶龙格库塔

法求解方程式 (1) ~ 式 (10), 可以得到所提控制方案

(方案 1)所对应的系统在路面位移激励下的数值解.
谐波阶数 n  = 3.  假设系统受到的道路激励幅值

A1 和 A2 均为 0.03 m. 图 2(a) ~ 图 2(c) 分别展示了

前、后轮和车身的幅频响应曲线. 图中实线和圆标

点分别为通过谐波平衡法和 4阶龙格库塔法得到的

结果. 从图 2中结果可以看出, 谐波平衡法的结果和

4 阶龙格库塔法的结果吻合较好, 说明了谐波平衡

法结果的准确性.
讨论不同 NES 安装方案下的减振性能. 为便于

比较, 设置方案 2中附加的 NES总质量与方案 1相
同. 表 3 列出了方案 2 中各 NES 的参数值. 以下算

例均是基于表 1 的半车系统参数. 图 3(a) ~ 图 3(c)

分别给出了方案 1 (4 个 NES 分别安装在前后车身

和前后车轮)、方案 2 (仅在车身前后各安装 1个 NES)
和方案 3 (不安装 NES) 的幅频响应结果. 从图中方

案 3 的结果 (蓝色实线) 可以发现, 前、后车轮在第

二阶共振峰处具有较大的幅值, 而车身在第一阶共

振峰处具有较大的幅值. 因此, 本文重点关注车轮的

第二阶共振峰和车身的第一阶共振峰的减振 . 如
图 3(a) 和图 3(b) 所示, 应用方案 2 (黑色虚线) 并不

 

表 1   半车系统结构参数

Table 1    Structural parameters of the half-vehicle system

Parameter Notation Value

vehicle body mass m3/kg 690

front wheel mass m1/kg 40

rear wheel mass m2/kg 45

pitch moment of inertia I/(kg·m) 1222

front axle distance a/m 1.3

rear axle distance b/m 1.5

front suspension stiffness k1/(N·m−1) 2.0 × 104

rear suspension stiffness k2/(N·m−1) 2.2 × 104

front suspension damping c1/(N·s·m−1) 1000

rear suspension damping c2/(N·s·m−1) 1000

front wheel stiffness k1d/(N·m−1) 2.0 × 105

rear wheel stiffness k2d/(N·m−1) 2.0 × 105

 

表 2   NES 结构参数 (方案 1)

Table 2    Structural parameters of the NES (scheme 1)

Parameter Notation Value

mass of the front wheel NES mtf/kg 20

mass of the rear wheel NES mtr/kg 20

mass of the front vehicle body NES mbf/kg 50

mass of the rear vehicle body NES mbr/kg 50

stiffness of the front wheel NES ktf/(N·m−3) 2.1 × 106

stiffness of the rear wheel NES ktr/(N·m−3) 2.1 × 106

stiffness of the front vehicle body NES kbf/(N·m−3) 1.3 × 105

stiffness of the rear vehicle body NES kbr/(N·m−3) 1.3 × 105

damping of the front wheel NES ctf/(N·s·m−1) 1000

damping of the rear wheel NES ctr/(N·s·m−1) 1000

damping of the front vehicle body NES cbf/(N·s·m−1) 300

damping of the rear vehicle body NES cbr/(N·s·m−1) 300
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能显著降低前轮和后轮的共振幅值. 而方案 1 (红色

虚线) 在不增加附加 NES 质量的条件下, 通过在车

身和车轮上分布式安装 NES 使得前轮和后轮的第

二阶共振幅值分别降低了 31.73%和 31.64%. 图 3(c)
结果进一步表明, 方案 1 会略微降低车身的减振效

率, 但仍可有效降低车身的振动幅值. 通过方案 1实

 

表 3   NES 结构参数 (方案 2)

Table 3    Structural parameters of the NES (scheme 2)
Parameter Notation Value

mass of the front vehicle body NES mbf/kg 70

mass of the rear vehicle body NES mbr/kg 70

stiffness of the front vehicle body NES kbf/(N·m−3) 1.3 × 105

stiffness of the rear vehicle body NES kbr/(N·m−3) 1.3 × 105

damping of the front vehicle body NES cbf/(N·s·m−1) 300

damping of the rear vehicle body NES cbr/(N·s·m−1) 300
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图 2   路面简谐激励下谐波平衡法与龙格库塔法结果对比

Fig. 2    Comparison of results between the harmonic balance method and
the Runge-Kutta method under harmonic road excitation
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图 3   方案 1, 2和 3得到的幅频响应曲线

Fig. 3    Amplitude-frequency response curves obtained from schemes 1,
2, and 3
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现了同时控制车身与车轮的振动. 

3     参数分析

本节将方案 1 应用于半车系统减振 .  同样关

注车轮的第二阶共振峰和车身的第一阶共振峰. 首
先分析附加于车轮的 NES 质量对减振效率的影响.
除附加于车轮的 NES质量外, 其余参数如表 2所示.
图 4(a)和图 4(b)分别为不同车轮 NES质量下, 前轮

和后轮的幅频响应曲线. 从图 4中结果可以看出, 随
着 mtf 的增大, 前轮的第二阶共振峰值减小. 与此同

时, 随着 mtr 的增大, 后轮的第二阶共振峰值也减小.
结果表明, 增大附加于车轮的 NES质量有利于提高

方案 1 的减振效率. 换句话说, 随着附加于车轮的

NES 质量的增大, 车辆的乘坐舒适性和安全性得到

改善.
其次分析附加于车身的 NES 质量对减振效率

的影响. 除附加于车身的 NES 质量外, 其余参数如

表 2所示. 图 5为不同车身 NES质量下的车身幅频

响应曲线. 从图 5 中结果可以看出, 随着 mbf 和 mbr

的增大, 车身的第一阶共振峰逐渐减小. 结果表明,
增大附加于车身的 NES 质量有利于提高方案 1 的

减振效率, 从而提高车辆的乘坐舒适性.
接下来分析附加于车轮的 NES 非线性刚度对

减振效率的影响. 除附加于车轮的 NES非线性刚度

外, 其余参数如表 2所示. 图 6(a)和图 6(b)分别为不

同车轮 NES 刚度下, 前轮和后轮的幅频响应曲线.
从图 6 中结果可以看出, 随着 ktf 的增大, 前轮的第

二阶共振峰先减小, 后增大. 当 ktf 增大到一定值时,
前轮的第二阶共振峰会出现向左偏移的现象, 同时

减振效率也会显著降低. 随着 ktr 的增大, 后轮表现

出与前轮相同的现象. 因此, 当车轮 NES 的非线性

刚度取一个合理的值时, 能够显著提高减振效率, 改
善车辆的舒适性和安全性.

然后分析附加于车身的 NES 非线性刚度对减

振效率的影响. 除附加于车身的 NES非线性刚度外,
其余参数如表 2所示. 图 7为不同车身 NES非线性

刚度下的车身幅频响应曲线. 从图 7中可以看出, 随
着 kbf 和 kbr 的增大, 车身的第一阶共振峰先减小, 后
增大. 系统响应受 NES 非线性刚度影响较小. 结果

表明, 优化设计附加于车身的 NES 非线性刚度, 对
其减振性能的提升不明显.

分析附加于车轮的 NES 阻尼对减振效率的影

响. 除附加于车轮的 NES 阻尼外, 其余参数如表 2
所示. 图 8(a) 和图 8(b) 分别为不同车轮 NES 阻尼

下, 前轮和后轮幅频响应曲线. 从图 8中结果可以看

出, 随着 ctf 增大, 前轮的二阶共振峰先减小后增大.
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图 4   (a)不同 mtf 下前轮幅频响应曲线和 (b)不同 mtr 下后轮幅频响

应曲线

Fig. 4    (a) Amplitude-frequency response curves of the front wheel
under different mtf conditions and (b) amplitude-frequency response

curves of the rear wheel under different mtr conditions
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图 5   不同车身 NES质量下车身幅频响应曲线

Fig. 5    Amplitude-frequency response curves of the vehicle body under
different NESs masses
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随着 ctr 增大, 后轮的二阶共振峰也先减小后增大.
结果表明, 附加于车轮的 NES阻尼过高或过低都会

降低减振效率.
最后分析附加于车身的 NES 阻尼对减振效率

的影响. 除附加于车身的 NES 阻尼外, 其余参数如

表 2所示. 图 9为不同车身 NES阻尼下的车身幅频

响应曲线. 从图 9 中可以看出, 随着 cbf 和 cbr 的增

大, 车身的一阶共振峰逐渐增大. 说明较小的车身

NES阻尼可以获得较好的减振效果. 
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图 6   (a)不同 ktf 下的前轮幅频响应曲线和 (b)不同 ktr 下的后轮幅

频响应曲线

Fig. 6    (a) Amplitude-frequency response curves of the front wheel
under different ktf conditions and (b) amplitude-frequency response

curves of the rear wheel under different ktr conditions
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图 7   不同车身 NES非线性刚度下车身幅频响应曲线

Fig. 7    Amplitude-frequency response curves of the vehicle body under
different NESs nonlinear stiffnesses
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图 8   (a)不同 ctf 下的前轮幅频响应曲线和 (b)不同 ctr 下的后轮幅

频响应曲线

Fig. 8    (a) Amplitude-frequency response curves of the front wheel
under different ctf conditions and (b) amplitude-frequency response

curves of the rear wheel under different ctr conditions
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图 9   不同车身 NES阻尼下的车身幅频响应曲线

Fig. 9    Amplitude-frequency response curves of the vehicle body under
different NESs damping
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4     结 论

本文将 NES 应用于车辆悬架设计 ,  通过将

NES 合理分布在车辆的不同位置, 以提高乘坐的舒

适性和安全性. 利用牛顿第二定律建立了耦合 NES
的半车系统的动力学方程. 利用谐波平衡法求解系

统在道路谐波激励下的位移幅值响应, 并通过 4 阶

龙格库塔法进行数值验证, 证明了谐波平衡法结果

的准确性. 分析了 NES质量、非线性刚度和阻尼对

方案 1减振效率的影响. 所得结论如下.
(1) 提出了一种新的悬架系统控制方案. 该方案

将多个 NES 分别安装在车身前部、车身后部、前

轮和后轮上, 在不增加 NES 附加质量的条件下, 可
以同时控制车身和车轮的振动, 提升了车辆舒适性

和安全性.
(2) 耦合 NES 的半车系统是一个非线性系统.

利用谐波平衡法得到了该系统的近似解析解, 并且

其结果与数值结果吻合良好, 验证了该方法在分析

非线性振动系统方面的有效性.
(3) 参数分析结果表明, 对于车轮, 可通过增大

NES 质量来提高减振效率, 而对于非线性刚度和阻

尼, 应避免过度调整, 防止减振效果变差; 对于车身,
增大 NES 质量或减小阻尼是提高减振效果的有效

途径, 然而, 非线性刚度的增大可能会降低减振效率,
应避免过度调整.
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