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循环周期对称结构中的能带结构及其动力学

特性研究
1)

李玥潇     史伟康     武    伟     黄腾龙     张家忠 2)

(西安交通大学能源与动力工程学院, 西安 710049)

摘要　针对叶轮这一类循环周期对称结构在服役中常出现的局部损坏及振动局部化问题, 在链式周期结构的

能带理论基础上, 通过建立环向周期结构原胞中弹性波传播问题的计算方法, 得到了整体循环对称结构的能带

结构及其独特动力学特性, 并揭示了振动局部化的形成机制. 首先, 采用 Euler-Bernoulli梁模型和 Kirchhoff板

模型对离心叶轮较薄的区域进行力学建模, 同时根据对应的力学假设和边界条件对弯曲波方程进行求解; 进一

步, 推导出了弯曲波沿周向波导传播的传递矩阵并计算了有限空间 Lyapunov 指数, 结果表明: 经典 Euler-

Bernoulli 梁模型无法准确描述弯曲波沿周向波导的传播规律, 而 Kirchhoff 板模型可以在较宽的范围内给出

5000 Hz附近的带隙; 最后, 采用有限元方法对离心叶轮结构的能带结构进行了数值计算, 并对计算结果进行了

分析研究. 结果表明: 该离心叶轮中存在能带结构, 并具有 3个“驻波型”带隙和 1个“局域共振”带隙. 其中, “局

域共振”带隙的存在是离心叶轮中出现振动局部化现象的原因之一, 即当外界作用在离心叶轮上的激振力频率

落入“局域共振”带隙范围内时, 弯曲波在周向的传递受阻, 能量聚集于部分叶片上, 表现为“周期性循环对称破

缺”. 研究结果揭示了循环对称结构动力学的独特特性, 能够为进一步完善离心叶轮的减振及气动/结构协同设

计准则提供理论基础.

关键词　周期循环结构, 离心叶轮, 能带结构, 带隙, 振动局部化
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STUDY ON ENERGY BAND STRUCTURES AND ITS DYNAMICS CHARACTERISTICS
IN CYCLIC-PERIODIC SYMMETRIC STRUCTURES1)

Li Yuexiao     Shi Weikang     Wu Wei     Huang Tenglong     Zhang Jiazhong 2)

(School of Energy and Power Engineering, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China)

Abstract     In view of the problems of local damage and vibration localization in cyclic-periodic symmetric structures
such as impellers in service, the energy band structure and dynamic characteristics of the whole cyclic periodic
symmetric structure are obtained by analyzing the dynamic characteristics of elastic wave propagation in the ring cell
based on the band theory of chain periodic structures, meanwhile, formation mechanism of vibration localization is
revealed. First, Euler-Bernoulli beam model and Kirchhoff plate model are used to model the thin region of the impeller,
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and the bending wave equation is solved with the corresponding mechanical assumptions and boundary conditions.
Further, the transfer matrix of the bending wave propagating around the waveguide is derived in detail and the finite
space Lyapunov indexes are given. The results show that the Euler-Bernoulli beam model cannot accurately describe the
propagation law of curved wave along the circumferential waveguide, and the Kirchhoff plate model could give the band
gap around 5000 Hz in a wide range. Finally, the finite element method is used to compute the energy band structure of
the centrifugal impeller, and the results are analyzed and studied in detail. The results show that there is one energy band
structure in the centrifugal impeller with 3 "standing wave" band gaps and 1 local resonance band gap. Among them, the
existence of "local resonance" band gap is one of the reasons for vibration localization in the centrifugal impeller, that is,
as the frequency of external excitation acting on the centrifugal impeller falls within the "local resonance" band gap, the
circumferential transfer of bending wave is blocked, and the energy is collected on part of the blades, resulting in
vibration localization, demonstrating “cyclic-periodic symmetry-breaking”. In summary, the results reveal the dynamic
characteristics of cyclic symmetric structures, which can provide theoretical basis for further improving the design criteria
and vibration suppression of centrifugal impellers in the future.

Key words    cyclic-periodic symmetric structure, centrifugal impeller, energy band structure, band gap, vibration
localization

 

引言

近年来随着能源与动力领域透平机械向高参

数 (高压比、高转速和高效率等) 趋势的发展, 这些

变化在提高叶轮气动性能的同时也带来了许多新的

结构方面的问题, 即: 在服役过程中频繁出现叶片的

疲劳断裂损坏, 而现场振动症状、断裂位置及断口

显示其破坏类型为振动局部化导致的结构疲劳断

裂. 振动局部化现象是指弹性波在结构中传播时, 振
动能量会聚集于局部区域而非均匀地分布在整个结

构内, 使得局部区域的振动参与度明显高于其他部

位. 对于该类问题, 以往的研究常从疲劳损坏、热蠕

变、材料属性等方面对事故叶轮进行分析和改进[1-2],
但效果甚微.

事实上, 叶轮是一类典型的周期性循环对称结

构, 其具有不同于非周期结构的许多独特的动力学

性质, 如: 存在频率通带和禁带现象. 因此, 需要从理

论上对该类循环周期结构振动局部化现象的形成机

制进行研究, 该振动局部化表现为“周期性循环对称

破缺”, 其中面临的首要问题是分析的理论方法.
在过去的研究中发现, 与链式周期波导结构类

似, 叶轮这类循环周期对称结构也具有通带和禁带[3].
而当激振力频率处于叶轮的禁带范围内时, 其振动

响应呈现局部化、非对称性的特点. 这与固体物理

领域声子晶体能带理论及晶格动力学理论中所描述

的禁带响应特性, 尤其是“局域共振”带隙下的响应

特性存在相似之处, 因此自然地联想到振动局部化

与禁带响应特性之间应当存在关联. 另一方面, 由于

叶轮在周向具有周期性, 同样属于周期结构, 只是周

期延拓方向以极坐标系中的周向基矢量来描述. 且
从数学角度, 该问题本质是链式周期结构中的定理

和研究方法在坐标变换下的推广. 因此理论上该能

带结构拓展并应用于叶轮是可行的. 下面首先对声

子晶体能带理论的相关研究进行简要介绍.
声子晶体、超材料和超表面等结构在能带结构

与振动传输特性方面的探索日益受到关注[4-13]. 声子

晶体是一种具有周期性结构的人工复合材料[14-18],
主要可以分为两种类型: Bragg 散射型[14] 和局域共

振型[19-20], 其中局域共振型通常适用于需要较高设

计自由度的应用[21-24]. 2015 年, 董立强[25] 研究了广

义声子晶体的弹性波带隙特性, 从理论、仿真和实

验方面发现其能有效抑制特定频带内柱面波传播,
表明局部化因子分析方法对广义声子晶体的带隙研

究是完全可行的. 由于叶轮的周期性延拓在周向, 属
于 θ 类广义周期结构, 因此, 该类周期性研究方法与

圆柱壳的周向研究方法类似; 2019 年, 罗金雨等[26]

利用有限元法计算了一种半径为 0.1 m 的圆柱壳声

子晶体结构的能带结构, 发现其能带结构与板类结

构类似, 具有良好的沿轴线和圆柱环两个方向的带

隙或全禁带隙, 其振动传递损失也验证了该结论;
2020年, 黄洪赛等[27] 提出一种通过在圆柱壳圆周方

向布置弹簧振子实现的局域共振型圆柱壳类声子晶

体结构, 由于圆柱壳和弹簧振子振动的耦合, 该结构
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能够形成两条低频带隙; 2023 年, 姚凌云等[28] 将周

期分级排列的组合方式应用于圆柱壳类弹性波超材

料的带隙拓宽中, 并利用有限元法进行能带结构和

振动传输特性计算, 发现该方法可实现弯曲波带隙

的拓宽.
基于以上研究可以发现: 能带理论在周向波导

的能带结构计算中已经存在部分应用, 但主要集中

于壳结构上, 而在离心叶轮类带叶片 (子结构) 的循

环周期对称结构上尚未应用. 因此, 本文首先分别采

用 Euler-Bernoulli梁假设及 Kirchhoff板假设下的传

递矩阵法对弯曲波在离心叶轮类循环对称结构中的

周向传播规律进行了研究; 之后采用有限元方法数

值计算了离心叶轮结构的能带结构, 并对其中的带

隙进行了详细分析. 以期从能量及弹性波的输运和

迁移角度对振动局部化损坏现象进行解释, 同时一

定程度上对叶轮类循环周期对称结构的减振控制规

范的完善提供理论基础. 

1     循环对称结构的动力学计算模型
 

1.1    周向原胞的划分

为分析问题方便, 以典型的、具有普适性的循

环对称半开式离心叶轮为例开展相关研究, 其具有

周向循环对称、弱耦合和薄壁结构的特点, 由叶片

及轮盘构成, 如图 1所示. 根据链式周期结构能带结

构的研究理论, 在计算循环周期结构的色散曲线前,
首先需确定单胞及其相关参数.

研究对象为含 18 扭曲叶片且直径为 250 mm
的离心叶轮, 叶轮边缘的叶-盘结构与链式结构中基

梁-立柱结构类似, 故单胞的选择应包含叶片及轮盘.
理论上单胞内叶片选取数量可以包含 18 的任意整

因数, 各单胞组内叶片数量应相等, 但考虑到由于圆

{90◦,60◦,45◦,30◦, · · · ,
20◦}

形结构不存在链式结构所具有的明确起点与终点,
即弯曲波激励点无论选在轮盘边缘上任意空间位置

均能够产生双向行波, 所以周期结构单胞应小于半

圆. 为方便分析, 周期数应为整数, 此时单胞对应圆

心角可选值如下列集合所示: 
.

60◦ 45◦

另外, 该类结构的调制作用主要源于叶片与轮

盘之间的动力学特性差异, 故单胞基体所对应的圆

心角不可过小或过大. 根据有限元方法的模拟和分

析, 在圆心角处于上述集合的第 4至最后一项时, 不
存在期望的区域振动, 叶片主导的振动模态被叶-盘
耦合模态取代, 所以圆心角的最佳取值为   或  .

柱坐标 xoy 平面内的周向基矢量

eφ = −ex sinθ+ ey cosθ (1)

45◦

60◦

该矢量为变矢量, 数值计算时角度参数可表示为单

胞圆心角乘以参数化变量, 参数化变量一般取为 k =
(0:0.1:1). 由于轮盘上的叶片数为 18, 因此在任意 

倍数的单胞下, 均导致无法阵列得到原始叶轮, 其边

界无法完全复制, 因此圆心角选择为  . 

1.2    结构的力学模型构建

为建立基于有限元方法的数值分析方法, 以基

梁-立柱模型的弯曲振动为例, 开展相应的力学建模

和解析分析方法研究. 设置其周期延拓方向为 x 轴,
面内垂直轴为 y 轴, 垂直于 xoy 平面的面外方向为

z 轴. 理论上, 基梁存在垂直于传播方向 (x 方向) 的
对称振动平面, 即振幅在 yoz 平面内, 此时该弯曲波

是非偏振的. 但实际梁振动模型中, y 方向为主要弯

曲振动模式, 因此二维模型下计算域在 xoy 平面内,
在 y 方向具有波传播并使用波方程描述, 而忽略其

他方向的振幅, 且对于所研究的叶轮模型, 其边界部

分的周向特征尺度为 5π/144 mm, 厚度特征尺度为

5 mm. 因此对于该类周期梁, 可按遵循以下假设的

欧拉梁模型来进行解析计算:
(1) x 方向尺寸远大于厚度方向和梁宽度的尺

寸, 且挠度在 z 方向变形均匀;
(2) 变形前, 垂直于中性面的截面, 变形后仍垂

直于中性面;
(3) 由上述条件可知, 截面不考虑剪切应力, 结

合应力平衡条件, y 方向各层间的横向应力为 0.
基于以上假设的力学模型为 Euler-Bernoulli梁,

弯曲波控制方程为

 

 
图 1   叶轮结构图

Fig. 1    Structural diagram of centrifugal impeller
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YI
∂4w
∂x4 +ρA

∂2w
∂t2 = 0 (2)

Y I ρ

A w

其中,   为杨氏模量,   为梁的截面惯性矩,   为密度,
 为截面积,   为横向位移即挠度.

δ

考虑更一般的情况, 例如板结构的弯曲振动, 首
先确定其主要弯曲振动模式. 与梁的振动模式对应,
板结构也具有扭转振动、径向振动和横向振动. 根
据模态分析, 可知其主要振动模式为横向振动, 此时

待解参数为挠度. 以 Kirchhoff板基本假设进行推导,
对于板的界定或定义一般以厚宽比   来确定δ < 1/6, Kirchhoff plate

1/6 < δ < 1/2, Mindlin plate

对于所研究叶轮的轮盘结构, 其盘厚度与参与

弯曲振动部分的径向宽度比值小于 1/6, 故在理论推

导中应采用 Kirchhoff 板假设. 图 2 为轮盘结构图

(不含叶片), 可以看到轮盘厚度在半径的 2/3 ~ 1/2处
激增, 因此整个轮盘可近似看作一个圆形薄板和一

个厚空心圆柱体. 根据模态分析结果, 轮盘主导的模

态与含中心孔的等厚度薄圆板相似. 因此, 下节将把

轮盘等效视为薄圆板, 给出内环面约束条件, 并且由

于扭曲叶片结构复杂, 采用文献 [29]中的假设, 将叶

片等效为 Euler 梁模型. 同时, 若将轮缘及此处的叶

片振动模式投影至 R = 0.125 m的柱面并展开, 其与

周期梁模型下的弯曲振动类似, 故下节中将同时从

该假设进行推导, 并对比 Kirchhoff 板模型与 Euler
梁模型的计算结果.
 
 

 
图 2   轮盘结构图 (不含叶片)

Fig. 2    Structural diagram of blade disc (excluding blades)
  

2     结构的波动方程及传递矩阵
 

2.1    梁-立柱模型

对于梁的横向自由振动

∇4w+
ρS
YI
∂2w
∂t2 = 0 (3)

纵波控制方程

Y
∂2u
∂s2 −ρ

∂2u
∂t2 = 0 (4)

∂w
∂r
= 0

其中, S 为梁的横截面面积; 定义 s 方向为轮盘的环

向, 弯曲波控制方程中的 4 阶算子同样定义在环向.

基于 Euler梁的力学假设, 可设其通解为:   时,

挠度解及纵向位移解为

w(s) =
(
Aieik1 s+Bie−ik1 s+Ciek1 s+Die−k1 s

)
eiωt

(5)

u(s) =
(
Eieik2 s+Fie−ik2 s

)
eiωt (6)

k4
1 = ρω

2S/ (YI) k2
2 = ρω

2/Y

弯曲波解与纵波解相差一对非波解, 即振荡项.
式中    和    分别为弯曲波波

数及纵波波数.

s = 5πr/54

假设弯曲波在径向分布均匀, 可将沿周向的薄

圆环展开为链式结构. 叶片高度折算为平均等直梁,
单胞的特征长度取为  .

下面推导单胞的传递矩阵. 取 s 方向为顺时针

方向, 根据圆盘的对称性, 仅分析其 1/2即可. 展开后

取波传播方向为正方向, 并定义单胞内波从左端面

传递至右端面.
定义各截面的挠度、纵向位移、剪切力、纵向

力、弯矩、坡度共同构成状态向量

vi = (wi,ui,Fi,Ti,Mi,α)T (7)

系数向量

Gi = (Ai,Bi,Ci,Di,Ei,Fi)T (8)

在某一截面上, 各变量相位相同, 可得状态向量

和系数向量的关系

vi = N1Gi (9)

其中, i 表示单胞内左基梁、右基梁和等直立柱, 分
别取值为 (i = 1, 2, 3). 在波传播方向上, 左 (右)基梁

的两个截面上存在下列关系式

vR
j = N2GL

j (10)

N2

其中, j = 1, 2; R 和 L 分别代表单胞内某基梁的右、

左端面;   为两截面间的传递矩阵. 受力情况与文

献 [30]规定一致, 如图 3所示.
联立内部力平衡条件、边界条件和力矩平衡条

件可得内部各截面间的系数向量关系
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GL
2 = N3GR

1

Gp = N4GR
1

 (11)

进一步, 联立方程式 (9) ~ 式 (11), 可得

vR
2 = N2N3N−1

1 N2N−1
1 vL

1 (12)

M = N2N3N−1
1 N2N−1

1 (13)

N1 =



1 1 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 K1 −K1

iK2 −iK2 −K2 K2 0 0
−K3 −K3 K3 K3 0 0
ik1 −ik1 k1 −k1 0 0


(14)

K1 = YS ik2 K2 = YIk3
1 K3 = YIk2

1其中,  ,  ,  .
N2

6×6 6×3

由于    形式复杂, 采用分块矩阵来表示, 即原

 矩阵写为两个   矩阵

N2 =
(

P1 P2
)

(15)

P1 =



eik1D/2 e−ik1D/2 ek1D/2

0 0 0

0 0 0

iK2eik1D/2 −iK2e−ik1D/2 −K2ek1D/2

−K3eik1D/2 −K3e−ik1D/2 K3ek1D/2

ik1eik1D/2 −ik1e−ik1D/2 k1ek1D/2


(16)

P2 =



e−k1D/2 0 0

0 eik2D/2 e−ik2D/2

0 K1eik2D/2 −K1e−ik2D/2

K2e−k1D/2 0 0

K3e−k1D/2 0 0

−k1e−k1D/2 0 0


(17)

自由振动条件、应力连续性条件、自由边界条

件可表示为

∑
j

F = 0∑
M = 0

σn
jk = σ

n+1
jk

un
jk = un+1

jk

σfree = τfree = κfree = 0


(18)

j和k n

n+1

其中,   分别代表截面法向及力的作用力方向, 
和   代表相邻截面, 自由面为叶片上端面.

在周期结构中, Bloch定理可以写为

vR
2 = eiksvL

1 (19)

联立式 (12) 和式 (19), 可得齐次方程及有非零

解条件

(M− eiksE)vL
1 = 0 (20)

∣∣∣M− eiksE
∣∣∣ = 0 (21)

其中, k 为 Bloch 波矢, 求解行列式方程即可得到波

矢与频率间的关系.
取前 3阶结果, 如图 4所示. 图中纵坐标为频率,

横坐标为无量纲波数. 每阶频率都取 10个离散点计

算, 横坐标小于 0.5时, 第一阶为弯曲波模式, 第三阶

为纵波模式. 很明显, 图中前 3阶无带隙.
在研究局部化问题时, 局部化因子同样是一项

重要参数, 而根据动力系统中 Lyapunov 指数定义,
可得局部化因子的一般表达式

γ = lim
n→∞

1
n

ln
n∑

i=1

∥∥∥∥∥Tivi−1

∥vi−1∥

∥∥∥∥∥ (22)

MivL
i = vR

i = vL
i+1 (23)

 

h + d/2 h

d

s/α T
1

M
1

M
1

T
1

T
1M

1

 
图 3   单胞及其各部分在节点处的受力

Fig. 3    Single cell and internal force of each part at the node
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图 4   波矢与频率间的关系 (前 3阶结果)

Fig. 4    Relationship between wave vector and frequency
(first third order)
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根据文献 [31] 给出的表达式, 可快速计算局部

化因子

γm = lim
n→∞

1
n

ln
n∑

i=1

∥λm∥ (24)

其中, m 为传递矩阵阶数即状态向量元素数. 利用式

(22)计算时, 需选取 m 个正交标准化初始状态向量,
利用式 (23) 进行迭代, 迭代至待求单胞时, 对 m 个

右状态向量进行标准正交化. 虽然表达式为极限形

式, 但对有限周期可进行数值平均, 从而求得局部化

因子.
图 5 为局部化因子的计算结果, 由于频率决定

了弯曲波波数和纵波波数, 故当频率取 0时, 局部化

因子趋于不可取的极大值. 低频存在区域极大值, 这
与色散曲线中低频不存在带隙结果不一致. 其原因

是: 由于本文所讨论的周期结构的结构数低于 10,
使得由平均因子所描述的波传播特性难以精确描述

每个周期内的传播特性. 同时, 由于计算时, 为了考

虑叶片高度沿其型线不断变化的特性, 对叶片高度

进行了平均, 使得在所研究的宽度上, 叶片等效弯曲

刚度降低, 弯曲振动模式在低频更易被激发. 由于叶

片平均高度为梁厚度的 3 倍, 当叶片在低频被激发

振动时, 将对梁产生剪切力, 抑制梁在低频的压缩波

传播, 从而产生局部化因子低频极大值现象. 在高频

位置, 存在弹性波传播受阻的频带, 这与实际情况相

符合.
综上, 若采用 Euler-Bernoulli梁的力学模型推导

离心叶轮的周向传递矩阵, 其局部化因子计算结果

振荡. 这意味着结构不存在稳定的通带, 与实际情况

不符, 因此 2.2节中将选取更复杂的力学模型来研究

该问题. 

2.2    Kirchhoff 板模型

w′r , 0若考虑条件  , 则需在空间项中增加一个维

度. 为简化计算, 将采用不考虑剪切效应并满足直法

线假设的 Kirchhoff板模型, 由于本文所研究对象为

叶轮, 故将方程变换至柱坐标系

∇2∇2w+
ρh
D
∂2w
∂t2 = 0 (25)

∇2 =
∂2

∂r2 +
1
r
∂

∂r
+

1
r2
∂2

∂θ2
(26)

D =
Eh3

12(1− v2)
(27)

D v式中,   为圆板的弯曲刚度,   为泊松比.

θ = 0

圆盘具有内边界固定和外自由边界的条件, 且
自由振动关于    对称, 与梁类似, 取空间相位与

时间相位相乘的分离变量解

w =G(ωt)W(r, θ) (28)

W(r, θ) = F(kbr)cosnθ (29)

F(kbr) = AJn(kbr)+BNn(kbr)+
CIn(kbr)+DKn(kbr) (30)

Jn(kbr) Nn(kbr)

In(kbr) Kn(kbr)

k4
b =

ρω2h/D

式中,   和    为实宗量的 n 阶第一、第二

类 Bessel 函数;   和   为虚宗量的 n 阶第

一、第二类 Bessel函数. 而弯曲波波数表示为: 

.
仅考虑横向振动时, 定义状态向量为

vi = (wi,Ti,Mi,αi)T (31)

薄板上的叶片与前文一致, 等效为梁结构, 此时

板将产生扭转波与弯曲波的耦合模态. 若将连接条

件设置为简支, 由力平衡条件则叶片的自由边界将

产生弯矩与剪力. 同时, 叶片的挠度即弯曲振动也不

由板内周向力激励, 而是由弯曲振动产生的偏心力

激励. 其波方程为

YI
∂4wp

∂z4 +ρA
∂2wp

∂t2 = 0 (32)

Y
∂2up

∂z2 −ρ
∂2up

∂t2 = 0 (33)

wpi = eiωt(Ei
1eikz+Ei

2e−ikz+Ei
3ekz+Ei

4e−kz) (34)

 

800070006000500040003000200010000
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图 5   局部化因子计算结果

Fig. 5    Results of the localization factor calculation
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upi = eiωt(Fi
1eik2z+Fi

2e−ik2z) (35)

k4 = ρω2S/ (YI) (36)

k2
2 = ρω

2/Y (37)

z = 0 :
wp = 0
κ = 0

(38)

对单胞中心节点, 存在平衡条件

w1 = w2 = −up

EA
∂up

∂z
−D

(
d+

1
r0

c− 1
r02 b+2

n2

r03

) ∣∣∣∣∣∣w = w1
r = r0

=

−D
(
d+

1
r0

c− 1
r02 b+2

n2

r03

) ∣∣∣∣∣∣w = w2
r = r0

EI
∂2wp

∂z2 −D
(
c+

b
r0
− n2

r02

) ∣∣∣∣∣∣w = w1
r = r0

=

−D
(
c+

b
r0
− n2

r02

) ∣∣∣∣∣∣w = w2
r = r0

∂wp

∂z
= b

∣∣∣∣∣∣w = w1
r = r0

= b

∣∣∣∣∣∣w = w2
r = r0



(39)

各状态参数表达式如下

w =G(ωt)F(kbr0)(K1 cosnθ+K2 sinnθ) (40)

α(θ) = ∂w∂r
∣∣∣r = r0 (41)

M(θ) = −D∇2w
∣∣∣r = r0 (42)

T (θ) = −D
∂

∂r
(∇2w)

∣∣∣r = r0 (43)

a = F(kbr)
∣∣∣r =r0, b =

∂F(kbr)
∂r

∣∣∣∣r =r0, c =

∂2F(kbr)
∂r2

∣∣∣∣r =r0, d =
∂3F(kbr)
∂r3

∣∣∣∣r =r0.

其 中 ,      

    

r0 r0

r0

基于上述理论进行计算时, 由于弯曲波主要沿

周向传播, 因此可认为其具有一维周期性. 采用与文

献 [32] 类似的处理, 在某一半径的邻域内选择平均

半径   作为计算的特征参数, 并认为在   附近的环

周期在半径方向挠度分布相同, 如图 6所示. 这样的

假设使得可以通过分析某一半径领域附近的环周

期得到整个扇形的弹性波周期传播特性. 对应的拉

普拉斯算子的径向导数为   处的导函数值, 此时为

常数.
基于上述条件和公式, 可推导出每一周期左右

截面间的传递矩阵. 首先, 将与转角有关的解部分写

为更一般的形式 (仅考虑空间解系, 忽略时间因子)

w = F(kbr0)(K1 cosnθ+K2 sinnθ) (44)

K1 K2 K1
2+K2

2 = 1 r0式中,   和    为解系数, 满足关系   , 
为所研究的环向对应的某一确定半径, 为常数. 由于

解形式为 2阶, 故状态向量取两个二维向量.
下面给出状态向量与对应位置系数向量的关系

vi,1 = (wi,αi)T

vi,2 = (Ti,Mi)T

 (45)

vi, j = N1, j(cosnθ,sinnθ)TKi, j (46)

i j其中,   为截面序号,   为状态向量序号.
N1,1   可写为

N1,1 =

(
a a
b b

)
(47)

与梁-立柱模型相似, 将单胞分为三部分, 第一

部分中考虑单胞左截面系数矩阵与中截面状态向量

的关系

vR
i, j = N2, j · (cosnθ,sinnθ) ·KL

i, j (48)

N2, j式中,   为右边界状态向量与左边界系数向量间

的传递矩阵.
θ′设空间单胞相位因子为   , 此时考虑同横向位

移与系数向量的关系

wR
i =

(
cosθ′ sinθ′

−sinθ′ cosθ′

)(
K1
K2

)
(49)

θ′ =
kbr0θ0

2
(50)

ω = (4500,5000,5500)Hz

θ0 =
(
63◦,60◦,57◦

)
60◦

在最关心的 4 节径横向振动中, 此时取 n = 4,
. 由式 (49) 计算的单胞圆心

角为  . 可将周期单胞确定为  , 这

 

θ
r

0
 − δ

r
0
 + δ

r
0

 
r0图 6   平均半径 

r0Fig. 6    Mean radius 
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样在有限元计算中运用 Bloch 定理时, 可以保证计

算精度.

θ0

同时, 观察叶轮的单胞发现, 主要起调制作用的

为一个扭曲叶片, 故在运用 Bloch定理计算时, 按实

际等直梁数计算; 而在局部化因子推导时仅考虑一

个立柱. 另外, 还需注意在式 (49) 中, 极坐标参量 

并非单周期的波空间相位, 而是表示旋转的相位因

子, 所以

nθ′ , 0.5θ0 (51)

同理可以推导出叶片上的相位矩阵, 此处不再

展开推导. 定义沿周向的 Bloch波矢, 并在每个单胞

边界运用 Bloch定理

vR
i = vL

i+1 = eikr0θ0vL
i (52)

根据单胞边界连续性条件, 给定 n 即可数值计

算对应阶的色散曲线.

θ = 0 N2, j

关于局部化因子的计算, 可按以下步骤进行. 由

式 (48)且假设初始截面为  , 可得 

N2,1 =

(
a (cosθ′− sinθ′) a(sinθ′+ cosθ′)

b(−cosθ′− sinθ′) b(cosθ′− sinθ′)

)
(53)

N1 =



a a

−D
(
d+

1
r0

c− 1
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r03

)
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(
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1
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n2

r03

)
−D

(
c+

b
r0
− n2

r02

)
−D

(
c+

b
r0
− n2

r02

)
b b


N1,1 N1,2   为第 1, 4行;   为第 2, 3行

N2,2 =


−D

(
d+

1
r0

c− 1
r02 b+2

n2

r03

)
−D

(
d+

1
r0

c− 1
r02 b+2

n2

r03

)
−D

(
c+

b
r0
− n2

r02

)
−D

(
c+

b
r0
− n2

r02

)

(

cosθ′− sinθ′ 0
0 sinθ′+ cosθ′

)

M j

u0
1, j

与前文相似, 根据状态向量间的关系及连续条

件可求得总传递矩阵  , 由于传递矩阵为 2 阶, 故
选取一标准正交初始向量   , 经过 m 次迭代得到

状态向量, 结合式 (24)选择较小的结果可得

vm+1
1 = Mm+1um

1 (m = 0,1,2, · · · ,N) (54)

由此可得如图 7所示的局部化因子图.
图 7 为 n = 4 时的局部化因子图, 可以看出: 采

用板模型后, 由于局部化因子按 n 来计算, 因此 n = 4
时低频的波峰被消除. 在 4 节径振动部分的局部化

因子较大, 此时若在时间历程上依次输入 2 个对应

波长的激励波 (左右行波共 4 个输入波), 可以发现

振动响应在周向的传播均匀并形成驻波, 叶片参与

度较大 (即叶片被激发对应的弯曲模态, 以弱耦合系

统形式在随叶盘的振动, 而运动的同时自身也进行

弯曲振动).
该节主要讨论了以传递矩阵描述的解析解, 可

以看到在叶轮的振动问题中, 虽然采取板方程描述

的弹性波传输特性更为精准, 但仍未能准确描述离

心叶轮类循环对称结构中普遍存在的节径型振动模

式应具有的“驻波”特性. 因此在下一节, 将针对该问

题利用有限元方法进行求解计算并分析其数值结果. 

3     基于有限元的求解方法及数值结果
 

3.1    有限元方法求解弹性波动方程

对于一般动力系统, 其动力学方程

Mx′′+Cx′+Kx = Q (55)

x =


x1
x2
...
xn

 , Q =


q1
q2
...
qn

 (56)
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图 7   n = 4时的局部化因子图

Fig. 7    Localization factor plot (n = 4)
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M C K Q式中   ,  ,   和    分别为系统质量矩阵、阻尼矩

阵、刚度矩阵和外力矩阵. 在自由振动问题中, 方程

右边为 0. 若考虑简谐形式通解, 则有特征方程(
K−ω2 M

)
x = 0 (57)

其中位移向量为广义向量. 单元内某点处的位移可

由节点位移表示为

xe = Ñx (58)

多自由度方程通过解耦成为多个单自由度节点

方程, 刚度矩阵、质量矩阵、载荷向量正交变换为

Mn = ATM A (59)

Kn = ATK A (60)

Qn = ATQ (61)

A

Mn Kn

变换向量    为简谐形式振幅向量, 满足正交条件;
 和   分别为正定或半正定矩阵. 通过解式 (56),

可得到 n 阶固有频率和模态振型.
对周期结构运用 Bloch 定理, 可以得到随各方

向波矢量变化的各模态矩阵, 进一步求解可得色散

曲线即能带结构.
叶轮为典型的循环周期结构, 沿界面传播的弯

曲波、扭转波的波矢量为周向和径向, 此时需与笛

卡尔坐标系下的波矢量进行基变换. 由式 (1)知

kφ = −sinθ0 kx + cosθ0 ky (62)

θ0设置参数化扫描 k = (0:0.05:1),   为单胞圆心

角, 即可得到色散曲线. 

3.2    能带结构的数值结果

60◦图 8给出了以   为圆心角的单胞能带结构. 从

图 8可以看到, 轮盘所属低阶曲线频散性极弱, 群速

度变化很小; 叶片部分则出现群速度变化率较高的

色散曲线. 为了区别振动模式, 按文献 [33]给出的方

法来确定模式极化率

β =

y
u3u∗3dV

y 3∑
i=1

uiu∗i dV

(63)

0.01 ⩽ β ⩽ 0.94

上式可用来识别平板类声子晶体的面外模式及

面内模式. 最新研究表明, 在具有弯曲边界的薄板结

构中, 面外与面内模式耦合[34], 且振动模式常对应偏

振范围内的耦合振动模式, 这使得极化率除了文献

所定义的识别范围外, 还存在   的情况,
这也是弱耦合系统的典型特性. 另外, 在叶片的弯曲

振动时, 其面外位移场累加变量为 xz 或 yz 耦合, 故
某些偏振模式可以识别为弯曲模式, 此时极化率的

弯曲振动模式识别范围应适当改变. 图 9 为极化率

示意图, 颜色越接近红色意味着极化率越大, 反之极

化率越小.

β ⩽ 0.01 β ⩾

0.94

β < 0.124

0.124 ⩽ β < 0.361

0.361 ⩽ β < 0.599

图 9 中存在很明显的模式转换现象. 不包括曲

线斜率为 0 的局域化振动区域, 其他部分均存在面

内模式、耦合模式、面外模式的转换. 文献 [33]给出

的识别范围为:   振动模式为面内振动; 
 振动模式为面外振动. 结合图 9 和过去对离心

叶轮模态振型的研究结果, 给出本研究涉及循环周

期结构的振动模式识别范围:   时为严格面

内模式, 叶片基本不参与弯曲振动, 轮盘面内扭转为

主振动模式;   时为轮盘和叶片的耦

合弯曲振动模式, 叶片的弯曲振动参与度大于轮盘

的弯曲振动参与度;   为严格叶片弯

曲振动模式, 叶盘不参与弯曲振动. 其极化率比轮盘
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60◦图 8   以   为圆心角的单胞能带结构

60◦Fig. 8    Single cell band structure with a center angle of 
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图 9   极化率示意图

Fig. 9    Schematic representation of the polarization rate
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0.599 ⩽ β < 0.718

0.718 ⩽ β < 0.955

β > 0.955

的面外模式极化率低的原因为叶片的弯曲振动同时

包含 xy 和 z 方向的贡献;   时为轮盘

和叶片的耦合弯曲振动模式, 轮盘的弯曲振动参与

度大于叶片的弯曲振动参与度;   时

为轮盘严格面外模式, 此时叶片几乎不参与弯曲振

动; 而当    时整个单胞处于剧烈弯曲振动模

式, 轮盘的横向位移远超轮缘厚度.
确定极化率后, 可以通过分析带隙两侧的振动

模式来确定带隙的类型及形成机理.
第一个带隙位于 2762.4 ~ 3111.6 Hz, 下边界为

轮盘主导的扭转振动模式, 上边界为轮盘 1 节径横

向振动模式. 此处带隙应为“Bragg 带隙”, 产生的原

因在于圆盘的任意一条直径为完全对称轴, 同时满

足轴对称和中心对称. 在圆盘圆心角大于 180°时, 就
会产生上述带隙, 其来自于叠加驻波解. 事实上若仅

计算锐角单胞, 0 斜率振动曲线以下的各阶振动曲

线会形成一条斜率不断变化的曲线来替代该类带

隙 (不一定全部消失). 虽然我们计算时选取的另一

个单胞同样非周向连通, 但它已经可以表现出左右

行波在周向叠加为驻波模态的性质. 由此我们可以

大胆假设当波在循环对称结构中传播时, 并非传统

意义上人们所认识的沿周向无“物理边界”, 而是以

完全贯穿结构的直径或半径作为对称轴时, 如果此

轴同时满足两种对称性, 那么我们可计算得到其具

有的驻波带隙. 换句话说, 非连通周向循环结构的物

理反射壁面在 180°附近.
第二个带隙位于 3115.8 ~ 3773.9 Hz,下边界为

轮盘 0 波数横向振动模式, 上边界为 1 节径轮盘横

向振动模式. 带隙类型与上述带隙相同, 为驻波模态

型的 Bragg带隙.
第三带隙处于 3863.9 ~ 4743.6 Hz, 下边界为

2 节径轮盘横向振动模式, 上边界为 4 节径轮盘横

向振动模式. 此处带隙为驻波模态型的 Bragg带隙.
第四带隙处于 4771.9 ~ 5386.2 Hz, 该带隙内包

含群速度为 0 的色散曲线, 整个结构处于局域共振

模式. 由上文分析可知: 系统处于叶片主导的弯曲振

动模式, 此时带隙属于局域共振带隙. 处于该频率范

围的激励源作用于单胞时, 能量将汇集到叶片上.
下面以机械能流示意图和振动位移图 (如图 10

和图 11所示)来验证能带结构对弯曲波的调制能力.
为保证在上述响应图所示时刻, 周向弯曲波具

有相同的时间相位, 均取第 9.6 个周期时刻, 此时激

振力幅值相同. 激励探针设置在轮盘边缘激励位置

以左的轮缘上某点.
结果表明: 当激励载荷的频率处于带隙外时, 除

激励点外, 机械能流密度在整个结构内都处于均匀

且极小的分布状态. 该时刻的位移图可以直观显示

叶轮内部的位移响应分布: 位移响应在轮盘上的分

布均匀, 叶片虽有一定的不对称性, 但会发现整体呈

现周向对称的特征; 在禁带频率内的激励载荷作用

于叶轮时, 机械能流密度几乎只集中于叶片部分, 结
构进入叶片弯曲振动模式 (子结构局域共振模式).
此时叶片布置形式带来的影响更加显著, 可以看到

完全相同的左右行波所激发的叶片响应并不相同:
左行波作用下的叶片机械能流密度相对较低, 其分

布相对均匀, 基本不存在驻波叶片; 右行波作用下的

叶片出现了驻波叶片且整体机械能流密度更大. 位
移图表明 :  此时局部叶片 (激励点左侧第二个叶

 

(a) 4800 Hz 激励下叶轮机械能流密度
(a) Energy flow density of impeller-machinery 

under 4800 Hz excitation

(b) 4800 Hz 激励下叶轮位移分布
(b) Displacement distribution of impeller under 

4800 Hz excitation
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图 10   通带内激励响应

Fig. 10    Responses within pass-band excitation
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片)位移响应极大. 对应叶片处的加速度、弹性应变

能流密度在整个结构中处于最大值, 损坏风险激增.
该最大加速度存在于叶片顶部, 大小与激励载荷幅

值成正比. 同时, 参考动能密度会发现其在叶轮上的

分布与机械能流分布一致. 可能发生动能损坏的危

险位置主要集中于叶轮一侧的各孤立叶片处.
上述分析表明, 激励载荷的频率处于带隙内时,

该激励对部分叶片的寿命可产生负面影响, 严重时

将导致断裂. 比较激励载荷的频率处于带隙内和带

隙外时的位移响应能够发现: 振动幅值之比大于

2.5. 因此, 在叶轮设计中, 应当充分考虑参数变化时

叶轮所具有的能带结构的影响, 而不能仅从谐响应

结果和静力学强度考虑几何构型. 原因在于: 谐响应

结果中的幅值与激励施加方式相关. 为得到完整的

共振危险频率点需要考虑各种可能的力的施加方

式, 例如, 图 12为叶轮的谐响应结果.

图 12 直观显示了横向激励和 x 方向激励的位

移响应峰, 两方向的激励下最大响应峰均在 3100 Hz
左右. 而仅 x 向激励显示了 5400 Hz的响应峰, 其幅

值相较横向激励下的第一响应峰相差甚远. 从上述

结果可以发现: 在常见的激励方式下, 所识别的响应

峰与实际的危险频率存在一定的出入, 甚至有可能

出现漏判的情况. 图中所示在 3100 Hz 时的响应峰

对应 1 节径轴对称振动, 整个结构的平均响应达到

最大.
为了考察谐响应法对叶片响应峰的识别效果,

将响应点选取在某叶片, 激励类型选择为横向激励.
图 13为谐响应结果.

图 13 表明, 即使将响应点选在叶片上, 对危险

频率识别的准确性仍十分有限. 结合谐响应结果可

得结论: 在含子结构的弱耦合系统中, 谐响应法识别

危险模态的准确性将受到影响, 可能会忽略危险频

率, 对系统的几何结构设计产生不当的指导. 综上所

述, 对于含子结构的弱耦合系统, 能带结构法对危险

频率识别的准确性更高. 

 

(a) 5300 Hz 激励下叶轮机械能流密度
(a) Energy flow density of impeller-machinery 

under 5300 Hz excitation

(b) 5300 Hz 激励下叶轮位移分布
(b) Displacement distribution of impeller under 

5300 Hz excitation
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图 11   禁带内激励响应

Fig. 11    Responses within stop-band excitation
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图 12   叶轮的谐响应结果

Fig. 12    Harmonic responses of the impeller
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图 13   某叶片的谐响应结果

Fig. 13    Harmonic responses of a certain blade
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4     结论

本文结合链式周期结构的能带结构理论, 提出

了循环周期对称结构能带结构的分析方法, 并揭示

了其振动局部化的机制, 得出以下结论.
(1) 基于梁-立柱力学模型的弯曲波方程和纵波

方程, 利用力学平衡、力矩平衡、截面应力连续和

切应力互等条件, 建立了波的输入截面及输出截面

间的传递矩阵. 同时利用相空间 Lyapunov指数概念

和周期结构中的 Bloch 定理, 计算了局部化因子和

能带结构. 结果表明, 梁-立柱模型得到的结果与实

际情况出入较大, 在类似的动力学分析中, 应舍弃该

力学模型.
(2) 基于薄板力学模型的弯曲波方程, 将其通解

写为分离变量法得到的周向和径向的乘积形式. 通
过对解的拓展, 得到在某一半径邻域内的解形式, 与
梁模型相同, 推导该单胞结构的传递矩阵并计算局

部化因子. 结果表明, 该方法可以预测范围在 5000 Hz
左右的弯曲波带隙.

(3) 结合有限元方法, 提出了计算单胞能带结构

的数值方法, 得到了色散曲线. 通过极化率可以识别对

应曲线上的振动模式, 据此确定了 4771.9 ~ 5472 Hz
的带隙为弯曲波带隙. 响应结果验证了该叶轮存在

此弯曲波带隙, 同时发现叶片的布置方式将导致激

励点两侧叶片上的能量分布不均匀. 右行波作用的

一侧整体动能密度大于左侧, 相同服役条件下, 该侧

更易发生叶片顶部的断裂.
对比本文提出的能带结构法与传统谐响应法,

结果表明: 传统谐响应法在弱耦合系统的危险频率

识别准确性上有所欠缺. 同时, 谐响应法要得到相对

正确的结果需要设置不同位置的响应点及不同的激

励方式; 本文提出的利用有限元计算能带结构法可

以快速确定危险频率的范围, 从色散曲线斜率可以

判断是否存在局域共振模式, 再利用极化率可以准

确识别振动模式从而确定带隙类型. 此结果可以应

用于叶轮设计, 准确确定危险频率范围, 从而提前规

避部分叶片断裂风险.
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