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两尺度视角下准脆性材料的损伤: 从几何不连续度到

自由能折减
1)

陈建兵     任宇东     卢广达 2)

(同济大学土木工程学院, 土木工程防灾减灾全国重点实验室, 上海 200092)

摘要　多尺度损伤演化法则的构建是损伤力学从现象学走向理性坚实基础的核心之一. 然而, 迄今鲜有人注意

到, 存在两类损伤变量: 几何意义上表征材料不连续程度的损伤与自由能折减 (即材料受力性能退化)意义上的

损伤. 如何实现从几何意义上的损伤向能量耗散意义上的损伤转化, 乃是固体破坏问题的枢机. 本文从两尺度

视角给出了损伤演化法则及几何意义上的损伤向能量耗散 (即受力性能的退化)转化过程的定量刻画, 进一步

夯实了非局部宏-微观损伤模型的理性基础. 在本文模型中, 连续体被看作物质点的集合. 宏观物质点与其作用

域中的其他物质点组成一系列物质点偶, 由此形成附加于其上的细观结构. 在外部载荷作用下, 物质点的位移

引起物质点偶的变形. 当物质点偶的某种几何变形量 (如正伸长量)超过临界值时, 微细观损伤开始发展. 细观

层次物质点偶的渐进破坏引起宏观固体不连续程度的变化, 最终导致宏观连续体拓扑的改变. 因此, 将微细观

损伤在作用域中的累积定义为该点的拓扑损伤, 以刻画宏观固体的不连续程度, 这在本质上是几何意义上的损

伤. 另一方面, 损伤发展引起自由能耗散, 导致连续体力学性能的退化. 由于宏观能量耗散是作用域中细观物质

点偶因损伤而导致的耗散能量之和, 因此能量 (受力)意义上的损伤为作用域中细观物质点偶上的总耗能与总

弹性自由能之比. 由此, 在细观层次上实现了从几何意义上的损伤向能量耗散 (受力退化) 意义上的损伤的转

化. 在本文模型中, 不需要经典连续介质损伤力学或断裂相场模型中经验假定的能量退化函数, 物质点处的几

何-能量转绎关系由该点的两尺度变形状态决定, 而非固定形式, 从而可能对复杂受力状态具有更好的适应性.
计算结果表明, 模型不仅可以捕捉到裂纹萌生、扩展全过程, 而且可以定量反映加载过程中的载荷-位移曲线.
与在宏观层次进行几何-能量转绎的宏-微观损伤模型相比, 本文模型可以更准确地捕捉到试验结果的细节.

关键词　拓扑损伤, 能量损伤, 细观转化, 非局部宏-微观损伤模型, 准脆性材料
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DAMAGE IN QUASI-BRITTLE MATERIALS FROM A TWO-SCALE PERSPECTIVE:
FROM GEOMETRIC DISCONTINUITY TO FREE ENERGY REDUCTION1)

Chen Jianbing     Ren Yudong     Lu Guangda 2)

(State Key Laboratory of Disaster Reduction in Civil Engineering, College of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract     The construction of multiscale damage evolution law is one of the key ingredients in damage mechanics for
transitioning from phenomenological to a rational and solid foundation. However, few have noticed that there are actually
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two types of damage variables: one representing the geometrical discontinuity of materials, and the other representing
damage in terms of free energy reduction (i.e., degradation of mechanical behavior of materials). The key of solid failure
mechanics lies in how to achieve the conversion from geometric damage to energetic damage. In the current paper, the
damage evolution law and the conversion from geometric damage to energy dissipation, i.e., the degree of mechanical
degradation, is quantitively described from a two-scale point of view, and the rational foundation of the nonlocal macro-
meso-scale damage (NMMD) model is further consolidated. In the present paper, the continuum is considered as a set of
material points. Material points within the influence domain interact with others, forming material point pairs, and thus a
meso structure is attached to each material point. Under external loading, the material points move, leading to the
deformation of material point pairs. When some geometric deformation quantity (e.g., the positive elongation quantity) of
material point pairs exceeds a critical value, the damage starts to develop in mesoscopic material point pairs. The
progressive fracture of mesoscopic material point pairs leads to the changes in the degree of discontinuity, and finally
results in the changes in the topology of macroscopic continuum. Therefore, the topologic damage can be naturally
defined as the weighted summation of mesoscopic damage in point pairs within the influence domain, and can be adopted
to describe the discontinuity of macroscopic solid. The topologic damage is intrinsically a damage variable in the
geometric sense. On the other hand, the damage evolution leads to the dissipation of free energy, resulting in degradation
of mechanical properties of materials. As the macroscopic energy dissipation is the summation of the mesoscopic
dissipation energy in material point pairs induced by mesoscopic damage evolution, the damage in the energetic sense or
mechanical sense can be evaluated by the ratio of total dissipated mesoscopic energy in material point pairs and total
elastic free energy. Therefore, the conversion from geometric damage to energy dissipation is conducted on the meso
scale via the material point pairs rather than the macro scale. Consequently, the empirical energetic degradation function
in continuum damage mechanics or phase-field fracture model is not needed anymore in the current model, and the map
between the topologic damage and energetic degradation factor is determined by the actual deformation state rather than a
fixed function. As a result, this model might have a better adaptivity for the fracture problems with complex strain/stress
states. The numerical results indicate that the current model can not only capture the whole process of crack initiation and
propagation, but also quantitatively describe the load-deformation curve under loading. Compared with the original
NMMD model where the transition from geometric damage to energy dissipation is conducted on the macro scale, the
proposed model can better capture the details of the experimental results.

Key words    topologic damage, energy damage, mesoscopic conversion, nonlocal macro-meso-scale damage model,
quasi-brittle materials

 

引 言

如何描述裂纹和如何刻画裂纹对材料力学行为

的影响, 是固体破坏力学中的两个基本问题. 实际上,
前者是裂纹在几何上的表征, 后者是如何从材料几

何上的变化确定材料受力性能变化, 即从几何向受

力行为 (能量耗散)的转化问题. 在断裂力学中, 认为

裂纹是固体中的几何不连续部分, 通过材料应变能

与裂纹表面能之间的转化来表征材料开裂的物理过

程[1-4]. 在损伤力学中, 则引入连续的损伤场变量将

裂纹弥散至损伤带中, 利用应变等效或能量等效原

理, 以表征材料不连续程度的损伤内变量来直接反

映材料刚度的折减[5-7]. 由于裂尖应力的奇异性, 断
裂力学引入基于能量释放率、应力强度因子和 J 积

分等本质上是非局部 (积分)力学量的准则来确定裂

纹何时扩展[4], 并对裂纹扩展方向提出了各类猜想[8-9].

然而, 这些准则的优劣以及是否可将其纳入统一框

架, 迄今仍然莫衷一是[10]. 另一方面, 在损伤力学中,

损伤变量的定义与演化亦呈现出百家争鸣的局面[11].

断裂力学与损伤力学所面临的上述根本困境在于,

二者均仅采用宏观力学量去描述具有多尺度特征的

破坏过程. 从微细观破坏机理入手的宏-微观多尺度

破坏力学[5,12] 是走出这一困境的关键. 沿着这一进

路, 在断裂力学中, 可在裂尖处引入分子动力学模拟

代替宏观的起裂与扩展准则[13], 而断裂过程区与内

聚裂缝模型[14] 则实际上是以“浓缩”的方式将细观过

程的综合结果“显式”地嵌入宏观框架之中. 而在损
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1−d d

伤力学中, 则通过对微观[15] 或细观[16] 代表性体积单

元的力学或能量分析来给出多尺度损伤演化法则[17].
多尺度损伤演化法则的发展是损伤力学从经验走向

理性的坚实基础, 得到了力学研究者的高度关注[18].
然而, 损伤发展引起的能量耗散, 以及材料力学行为

的退化与损伤内变量的关系, 毋宁说是直觉地认为

是一一映射, 甚至是同步的 (通常取为   , 其中  

为损伤变量).
从 20世纪末开始, 断裂力学与损伤力学表现出

融合的趋势. 一方面, 在损伤力学中引入了正则化技

术 (积分/梯度)来缓解网格敏感性, 由此引发了非局

部损伤力学的蓬勃发展[19-20]; 另一方面, Bourdin等[21]

将图像处理中曲线的变分逼近技术引入断裂力学

中, 对线弹性断裂力学中的 Griffith 变分原理[22] 进

行了数值实现, 由此提出了断裂相场模型. Wu[23-25]

将内聚裂缝模型嵌入断裂相场模型中, 发展了准脆

性材料破坏模拟的统一相场损伤模型. Feng等[26] 提

出了 Feng-Li积分变换, 给出了断裂相场模型中内聚

律与能量退化函数关系的理性表达 .  与此同时 ,
Silling 等[27-28] 认为: 由于空间导数在裂纹等几何不

连续处无法定义, 构建于 Cauchy应力定理之上的连

续介质力学难以分析破坏问题. 为此, 他采用积分的

方式重构了连续介质力学的运动方程, 提出了近场

动力学方法. 经过 20 余年的发展, 断裂相场模型与

近场动力学已然成为裂纹模拟与非线性分析的主流

方法[26, 29-34].
然而, 近场动力学中的积分重构带来了理论与

数值方面的问题 , 如键基模型中的固定泊松比问

题[27]、态基模型中的零能模式[35]、表面效应[36] 以

及高昂的计算成本. 断裂相场模型的成功表明: 基
于 Cauchy 应力定理的连续介质力学亦可捕捉到裂

纹等不连续现象. 然而, 相场演化方程是一个宏观方

程, 难以体现微细观开裂机理[37], 其中的能量退化

(折减)函数尚缺少更为直接的物理解释[38]. 此外, 断
裂相场模型难以逻辑一致地描述断裂能不是材料常

数而与几何相关这一试验现象[39]. 事实上, 在断裂相

场模型中, 相场变量实际上是反映材料不连续程度

的几何度量, 而能量退化函数则是从上述几何量向

材料受力性能退化的转化函数. 能量退化函数的确

定意味着引入了上述转化过程是一一映射的假定.
从上述分析不难看到, 从几何不连续 (或不连续程

度) 向受力性能 (耗能特性) 的转绎这一枢机在以往

的研究中是不清晰的.
受近场动力学 [28,32] 和断裂相场模型 [21,23] 启

发 ,  Lu 等 [ 4 0 -4 1 ] 发展了一类非局部宏 -微观损伤

(NMMD) 模型, 在脆性与准脆性材料的静力[40-41]、

动力[42] 破坏问题中取得了初步的成功. Ren等[43] 通

过对模型中损伤演化的驱动力进行分解, 将 NMMD
模型拓展至受压[44] 与受剪[45] 主导的破坏问题. 杜成

斌等[46-47] 采用比例边界有限元求解 NMMD 模型,
并将其拓展至考虑率效应的动力破坏问题中[48]. Lyu
等[49] 在 ABAQUS中实现了 NMMD模型, 并将其推

广至热力耦合破坏问题. 与此同时, Chen 等[50] 对

NMMD 模型中的能量退化函数进行了细观物理建

模, 给出了单轴受拉状态下能量退化函数的理性表

达. 任宇东等[51] 对模型参数的标定进行了初步探索,
并考察了细观参数空间变异性对计算结果的影响.
Ren等[52] 进一步拓展了能量退化函数物理建模的基

本思想, 实现了几何损伤与能量耗散在细观层次上

的转化, 但尚未论证是否由此可能导致在宏观层次

上的转化失去一一对应性.

1−d

Γ

在经典损伤力学中, 损伤发展引起的能量耗散

(力学退化) 通常通过   的经验函数[5] 来刻画. 然
而, 这种能量耗散与不连续程度几何表现的同步性

缺乏物理上的必然性[51]. 事实上, 在损伤力学中, 鲜
有人意识到存在几何不连续度与能量退化程度两类

不同的损伤变量, 由单轴受拉推广而来的应变等效

原理进一步模糊了二者的区别. 在经典的断裂相场

模型[21,30] 中, 基于数学上的论证要求, 能量退化因子

通常取为相场变量的二次函数形式来保证   收敛性

(能量平衡). 在相场正则化内聚裂纹断裂模型[23-24,26]

中, 能量退化因子的表达由选取的内聚律决定. 事实

上, 这正是通过内聚律这一裂纹的“力学本构”将相

场变量这一几何量与能量退化 (即受力意义上的损

伤内变量) 关联起来的关键步骤. 但是, 正如前已分

析, 在相场模型中, 几何不连续程度 (以相场变量度

量) 向耗能特性 (力学性能退化) 的转化这一物理本

质是不清晰的, 这一转化是否具有一一对应性而与

受力状态无关, 则是先天内蕴假定而缺乏理论基础

的. 受统一相场损伤模型[23] 的启发, Lu等[40-41] 选取

了带有两个经验参数的有理分式给出 NMMD 模型

中能量退化因子与拓扑损伤之间的关系. Chen等[50]

利用 NMMD 中的两尺度物理模型计算出了单轴受

拉状态下的能量退化函数. 这一工作明确地实现了
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从几何损伤向能量耗散 (力学退化) 的显式转化. 然
而, 由于是对于给定的变形状态给出宏观尺度上确

定的能量退化函数, 这意味着只要两物质点在几何

不连续程度意义上的损伤值相同, 其能量耗散比例

就相同, 因而其在能量意义 (即受力性能) 上的损伤

值亦相同. 然而, Chen 等[50] 对能量退化函数物理建

模的计算结果表明, 当应变状态不同时, 即使损伤值

相同, 宏观上的能量退化因子值也可能不同.
为此, 本文基于 NMMD模型中内禀的两尺度物

理机制, 对开裂过程中的损伤演化与能量耗散 (力学

退化)过程进行了定量刻画, 建立了拓扑损伤与能量

退化因子之间的多尺度映射, 实现了几何不连续程

度与能量耗散 (力学退化) 在细观层次上的转化, 进
一步夯实了 NMMD模型的物理基础, 发展了物理一

致的非局部宏-微观损伤模型. 对混凝土三点受弯梁

以及混凝土重力坝缩尺试验的模拟结果表明, 本文

模型可以同时捕捉到准脆性材料受力时的裂纹扩展

过程与载荷-变形曲线, 且计算结果具有数值客观性.
本文所提出的模型毋须假定能量退化函数的形式,
即使两个物质点损伤值相同, “宏观”能量退化因子

取值也可以不同, 这为多尺度损伤力学的发展提供

了有意义的参考, 且可能为更复杂受力状态下的固

体损伤破坏分析提供工具. 

1     几何不连续度与能量退化意义上的两尺

度损伤表达
 

1.1    固体宏观物质点的细观结构

B ∂B
x ∈ B

x ∈ B

考察连续体   , 其边界记为   , 组成连续体的

物质点记为  . 在宏观上的一个物质点可以认为

是在一定范围内具有某种细观结构物质的均匀化

“物质点”. 这时, 材料在微细观层次的不均匀分布均

匀化后表现为附着于宏观物质点之上的细观几何结

构. 例如, 对于一个物质点  , 定义其作用域为

Dℓ (x) =
{
x′ ∈ B

∣∣∣ ∥∥∥x′− x
∥∥∥

2 ⩽ ℓ
}

(1)

∥·∥2 ℓ

x′ ∈ Dℓ (x) x (x, x′)

x

(x, x′)

其中,   为 2 范数,   可称为作用域半径. 在该作用

域内的物质点    与    构成物质点偶   ,
由此形成了附加于宏观物质点上的细观点偶结构.
图 1中给出了物质点、作用域以及物质点偶的示意

图. 在宏观物质点    上的力学行为将与其作用域中

所有细观点偶   的状态有关. 

1.2    宏观物质点上的拓扑损伤——几何不连续程度的

度量

u (x, t)

n= (x′− x)/∥x′− x∥2

记加载过程中物质点产生的位移为  , 细观

物质点偶的单位方向向量为  , 则
细观物质点偶的正伸长量可定义为

λ+
(
x, x′, t

)
=
⟨[

u
(
x′, t
)−u (x, t)

] · n⟩ (2)

⟨x⟩ =max(x,0)

λc

其中,   为 Macauley 算子. 当物质点偶

的正伸长量超过临界伸长量   后, 两物质点之间产

生不可逆的分离. 记加载历史量为

κ
(
x, x′, t

)
= max
τ∈[0,t]

⟨
λ+
(
x, x′, τ

)−λc⟩ (3)

ω (x, x′, t) ∈ [0,1]

ω (x, x′, t) = 0

(x, x′) ω (x, x′, t) = 1

不可逆的分离意味着损伤开始在微细观层次的

点偶中发展. 引入微细观损伤函数  

刻画细观点偶的破坏状态,   表示细观点

偶    完好无损,   则表明该点偶完全

破坏. 微细观损伤函数是加载历史量的函数, 本文中

取为

ω
(
x, x′, t

)
=

1− exp
[−γκ (x, x′, t)

]
1− (1− c)exp

[−γκ (x, x′, t)
] (4)

c ∈ (0,1) ,γ ∈ (0,∞)

c

c

c

其中,   为两个形状参数, 控制微细

观损伤函数接近 Heaviside阶跃函数的程度[52]. 从下

文中会看出, 在本文模型中, 微细观损伤的发展实际

上控制了材料破坏时的能量耗散过程. 对于混凝土

这类准脆性材料, 有必要采用两个参数来对其加载

过程中复杂的耗散过程进行刻画, 故在此前单参数

的微细观损伤函数[40-41] 的基础上引入了细观参数  .
根据计算经验, 参数   主要影响峰值承载力, 而对载

荷变形曲线的下降段与裂纹模式影响不大. 参数  

的物理含义值得在将来的工作中进一步探索.
微细观损伤的累积使得宏观材料的拓扑发生改

变, 形成可见的裂纹、即几何意义上的损伤. 因此,
拓扑损伤可自然地定义为微细观损伤函数在作用域

中的累积效应, 例如加权积分

 

material

point

material point pair

influence domain

(x)

u(x)

x

x′
x′x

(x, x′)
u(x′)

n


 
图 1   物质点、作用域与物质点偶示意图

Fig. 1    The schematic of material point, influence domain and material
point pair
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Ω (x, t) =
w
Dℓ(x)

φ
(
x, x′
)
ω
(
x, x′, t

)
dx′ (5)

dx′ x′ φ (x, x′)其中,   表示物质点   占据微元的体积,   为

影响函数, 从数学形式上看是一类权重函数, 在本文

中取为钟形函数的形式[50]

φ
(
x, x′
)
=


5
πℓ2 (1+3R) (1−R)3, if R ⩽ 1

0, if R > 1
(6)

R = ∥x′− x∥2/ℓ其中,  .
显然, 式 (5)中定义的拓扑损伤通过对裂纹的两

尺度几何表征, 本质上是已经发生损伤的细观点偶

数与总细观点偶数之比, 亦即作用域内损伤与未损

伤面积之比 (在三维情况下将是体积之比), 由此度

量了连续体中宏观物质点处的不连续程度, 类似于

图形学中的灰度. 事实上, 这一表述正是文献 [5] 中
关于损伤打破了连续介质这一观点的定量刻画. 可
见, 拓扑损伤是一个纯几何量, 由此度量的几何不连

续程度如何影响材料的受力性能, 则需进一步引入

相应的能量耗散过程才能反映. 

1.3    能量意义上的损伤——从几何不连续程度向受力

性能退化的转化

ψ

ψ0 g = ψ/ψ0

D = 1−g

材料的几何不连续程度, 即拓扑损伤的增加必

然导致材料受力性能的退化. 事实上, 损伤发展是不

可逆的能量耗散过程, 因此有损材料自由能    是无

损材料自由能    的折减[5], 由此可称    为能

量退化因子, 而    则为能量耗散意义上的损

伤. 这里根据能量等效假定对有损与无损材料的自

由能进行定量细观表征, 从而建立从几何损伤到受

力性能退化的转化关系, 即能量退化因子与能量耗

散意义上的损伤的理性表达.
k

(x, x′)

将物质点偶看作是微细观层次模量为   的微弹

簧, 则可计算作用域中细观点偶   中蕴含的能量为

dW0 =
1
2

k
[
λ+
(
x, x′, t

)]2dx′ (7)

当组成物质点偶的两物质点产生不可逆分离后, 点
偶中内蕴的能量开始耗散, 其中剩余的能量为

dW =
1
2
[
1−ω (x, x′, t)]k[λ+ (x, x′, t)]2dx′ (8)

根据能量等效假定[50], 无损物质点的自由能等

于与其相连的全部点偶中的微细观能量之和

ψ0 (x, t) =
w
Dℓ(x)

φ
(
x, x′
)
dW0 =w

Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
)
k
[
λ+
(
x, x′, t

)]2dx′ (9)

而有损物质点的自由能则可用发生微细观损伤后点

偶中剩余能量之和进行计算

ψ (x, t) =
w
Dℓ(x)

φ
(
x, x′
)
dW =

w
Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
) [

1−ω (x, x′, t)]k[λ+ (x, x′, t)]2dx′

(10)

x于是宏观物质点    处的能量退化因子可通过下式

计算

g (x, t) =
ψ

ψ0
=

w
Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
) [

1−ω (x, x′, t)]k[λ+ (x, x′, t)]2dx′

w
Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
)
k
[
λ+
(
x, x′, t

)]2dx′

(11)

事实上, 可进一步定义

D (x, t) = 1−g (x, t) =w
Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
)
ω
(
x, x′, t

)
k
[
λ+
(
x, x′, t

)]2dx′

w
Dℓ(x)

1
2
φ
(
x, x′
)
k
[
λ+
(
x, x′, t

)]2dx′
(12)

D (x, t)

Ω (x, t)

D (x, t)

显然,   反映了自由能退化程度. 与式 (5)
中的   是几何意义上的损伤相对, 式 (12) 中的

 可认为是能量意义上的损伤, 它刻画了由于

几何不连续程度的增加导致的材料“宏观”受力性能

退化的程度[40].

ω (x, x′, t)

与引言中提到的借助宏观函数实现几何损伤向

能量耗散的转化方式不同, 式 (11) 中的能量退化因

子并不显含式 (5)中的拓扑损伤, 但两者中均含有微

细观损伤函数  . 因此, 本文中拓扑损伤与能

量退化因子通过两尺度映射相互联系, 从而在细观

层次上实现几何不连续向能量耗散 (力学性能退

化) 的转化, 并综合形成宏观层次上的能量耗散. 在
断裂相场模型中, 需要建立关于相场变量的能量退

化函数, 其本质上乃是要实现上述从相场变量 (即几

何意义上的损伤) 向能量退化意义上的损伤的转化,
而且是在单一宏观尺度上的转化. 对这一转化的形

式, 早期仅从数学定性上要求是凸函数, 具体形式则

几乎完全是经验性的. Wu[23] 首次通过内聚律确定

有理函数形式的参数, 在此基础上, Feng 等[26] 建立

了从内聚律到能量退化函数的变换关系, 从而通过

内聚律决定能量退化函数的形式. 应当指出, 内聚律

本身仍然是裂纹尖端力学特性的宏观表征. 在本节

中, 则是在细观层次上的转化, 因此本文模型中毋须
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假定能量退化函数的具体形式, 而且, 即使两个物质

点的拓扑损伤值相同, 能量耗散意义上的损伤值也

可能不同. 事实上, 从式 (5) 与式 (12) 可见, 对于一

般受力状态二者并无对应的唯一性. 但是, Chen等[50]

对单轴受拉情形严格证明了其一一对应性及关于细

观输入参数的不变性.
需要指出的是, 图 1 所示的细观结构仍然是一

种理想化的细观结构 (抽象细观结构[5]). 从根本意义

上说, 重要的是合理的细观结构能够实现从几何意

义上的损伤向能量意义上的损伤的转化, 但图 1 的

抽象细观结构则不一定是唯一可行的细观结构.
此外, 在式 (2) ~ 式 (4)中主要考虑了受拉为主破

坏的情形, 对于受剪与受压为主的情况, 在 NMMD
模型也可加以推广, 可参见文献 [43-45]. 

2     非局部宏-微观损伤模型的控制方程

在宏观尺度, 无损材料的自由能即为应变能

ψ0 (x, t) =
1
2
ε : E : ε (13)

E ε x其中,   为 4 阶弹性刚度张量,   为物质点    处的小

应变张量. 有损材料的自由能为

ψ (x, t) =
1
2

g (x, t)ε : E : ε (14)

g (x, t)其中,   为式 (11) 中的能量退化因子. 对式 (14)
执行 Coleman-Noll手续[53] 可识别本构方程为

σ = g (x, t) E : ε (15)

σ其中,   为 Cauchy应力张量. 局部形式的平衡方程为

∇ ·σ+ b = 0 (16)

b其中,   为体力. 边界条件为

u = ū, ∀x ∈ ∂uB
t = σ ·η = t̄, ∀x ∈ ∂tB

 (17)

ū ∂uB t̄

∂tB η

∂uB ∂tB

其中,   为本质边界    上指定的位移,   为自然边

界    上施加的面力,   为自然边界一点的外法向

量. 本质边界   与自然边界   满足

∂uB∩∂tB = ϕ, ∂uB∪∂tB = ∂B (18)

上述控制方程可采用有限单元法[54] 进行数值

求解. 在本文中, 采用常应变三角形单元进行空间离

散. 为减少计算量, 在裂纹可能扩展的区域加密网格.
将物质点放置于加密区的单元形心处, 并采用 Cell

List 算法高效搜寻物质点偶. 采用拟牛顿法[40] 求解

非线性方程, 并引入控制点增强[55] 的局部弧长法[56]

追踪平衡路径. 本文所采用的非线性分析程序采用

Julia语言编写调优.
与近场动力学相比, 本文模型保留了 Cauchy应

力定理与连续介质力学中的局部平衡方程, 在保证

计算效率的同时避免了近场动力学中的表面效应、

零能模式等数值问题. 与断裂相场模型相比, 本文模

型给出的拓扑损伤式 (5)具有两尺度演化的特征, 可
以反映固体破坏过程中的微细观开裂机理; 同时给

出了能量退化因子和能量耗散意义上的损伤的理性

表达, 不再需要经验的退化函数. 

3     应用算例

下面通过对混凝土三点受弯梁以及混凝土坝缩

尺试验的模拟来说明所提出模型的有效性. 在以下

算例中均采用平面应力假定. 

3.1    混凝土三点受弯梁

E = 2.0× 104 MPa

ν = 0.2

考察文献 [57] 中的混凝土三点受弯梁试验. 试
件的几何尺寸与边界条件如图 2 所示. 为验证模型

的数值客观性, 采用两个有限元网格进行计算, 如图 3
所示. 材料的杨氏模量为       , 泊松比

为  , 模型参数见表 1.
 

thickness: 100
5

50

450

100

[P, u]

 
图 2   混凝土三点受弯梁的几何尺寸与边界条件 (单位: mm)

Fig. 2    The geometric size and boundary conditions of the three-point
bending beam (unit: mm)

 

(a) 网格 A (12 544 单元)

(a) Mesh A (12 544 elements) 

(b) 网格 B (19 178 单元)

(b) Mesh B (19 178 elements)  
图 3   混凝土三点受弯梁的有限元网格划分

Fig. 3    The finite element discretization of the three-point bending beam
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采用图 3中的两个有限元网格计算得到的裂纹

图像如图 4 所示, 载荷-位移曲线如图 5 所示. 可以

看到, 模拟得到的裂纹图像从缺口处竖直向上扩展,
直到梁顶, 与预期相符; 计算得到的载荷-位移曲线

与试验范围吻合良好, 表明了所提模型的有效性. 同
时, 不同网格计算得到的结果基本一致, 验证了模型

的数值客观性.
 
 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.92
damage

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.92
damage

(a) 网格 A

(a) Mesh A

(b) 网格 B

(b) Mesh B 
图 4   三点受弯梁的裂纹模式

Fig. 4    The crack patterns for the three-point bending beam
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图 5   三点受弯梁计算载荷-位移曲线与试验结果

Fig. 5    The resulting load-displacement curve for the three-point
bending beam compared with the experimental range

  

3.2    混凝土坝缩尺试验

15 cm

1.5 mm

考察 Carpinteri等[58] 开展的混凝土坝缩尺试验.
试验中在上游侧设置长度为    的预制缺口[59],
缺口宽度取为  , 水压力则等效为不同高度处

E = 3.57×104 MPa
ν = 0.1

的 4 个集中力, 试件的几何尺寸与边界条件如图 6
所示. 分别采用图 7 中的两个有限元网格进行计算,
材料的杨氏模量为   ,  泊松比为

, 模型参数取值见表 2.
采用本文的非局部宏-微观损伤模型模拟得到

的裂纹路径如图 8所示. 可以看到, 模拟裂纹路径与

试验结果 (黑色实线)基本一致. 模拟得到的载荷-裂
纹张开位移 (CMOD) 曲线如图 9 所示, 与试验结果

吻合良好, 验证了本文模型的有效性. 从图 8 与图 9
中可以看到, 疏密两个网格计算出的裂纹路径与载

荷-CMOD曲线基本一致, 表明所提出模型具有数值

客观性.

 

表 1   混凝土三点受弯梁的模型参数

Table 1    The material and model parameters for the three-point
bending beam

ℓ/mm λc/mm γ/mm−1 c

4.0 5.5 × 10−4 110 0.05
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图 6   混凝土坝缩尺试验示意图 (单位: cm)

Fig. 6    The schematic of concrete dam scale experiment (unit: cm)

 

(a) 网格 A (46 201 单元)

(a) Mesh A (46 201 elements) 

(b) 网格 B (52 187 单元)

(b) Mesh B (52 187 elements)  
图 7   混凝土坝有限元网格划分

Fig. 7    The finite element mesh of concrete dam

 

表 2   混凝土坝模型参数取值

Table 2    The model parameters of the concrete dam

ℓ/mm λc/mm γ/mm−1 c

2.5 2.0 × 10−3 250 0.05
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ε1, ε2 (ε1 > ε2) ε2/ε1

考察图 6中 A, B, C 三点在开裂过程中能量退化

因子与拓扑损伤之间的映射关系与变形状态之间的

联系. 若以试件左下角为原点并建立直角坐标系, 3
个物质点的坐标为 (单位: cm): A(28.4, 70.0), B(22.0,
72.6), C(72.3, 50.9). 采用宏观物质点处两个主应变

 的比值    刻画该点的变形 (拉压)
状态. 从图 10(b) 中可以看出, 3 个物质点在加载过

程中的变形状态各不相同, 且在加载过程中是变化

的, 相应图 10(a)中能量退化因子与拓扑损伤的关系

也表现出明显的差异. 具体来说, 刚开始点 A 的两个

主应变均大于零, 点 C 的两个主应变为一正一负, 两
点变形状态明显不同, 此时其能量退化函数的区别

较明显. 当点 A 处损伤发展至 0.3左右时, 两个主应

变发展为一正一负, 与点 C 处的情况较为接近, 此时

两点的能量退化函数开始靠近. 此后两点的变形状

态越来越接近, 能量退化函数之间的差别也越来越

小. 点 B 处的变形状态表现为双轴受拉, 相应的能量

退化函数关系要比 A, C 两点 (一拉一压) 更为平缓.
这一点可以借助 Chen 等[50] 给出的定性分析理解.
当应变状态为单轴受拉时, 点偶变形具有各向异性,

此时几何损伤与能量耗散的变化不同步; 当应变状

态表现为双轴受拉时, 点偶变形趋于各向同性, 此时

几何与能量的变化趋于同步, 能量退化函数较为缓

和. 当试件完全破坏时, 3 个物质点的变形状态趋于

相同, 此时 3 个物质点处的能量退化函数几乎没有

差别. 可以看到, 本文模型中物质点处的能量耗散与

该点的变形状态密切相关, 即使两个物质点的拓扑

损伤相同, 能量退化因子也可以不同, 因而能量意义

上的损伤也不同, 这是因为“宏观”能量退化因子是

细观能量积分的结果, 从而较为精细地刻画了准脆

性材料开裂过程中的能量耗散过程.

ℓ = 8 mm λc = 2.0×10−3 mm γ = 40 mm−1

p = 3, q = 10 p和q

进一步地, 图 11 中对比了在宏观层次进行几

何-能量转绎的非局部宏-微观损伤模型[40-41] 和开裂单

元法[60] 对这一问题的模拟结果. 原始模型[40-41] 的计

算参数为:  ,  ,  ,
, 参数    的含义可参考文献 [41]. 可

以看到, 在采用经验能量退化函数的非局部宏-微观

损伤模型中, 所有物质点处的损伤-耗能关系都相同,
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(b) 网格 B

(b) Mesh B  
图 8   混凝土坝裂纹与试验结果 (黑色实线)对比

Fig. 8    The crack patterns of the concrete dam compared with the
experimental results (the black solid line)
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图 9   混凝土坝载荷-CMOD曲线与试验结果对比

Fig. 9    The load-CMOD curves of the concrete dam compared with the
experimental result
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图 10   A, B, C 三点 (见图 6)的能量退化因子、主应变比值与拓扑损

伤的关系

Fig. 10    The relationship between the energetic degradation factor, ratio
of principle strain and the topologic damage at points A, B, C in Fig. 6
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此时可以大致捕捉到试验结果的趋势, 但图 12中所

展示的裂纹路径在尾部则与试验结果偏离较大. 本
文模型中每个物质点的损伤-耗能关系由该点的变

形状态决定, 更为精细地描述了开裂过程中的能量

耗散过程, 因而可以较好地把握试验中载荷-CMOD
曲线的细节, 同时图 8 中的裂纹路径也与试验结果

更接近. 在开裂单元法[60] 中, 由于采用了较为简单

的内聚本构关系, 计算结果与试验结果差别较大.
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图 11   不同模型计算结果对比

Fig. 11    Comparison of results from different models
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图 12   采用宏观退化函数的非局部宏-微观损伤模型计算得到的裂

纹模式

Fig. 12    Crack pattern from the nonlocal macro-meso-scale damage
model with macroscopic empirical energetic degradation function

 

图 11 与图 12 中采用经验宏观能量退化函数

的 NMMD 模型的对比表明, 二者总体上一致, 但两

尺度几何-能量转绎模型更好地反映了细部特征. 这
主要是由于本例中是受拉为主的破坏, 此时 Chen等[50]

关于能量退化函数的不变性论述, 奠定了采用宏观

能量退化函数结果具有稳健性的理论基础. 然而,
Chen等[50] 的计算结果表明, 在非单拉破坏为主的复

杂应变状态问题中, 上述宏观退化函数的结果稳健

性将降低. 对此尚需进一步研究. 

4     结 论

本文采用具有物理一致性的多尺度视角对准脆

性材料中的裂纹进行了几何与力学描述, 明确提出

了几何意义与能量意义上的两类不同损伤的概念,
进一步夯实了非局部宏-微观损伤模型的物理基础,
发展了物理一致的非局部宏-微观损伤模型. 本文得

到主要结论如下:
(1) 本文模型从几何的角度给出了拓扑损伤的

两尺度演化方程, 并通过多尺度映射实现了拓扑损

伤向能量耗散 (力学退化) 意义上的损伤的细观转

化, 建立了物理机制清晰的两尺度损伤分析框架;
(2) 本文模型突破了损伤力学中需要经验假定

的能量退化函数的传统观念, 由于几何损伤向能量

耗散 (力学退化) 在细观层次上转化, 发现相同拓扑

损伤值的物质点因变形状态不同而具有不同的能量

退化因子和能量耗散意义上的损伤, 从而失去了拓

扑损伤向能量耗散意义上的损伤转化在宏观层次的

一一对应性, 模拟结果与真实情况更加吻合;
(3) 在进行裂纹模拟时, 本文模型毋须预设裂纹

扩展路径即可同时捕捉到裂纹萌生、扩展的全过程

与加载过程中的载荷-变形曲线, 且计算结果具有数

值客观性.
本文计算结果表明, 由于在细观尺度实现了从

几何意义上的损伤向能量 (受力)意义上的损伤的转

化, 物理一致的非局部宏-微观损伤模型在准脆性材

料的破坏模拟中具有良好的前景, 可望为受力状态

更加复杂情况下的准脆性材料损伤破坏过程模拟提

供有力工具. 在将来的工作中, 尚有大量研究工作需

要深入推进, 如对塑性变形与各向异性材料的考虑

以及高效数值算法的构造.
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