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基于新型虚单元法的超弹性材料变形研究
1)

徐兵兵 †    彭    帆 *, 2)

* (长安大学理学院, 西安 710064)

 † (汉诺威大学连续介质力学研究所, 汉诺威 30823, 德国)

摘要　虚单元法是一种先进的求解固体力学问题的数值方法, 在过去 10 年间, 该算法在线弹性问题中得到了

较为广泛地开发和应用. 文章尝试给出一种通用的高阶虚单元法格式, 可用于计算超弹性问题以及更普遍的非

线性问题. 与传统求解力学问题的虚单元法的思想不同, 其主要思想是对泊松方程求解映射算子, 并将该映射

算子直接用于位移场的近似, 从而可求解众多非线性力学问题. 由于采用了标量场的映射算子来近似矢量场,

因此该算法格式简单, 并且可以轻易扩展到高阶格式或者三维问题求解. 将从泊松方程出发, 介绍虚单元法中

椭圆映射算子的计算方法, 在此基础上, 详细推导虚单元法在求解超弹性问题时的具体格式, 并给出切线刚度

矩阵的计算方法. 最后, 给出了几个典型的超弹性数值算例, 从而证明该虚单元法格式的有效性.

关键词　虚单元法, 超弹性, 映射算子, 几何非线性
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RESEARCH ON DEFORMATION OF HYPERELASTIC MATERIALS BASED ON A NEW
VIRTUAL ELEMENT METHOD1)

Xu Bingbing †    Peng Fan *, 2)
* (School of Science, Chang’an University, Xi’an 710064, China)

 † (Institute of Continuum Mechanics, Leibniz Universität Hannover, Hannover 30823, Germany)

Abstract     The virtual element method is an advanced numerical method for solving solid mechanics problems. In the
past ten years, the numerical method has been widely developed and applied in linear elasticity problems. This work
attempts to give a general high-order virtual element method format that can be used to calculate hyperelastic problems
and more general nonlinear problems. Different from the traditional virtual element method for solving mechanical
problems, its main idea is to solve the projection operator for the Poisson equation and use the projection operator
directly for the approximation of the displacement field, so that it can solve many nonlinear mechanical problems. Since
the projection operator of the scalar field is used to approximate the vector field, the method has a simple format and can
be easily extended to high-order formats or three-dimensional problems. This work will start from the Poisson equation
and introduce the calculation method of the elliptical projection operator in the virtual element method. On this basis, the
specific format of the virtual element method in solving hyperelastic problems will be derived in detail, and the
calculation of the tangent stiffness matrix will be given. Finally, this paper gives several typical hyperelastic numerical
examples to prove the effectiveness of the virtual element method format.
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引 言

与传统有限元法相比, 多边形有限元法是一种

更灵活的求解技术, 可以更好地处理拥有较复杂计

算域的问题. 现有的多边形算法包括但不限于多边

形有限元法 (polygonal finite element method,
PFEM)[1-2]、间断伽辽金法 (discontinuous Galerkin
methods,  DG) [ 3 -4 ]、比例边界有限元法 (scaled
boundary finite element method, SBFEM)[5]、扩展有

限元法 (extended FEMs, XFEM)[6] 和广义有限元法

(generalised FEMs, GFEM)[7]. 除了以上提出的算法

之外, 意大利学者于 2013年提出的虚单元法 (virtual
element method, VEM)[8-10] 获得了越来越多人的关

注. 虚单元法来源于 MFD (mimetic finite difference
methods)[11-13], 并可视为一种一般形式的有限元法. 和
传统有限元法相比, 该算法所使用的单元可以是任

意形状的多边形和多面体, 因此在处理众多问题时,
具有一定的灵活性和优势. 到目前为止, 该算法已经

在线弹性力学[14-18]、超弹性问题[19-22]、接触问题[23-26]、

动力学问题[27-29]、相场断裂问题[30-31] 和特征值问

题[32-33] 等领域得到了应用. 到目前为止, 虚单元法

在国内的研究尚不广泛, 力学相关中文论文可见文

献 [34-36]. 此外, 无稳定项虚单元法 (self-stabilization
或者 stabilization-free)也得到了学者的广泛研究, 可
见文献 [37-40].

ϕ

ϕ∏
ϕ

nu−nε > 3 nu nε

虚单元法有两个重要特点, 一是可以使用任意

多边形 (单元的边数大于 3的单元为多边形单元)或
者多面体单元, 因此放松了有限元对单元形状的限

制; 二是在计算单元刚度矩阵时, 需要构造额外的稳

定项. 和有限元法不同, 虚单元法无需计算单元内的

插值函数  , 只要求多边形边界上为连续多项式. 由
于插值函数没有显式表达式, 需要将基函数    由其

在多项式空间中的投影    代替, 而这里的投影算

子需要用到单元边界上的插值函数进行计算. 对于

多边形单元, 这将造成单元刚度矩阵的秩不满足要

求 ( ,  和    分别为位移插值函数和应变

插值函数的维数[41]), 故出现零能模式. 因此, 需要在

刚度矩阵之外, 额外增加稳定项.
在传统的虚单元法中, 需要根据指定的方程, 构

造正交条件, 求解指定方程的映射算子. 一般来说,

k = 1

直接根据非线性问题的控制方程计算映射算子是几

乎不可能的. 因此在进行非线性力学问题计算时, 通
常首先计算线弹性方程的映射算子, 再进一步对应

变进行近似, 从而得到非线性问题的离散形式. 由于

线弹性方程是一个矢量方程, 构造高阶格式比较麻

烦 (主要集中在内部矩量的定义和映射限制条件的

施加 ) .  因此现有文献多使用的格式为低阶格式

(  时不需要内部矩量). 除此之外, 非线性问题的

稳定项不仅依赖于映射算子, 还依赖于当前状态 (当
前材料或者应力状态), 无论从推导到计算都比较繁

琐[23]. 当前涉及到非线性问题的文献, 其切线刚度矩

阵的格式、稳定项的选择和内力项的计算过程都没

有很清晰的描述. 本文将以超弹性问题为例, 对以上

问题详细展开说明.
和传统弹性力学问题虚单元法中直接计算位移

的映射算子不同, 本文利用泊松方程的映射算子, 对
位移场的分量分别进行近似, 从而直接构造虚单元

法求解非线性力学问题的求解格式. 通常来说, 针对

泊松方程, 虚单元法的映射算子计算更简单, 也更容

易扩展到高阶格式, 甚至任意阶格式. 利用计算所得

的高阶映射算子, 可进一步构造对位移场的映射算

子, 从而直接代入到线性化之后的平衡方程中, 计算

刚度矩阵. 对于稳定项, 由于方程最终进行了线性化,
因此可直接通过自由度相乘的形式计算稳定刚度矩

阵[8,22]. 一般来说, 以上提到的计算格式具有很强的

可扩展性. 根据泊松方程的映射算子, 便可直接求解

大部分非线性力学问题.
该文分为以下几个部分: 第 1 章给出超弹性问

题的基本理论和选用的超弹性材料本构; 第 2 章主

要解释如何计算虚单元法中的不同映射算子; 第
3 章介绍如何利用映射算子, 进一步推导出超弹性

问题的虚单元法求解格式; 在第 4章中, 给出一些典

型算例, 并进行分析. 最后给出总结. 

1     基本理论
 

1.1    超弹性问题的控制方程及其弱形式

Ω ∈ R2 Γ = ∂Ω = ΓD∪Γt

ΓD Γt

在本节中考虑二维超弹性的静力及动力问题.
对于给定二维几何体   ,   为模

型的边界,   为 Dirichlet边界, 在其上指定位移; 
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为 Neumann边界, 在其上指定面力.
X

x

如图 1 所示, 假定   为任意物质点在初始构型

下的坐标,   为该物质点在当前构型下的坐标, 则其

关系可描述为

x = φ (X, t) = X+u (X, t) (1)

u

F

其中    为位移. 位移便于在参考坐标系下对物体变

形进行描述, 可定义变形梯度张量   为

F = Gradφ =
dx
dX
= I+∇u (2)

I ∇(·) = ∂
∂X j

(·)i

C = FT ·F
E

其中   为单位矩阵,   为矢量的梯度算子.

注意这里的梯度算子参考初始构型. 引入右柯西-格
林 (right Cauchy-Green)变形张量  , 格林-拉
格朗日 (Green-Lagrange)应变   有以下形式

E =
1
2

(C− I) (3)

Ω参考构型下变形体   平衡方程为

DivP+ f = 0 (4)

P

f P

S, S P

其中   为第一 P-K应力 (first Piola-Kirchhoff stress),
 为体积力. 由于应力张量    是非对称的, 在数值

计算中往往采用对称的第二 P-K (second Piola-
Kirchhoff) 应力张量     与   存在如下转换关系

S = F−1 · P (5)

S E并且,   和   是功共轭的, 即

S =
∂Ψ

∂E
(6)

Ψ其中   为超弹性应变能密度. 超弹性问题的弱形式为

δW = ∫V0
δE : SdV0 (7)

δE式中,   为格林-拉格朗日应变的变分, 并且有

δE =
1
2

(
δFT ·F+FT ·δF

)
(8)

平衡方程式 (4) 的数值求解可以转化成对式

(7) 中弱形式的数值求解. 通过伽辽金法可以将式

(7)转化成代数方程组. 由于式 (7)是非线性的, 在采

用牛顿迭代法对其所对应的代数方程组进行数值求

解时, 需对其进行线性化, 以得到刚度矩阵. 式 (7)线
性化后, 有

∆ (δW) =
w

V0
δE : ∆S +∆ (δE) : SdV0 (9)

S第二 P-K应力   的线性增量可以进一步表示为

∆S =
∂S
∂E

: ∆E = D : ∆E (10)

D其中   为 4 阶本构张量. 对式 (8) 进行线性化, 并结

合变形梯度 F的定义, 可以得到

∆ (δE) =
1
2

(
δFT ·∆F+∆FT ·δF

)
=

1
2

[
δ(∇u)T ·∆ (∇u)+∆(∇u)T ·δ∇u

]
(11)

将式 (10) 和式 (11) 代入式 (9) 中, 并根据 S 和

E的对称性, 可以得到

∆δW =
w

V0
δE : D : ∆EdV+w

V0
S :

[
δ(∇u)T ·∆ (∇u)

]
dV0 (12)

Ψ

材料模型选用可压缩 Neo-Hookean 超弹性模

型, 其应变能   表达式为

Ψ =
µ

2
(IC −3)−µlnJ+

λ

2
(lnJ)2 (13)

J = det F λ µ其中  ,   和   为拉梅常数. 由式 (6)可以得到

Neo-Hookean超弹性模型的第二 P-K应力表达式

S = 2
∂Ψ

∂C
= µ

(
I−C−1

)
+λ (lnJ)C−1 (14)

对第二 P-K 应力进行求导, 进而得到对应的本

构张量

D = 2
∂S
∂C
= λC−1⊗C−1+2(µ−λlnJ) L

LIJKL = −
∂C−1

IJ

∂CKL

 (15)

根据以上弱形式及其线性化后的形式, 可以建

立虚单元法非线性求解超弹性静力问题的数值格

式. 虚单元法相比有限元, 可以使用任意不规则单元,
因此在处理超弹性问题上具有一定优势. 传统虚单

 

Γ0

Ω0 Ω
t

x

dX
dx

x = φ(X, t)

X

F

 
图 1   初始构型和当前构型

Fig. 1    Initial configuration and current configuration
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元法在求解此类问题时, 需要构造位移场或者应变

的投影, 计算映射算子的过程性比较复杂. 本文将讨

论如何使用泊松方程的映射算子, 构造超弹性问题

的虚单元法格式. 

2     基于泊松方程的投影算子计算

Pk

根据现有文献, 在使用虚单元法处理力学问题

时, 需要引入矢量多项式空间  . 为了简化计算, 分
别将位移场的分量近似, 因此只需要构造标量场的

映射算子即可. 本文从泊松方程出发, 计算标量场的

映射算子, 并构造位移场的映射, 从而计算多边形单

元内的位移梯度, 进而过渡到能够处理超弹性问题. 

2.1    模型离散与虚单元空间

Ω

E ∈ Jh

hE |E|
Mk (E)

虚单元法需要将模型   离散成一系列互不重叠

的任意多边形单元  . 单元 E 的边数为 n, 半径

为    (特征尺寸), 面积为   . 对于任意给定阶数 k,
为了表达自由度, 定义   为单元 E 上的尺度单

项式集

Mk (E) :=
{(

X−XE

hE

)s

, |s| ⩽ k
}

(16)

(k+1)(k+2)/2 |s| = s1+ s2 XE其维数为   , ,   为单元

的 E 形心, 此外

Xs := Xs1
1 Xs2

2 (17)

由于虚单元法没有显式的形函数表达式, 因此

需要构造多项式空间的局部投影. 对于泊松方程, 借
助以下虚单元空间来构造投影算子

Vk (E) :=
{
uh ∈ H1 (E) : ∆u ∈ Pk−2 (E) in E,

u|∂E = Bk (∂E)
}

(18)

Pk

Bk (∂E)

其中    为最高阶次不超过 k 的标量多项式空间 ,
 为边界元空间

Bk (∂E) := {uh ∈C (∂E) : ue ∈ Pk(e), e ∈ ∂E} (19)

Vk (E)

n+ (k−1)n = nk

∆u = Pk−2 k(k−1)/2

k = 2

Vk (E)

接下来需要根据    设定自由度. 对于多边

形的任意条边, 需要 k + 1个点的值以确定 k 阶多项

式, 因此需要    个自由度. 此外, 由于

, 因此需要在单元内部额外增加  

个自由度. 对于  , 自由度的设置如图 2 所示. 最
终, 函数空间   的维数为

NE := dimVk (E) = nk+
k (k−1)

2
(20)

对于单元角点及边界上的节点, 其自由度可设

置为节点值, 对于内部点, 其自由度可定义为

1
|E| ∫E uhmαdΩ, ∀mα ∈Mk−2 (E) (21)

 

2.2    椭圆投影算子

Vk (E)对应虚单元空间  , 定义以下椭圆投影算子

Π∇k (E) :Vk (E)→Pk (E) ,u 7→ Π∇k u (22)

Π∇k E ∈ Jh Π
∇
k其中   表示椭圆投影算子.  ,   可通过以下

正交条件计算w
E
∇

(
Π∇k uh−uh

)
· ∇pdΩ = 0 (23)

因此可进一步得到w
E
∇Π∇k uh · ∇pdΩ =

w
E
∇uh · ∇pdΩ (24)

∀uh ∈ H1 (E) ∀p ∈
Pk (E)

Π∇k (E)

式 (23) 和式 (24) 中 ,  均有   ,  
. 由于式 (24) 左侧矩阵的第一行全为 0, 为了

求解映射算子  , 需要补充以下限制条件

P0 :H1 (E)→P0 (E) , P0
(
Π∇k uh−uh

)
= 0 (25)

P0对于不同阶次算法, 限制条件算符   有以下不

同的选择

P0 (uh) :=


1
n

n∑
i=1

uh, for k = 1

1
|E|

r
E uhdΩ, for k ⩾ 2

(26)

1/NE

在实施过程中, 例如对于式 (24)的右侧, 其矩阵

第一行需要变换成式 (26) 的形式 (对于一阶 VEM,
矩阵第一行的值全为  , 对于二阶 VEM, 需要用

 

3 7
2

6

1
11

10

5

9

4

8

k=2 vertex pointwise values

edge pointwise values

internal (volume) moments 
k = 2图 2   虚单元的自由度,  

k = 2Fig. 2    Degrees of freedom of virtual element,  

2638 力            学            学            报 2024  年 第  56  卷



到内部自由度的定义, 见式 (21)).
对式 (24) 的右侧进行分部积分, 并借助高斯公

式, 有
w

E
∇Π∇k uh · ∇pdΩ =

−
w

E
uh · ∇2 pdΩ+

w
∂E

uh ·
∂p
∂n

dΓ
(27)

Vk (E)

ϕk (E) Pk (E) m ∈ Mk (E)

由于节点自由度已知, 因此可计算椭圆投影基

函数. 假设虚单元空间   的基函数 (节点基) 为
, 多项式空间   的基函数为  , 则

节点基函数的投影为

Π∇k ϕi=

NP∑
α=1

aα,imα =
NE∑
j=1

s j,iϕ j (28)

NP := dimPk (E)其中  . 上式可写成以下矩阵向量形式[
Π∇k ϕ1, Π

∇
k ϕ2, · · · Π∇k ϕNK

]
=

Π∇k ϕ
T = mTΠ∇k∗ = ϕ

TΠ∇k (29)

Π∇k

Π∇k∗

其中   为椭圆投影算子在节点基函数下的矩阵表

示,   为椭圆投影算子在多项式基下的矩阵表示.

根据两种基函数的转换

mT = ϕT D (30)

可得到以下关系

Π∇k = DΠ∇k* (31)

D NE ×NP其中   为过渡矩阵 (尺寸为  ), 其表达式为

D jα = dof j (mα) , j = 1,2, · · · ,NE ;α = 1,2, · · · ,NP (32)

为了计算投影算子矩阵, 在式 (27) 中考虑基函

数, 则有

w
E
∇m · ∇Π∇k ϕ

T dΩ =

−
w

E
∇2m ·ϕT dΩ+

w
∂E

(∇m · n)ϕTdΓ (33)

其中

∇ϕT =


∂ϕT

∂X
∂ϕT

∂Y

 ,∇mT =


∂mT

∂X
∂mT

∂Y

 (34)

将式 (29)代入式 (33), 可得

w
E
∇m∇mTdΩΠ∇k∗ =

−
w

E
∇2mϕT dΩ+

w
∂E

(∇mn)ϕTdΓ (35)

n其中    为单元边界外法线 .  对于一阶 VEM,  式
(35)右端第一项为 0; 对于二阶 VEM, 需要通过内部

自由度计算. 因此, 式 (35)可进一步写为

GΠ∇k∗ = B (36)

G NP×Np B

NE ×Np

B

G

其中    是尺寸为    的矩阵 ,    是尺寸为

 的矩阵. 根据自由度的假设, 式 (35) 的右端

是可计算的, 因此矩阵    是可计算的. 值得一提的

是, 由于没有考虑限制条件, 矩阵   的第一行元素都

为 0 .  将矩阵元素为 0 的方程用限制条件 (式
(26))代替, 可得

G̃Π∇k∗ = B̃ (37)

则椭圆投影算子矩阵可通过下式计算

Π∇k∗ = G̃−1 B̃ (38)

u ∇u

针对泊松方程问题, 我们得到了如式 (38) 及式

(31) 所示的投影算子矩阵的计算方法. 通过该投影

算子, 对于任意标量   的梯度   可通过如下近似

∇
(
Π∇k u

)
= ∇

(
Π∇k ϕ

T
)
u = ∇ϕTΠ∇k u = ∇mTΠ∇k∗u (39)

u

Π∇k u

虚单元法的基本思想是将变量   分为映射分量

 和余量, 即

uh = Π
∇
k uh+

(
uh−Π∇k uh

)
(40)

因此, 在构造双线性格式的时候, 会得到额外的稳

定项.
对于弹性力学问题, 和传统的 VEM求解格式不

同, 本文不需要针对矢量场构造投影算子, 只需要根

据式 (38) 及式 (31) 计算所得投影算子进行变换, 从
而计算出多边形单元内的位移梯度、应变等, 从而

可适用于求解非线性力学问题. 接下来以超弹性问

题为例, 利用式 (38) 及式 (31) 计算所得投影算子,
详细推导 VEM求解超弹性问题的计算过程. 

3     超弹性问题的虚单元法求解格式
 

3.1    超弹性问题的切线刚度矩阵

对于超弹性材料的静力学问题, 线性化之后的
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内力虚功为

∆δW =
w

V0
δE : D : ∆EdV+w

V0
S :

[
δ(∇u)T ·∆ (∇u)

]
dV0 (41)

E

对于二维问题, 为了便于数值计算, 将格林-拉
格朗日应变张量   和第二 P-K应力分别表示成如下

向量形式

Ê =
[

EXX EYY 2EXY
]T
, Ŝ =

[
S XX S YY S XY

]T

(42)

Ŝ Ê式中   和   仍然是功共轭的. 此外, 对于式 (41)中等

号右端第二项, 有

S :
[
δ(∇u)T ·∆ (∇u)

]
= δθT · I ·∆θ (43)

其中

θ =
[
∂u
∂X

∂u
∂Y

∂v
∂X

∂v
∂Y

]T
, I =

[
S 0
0 S

]
(44)

考虑

δÊ = A ·δθ, ∆Ê = A ·∆θ (45)

其中

A =

 F11 0 F21 0
0 F12 0 F22

F12 F11 F22 F21

 (46)

则可得到以下关系

δET : D : ∆E = δÊT · D̂ ·∆Ê = δθT · AT · D̂ · A ·∆θ (47)

将式 (45)和式 (47)代入式 (41), 最终得到

∆δW =
w

V0
δÊT · D̂ ·∆ÊdV0+

w
V0
δθT · I ·∆θdV0 =w

V0
δθT ·

(
AT · D̂ · A+ I

)
·∆θdV0 (48)

和有限元法不同, 虚单元法中并不能直接给出

单元内插值形函数的具体表达式, 但是根据之前构

造的形函数向多项式空间的投影算子, 可近似计算

变量梯度. 由于式 (39) 中的映射算子是基于泊松方

程求得, 如果将其直接应用到超弹性问题, 便可大幅

度减小问题分析的复杂度. 这也是本文一直所推荐

的格式. 考虑式 (44), 有

∆θh ≈
[
∇ϕTΠ∇k 0T

0T ∇ϕTΠ∇k

]{
∆uh
∆vh

}
=[

∇mTΠ∇k∗ 0T

0T ∇mTΠ∇k∗

]{
∆uh
∆vh

}
=

∇ϕT
dΠk

{
∆uh
∆vh

}
= ∇mT

dΠk*

{
∆uh
∆vh

}
(49)

∇mT ∇ϕT其中   和   在式 (34) 中给出. 此外, 式 (49) 中
的其他项为

Πk =

[
Π∇k 0
0 Π∇k

]
, Πk∗ =

[
Π∇k∗ 0

0 Π∇k∗

]
(50)

∇mT
d =

[
∇mT 0T

0T ∇mT

]
, ∇ϕT

d =

[
∇ϕT 0T

0T ∇ϕT

]
(51)

Uh =
[

uT
h vT

h

]T
如式 (40) 中所描述, 式 (49) 中的左右两侧并不

是严格相等 .  若考虑余项 ,  定义   ,

则有

∆θh = ∇ϕT ·Πk · ∇Uh+
(
∆θ−∇ϕT ·Πk · ∇Uh

)
=

∇mT ·Πk∗ · ∇Uh+∇ϕT · (Ik −Πk) · ∇Uh (52)

Ik Πk其中   为尺寸和   相同的单元矩阵.
为了得到刚度矩阵, 将式 (52)代入式 (48), 可得

∆δW =
{
δuT

h δvT
h

}
·Λ ·

{
∆uh
∆vh

}
(53)

其中

Λ =ΠT
k∗ ·

w
V0
∇md

(
AT · D̂ · A+ I

)
∇mT

d dV0 ·Πk∗+

(Ik −Πk)T ·
w

V0
∇ϕd

(
AT · D̂ · A+ I

)
∇ϕT

d dV0 · (Ik −Πk)

(54)

则其切线刚度矩阵需要分为两部分

Kt
K2 = Ktc

K2+Kts
K2 (55)

Ktc
K2 Kts

K2其中   为协调刚度矩阵,   为稳定刚度矩阵.
由式 (54)等号右端第一、二项可分别推导出协

调刚度矩阵和稳定刚度矩阵. 协调刚度矩阵为

Ktc
K2 =Π

T
k* ·G0 ·Πk* (56)

其中

G0 =
w

V0
∇md

(
AT · D̂ · A+ I

)
∇mT

d dV0 (57)

k = 1

k > 1 E

式中的积分, 对于   时可直接使用单点积分进行

计算. 对于  , 可通过将多边形单元   划分成三角

形单元计算, 如图 3所示. 式中的核函数为多项式函

数, 因此也可以构造特殊格式的高斯公式, 将面积分

转化成形单元边界上的线积分.
此外, 稳定刚度矩阵为

Kts
K2 = (Ik −Πk)T ·Gs

0 · (Ik −Πk) (58)

其中
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Gs
0 =

w
V0
∇ϕd

(
AT · D̂ · A+ I

)
∇ϕT

d dV0 (59)

ϕ

hE

虚单元法没有形函数    的具体表达式, 但是在

合理的   的假设下, 可以保证w
V0
∇ϕ · ∇ϕTdV0 = O (1) (60)

因此可根据式 (58) 直接得到稳定刚度矩阵, 其
表达式如下

Kts
K2 = α(Ik −Πk)T (Ik −Πk) (61)

α Ktc
K2 Kts

K2其中    为保证    和    有相同量级的参数, 具体

表示为

α =
α0

Nen

√√√2Nen∑
i=1

(
Ktc

ii

)2
(62)

Nen Πk α0

2 ⩽ α0 ⩽ 4

其中    为矩阵    的维数,   为稳定化参数. 对于

非线性问题, 稳定项的选择对结果的影响较大, 尤其

是对于一阶 VEM. 一般来说, 稳定化参数的选择过

小会有较高的精度, 但是会导致迭代的不收敛. 稳定

化参数的选择过大, 非线性迭代的收敛效果较好, 但
是精度会有所降低 .  通过数值实验 ,  本文设置

. 对于高阶虚单元法, 稳定项的选择对结果

的影响较小. 

3.2    超弹性问题中内力的计算

Fint

和有限元法相同, 在虚单元法中, 内力项的计算

需要额外的稳定项. 为了导出内力向量    的表达

式, 将式 (45)代入式 (7)中, 可得{
δuT δvT

}
·Fint =

w
V0

δÊT · ŜdV0 =

w
V0

(A ·δθ)T · ŜdV0 (63)

进一步考虑式 (49)和式 (52), 可得

{
δuT δvT

}
·Fint =

{
δuT δvT

}
·(w

V0
∇ΠT · AT · Ŝ+Fs

int

)
(64)

则内力向量为

Fint =
w

V0
∇ΠT · AT · Ŝ+Fs

int (65)

Fs
int其中   为内力向量的稳定项.

Fs
int

和刚度矩阵的稳定项推导方法类似, 可以得到

 的具体表达式

Fs
int= (Ik −Πk)T ·GFs

0 · (Ik −Πk) ·
{

uh
vh

}
(66)

其中

GFs
0 =

w
V0
∇ϕd

(
AT · D̂ · A

)
∇ϕT

d dV0 (67)

hE

Gs
0 ≈ GFs

0

和式 (59)相似, 上式也是不可计算的. 但是在合

理的    的假设下, 可参考刚度矩阵的稳定项, 假设

, 有

Fs
int ≈ Kts

K2 ·
{

uh
vh

}
(68)

将式 (68)代入式 (65), 可得到最终的内力向量.
综上所述, 本文所采用的新型虚单元法求解超

弹性问题的基本流程如表 1所示.
  

表 1   算法流程框架

Table 1    Algorithmic process framework
Algorithm flow framework: Novel virtual element method for solving
hyperelastic problems

1. Read mesh, define boundary conditions, set material parameters.

Π∇k∗

F D

Kt
K2

2. Calculate the element stiffness matrix and internal force vector:
　Calculate the projection operator  based on Eqs. (31) and (38);

　Calculate the second P-K stress and constitutive tensor based on Eqs. (14)
and (15);
　Calculate coordination stiffness matrix based on Eqs. (38), (50), (51), (56),
(57) and  ,  ;
　Calculate stabilization term based on Eq. (61);
　Calculate the tangent stiffness matrix  based on Eq. (55).

3. Use Newton iteration method to solve the displacement and output results
for each loading step.
  

3.3    应变及应力的计算

在通过 VEM计算出节点的位移之后, 可将位移

代入式 (49), 则单元内的应变为

Ê = A ·θ = A · ∇mT
d ·Πk*

{
uh
vh

}
(69)

S

σ S

然后第二 P-K 应力   可通过式 (14) 计算, 柯西

应力   可通过第二 P-K应力   计算

 


5


4


3


2


1

 
图 3   多边形单元三角划分

Fig. 3    Triangle division of polygon mesh
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σ =
1
J

F ·S ·F (70)

F其中涉及的变形梯度   可由下式计算

F =
(
∇mTΠ∇k*

[
uh vh

])T
+ I (71)

 

4     数值算例

基于上述的求解超弹性材料静力和动力学问题

的数值格式, 编写相应的 Matlab 程序, 采用该程序

模拟了超弹性材料的变形行为, 并与有限元的数值

结果进行了对比, 比较了两种算法的收敛性和精确

性. 所有算例的虚拟单元法的多边形网格都是基于

开源软件 PolyMesher[42] 生成. 

4.1    Cook 膜问题

H1 H2

λ µ

α0 = 2

本小节研究变截面悬臂梁的 Cook问题, 如图 4
所示. 悬臂梁右端承受均布 4 N/mm 的剪切载荷, 其
几何尺寸分别为: L = 48 mm,   = 44 mm,   =
16  mm.  超弹性本构的材料参数    和    分别为

100 MPa 和 40 MPa. 在本算例中, 稳定项参数选

. 同时, 本算例还与另一种 VEM 格式进行对

比 (无稳定项虚单元法, stabilization-free virtual
element method, SFVEM [40]).

x

y 2N

l

对于本算例, 分别采用四边形网格和多边形网

格进行计算. 为了展示所提出的虚单元法数值格式

的性能, 对该几何模型进行均匀网格加密,   方向和

 方向的网格划分份数为   . 为了比较虚单元法和

有限元法的收敛性, 本文将模型右上角 (图 4 中的

点 A) 的纵向位移作为参考. 对于 SFVEM 的不同阶

数的问题, 应变模式的阶数选择为  . 不同算法所得

结果如图 5所示.

σxy

图 5 中横坐标表示网格单元的细分数, 纵坐标

为 Cook 膜自由端顶点 (图 4 中的点 A) 沿 y 方向的

最大位移. 从图中可以看出, 对于不同网格, 一阶虚

单元法所得结果要比一阶有限元法更好. 对于二阶

虚单元法, 其在较低密度网格下便可得到较优秀的

结果. 对于四边形网格, SFVEM 所得结果和有限元

法很接近, 但是由于采用了高阶的应变模式, 因此计

算量较大. 二阶 VEM 求解得到的应力分量 ( ) 云
图如图 6所示. 

 

y

x
L

A

H
2

H
1

 
图 4   Cook膜问题的边界和加载条件

Fig. 4    Boundary and loading conditions of Cook membrane problem
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图 5   虚单元和有限元收敛性的比较

Fig. 5    Comparison of convergence between virtual element method and
finite element method
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σxy图 6   Cook膜问题在当前构型下的应力   云图

σxyFig. 6    Contour plot of stress     for Cook membrane problem at
current configuration
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4.2    冲压问题

λ µ

α0 = 4

本算例研究冲压问题的虚单元法表现. 如图 7

所示, 方形板顶端和左端水平方向的平动自由度被

约束; 底端竖直方向的平动自由度被约束, 均布载荷

大小为 800 N/mm. 几何尺寸设置为: L = H = 1 mm.
超弹性本构的材料参数    和    分别为 400.75 MPa

和 92.5 MPa. 本算例采用四边形和多边形网格进行

计算, 稳定项参数选  .

x y

2×2N 2N

uy

为了验证该算法的收敛性, 对该几何模型进行

均匀网格加密,   方向和    方向的网格划分份数为

 和   .  通过比较不同网格下模型左上角点

(图 7 中点 A) 的纵向位移   , 比较了虚单元法和有

限元的收敛性, 如图 8所示.

N = 3 N = 4 uy

从图 8 中可以看出, 对于该问题, 一阶虚单元

法在网格密度较低的情况下所得结果精度较差 ,

但是随着网格的加密 , 所得位移结果和一阶有限

元法类似 .  二阶虚单元法所得结果精度较高 .  对

于    和  , 不同网格的位移   云图如图 9

所示. 

4.3    半圆拱受压问题

F F = −0.1 N

λ µ

α0 = 2

最后 ,  考虑半圆拱受压的不稳定问题 .  如
图 10所示, 模型的外半径为 10 mm, 内半径为 9 mm.
模型的右端底部固定, 左端底部受单点固支, 此外其

顶部承受竖直向下的集中力  , 初始载荷  .
超弹性材料参数   和   分别为 5.56 MPa和 1.85 MPa.
使用多边形网格对该半圆拱模型进行离散. 本算例

采用一阶 VEM进行计算, 稳定项参数选  .
容易看出在此类边界条件下, 该结构为非稳定

结构, 因此采用牛顿法求解容易发生“突跳”和“回

 

py

A

H

L L 
图 7   冲压问题的边界和加载条件

Fig. 7    Boundary and loading condition of punch problem
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图 8   虚单元和有限元收敛性的比较

Fig. 8    Comparison of convergence between virtual element method and
finite element method
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图 9   不同网格下冲压问题的位移 uy 云图

uyFig. 9    Contour plot of displacement    of punch problem for different meshes
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图 10   半圆拱的边界条件和几何尺寸

Fig. 10    Boundary conditions and geometric size of semicircular arch
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弹”现象. 弧长法相比牛顿法可以跟踪位移载荷曲线

极值点以后的位移-载荷路径, 因此可以捕捉结构的

失稳现象. 因此在采用虚单元法进行模拟时, 需使用

弧长法对位移和加载因子进行求解. 弧长法中的初

始载荷因子和对应的弧长都为 0.025. 在本算例中,
采用一阶虚单元法进行计算, 因此可直接使用点积

分计算式 (57), 计算效率会高于传统 FEM.
模拟得到的半圆拱顶部的载荷 -位移曲线如

图 11所示. 载荷-位移曲线中特殊位置的Mises应力

云图如图 12(a) ~ 图 12(c)所示. 

5     结 论

本文给出了一种求解超弹性问题的一般格式的

高阶虚单元法. 由于虚单元法不需要获取单元内部

的插值基函数, 因此可以使用任意多边形单元进行

几何离散. 和传统的虚单元法不同的是, 通过求解泊

松方程的椭圆映射算子, 对矢量场的每个分量分别

进行近似, 从而可直接求解非线性弹性力学问题. 由
于不需要针对位移或者应变构造椭圆投影算子, 因
此该格式更简洁, 且扩展性更强. 通过本文给出的例

子可以看出, 虚单元法对前处理更具灵活性和多样

化, 其数值结果和传统有限元法很接近, 因此, 该算

法具有一定的有效性. 本文给出的求解格式不仅适

用于超弹性问题, 还适用于其他非线性力学问题, 如
弹塑性问题等.
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