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基于 Runge-Kutta 的自回归物理信息神经网络求解

偏微分方程

韦    昌 *    樊昱晨 *    周永清 *    张超群 †    刘    欣 *, †    王赫阳 *, 1)

* (天津大学机械工程学院, 天津 300072)

 † (烟台龙源电力技术股份有限公司, 山东烟台 264006)

摘要　物理信息神经网络离散时间模型 (PINN-RK)是深度学习技术与龙格库塔方法相结合的产物, 在求解偏

微分方程时具有非常出色的稳定性和较高的求解精度. 但是, 受到龙格库塔算法本身的限制, PINN-RK模型仅

能实现单步时间预测, 且计算效率较低. 因此, 为了实现多时间步长预测和提高模型的计算效率, 提出了一种基

于龙格库塔法的自回归物理信息神经网络模型 (SR-PINN-RK). 该模型基于自回归时间步进机制, 改进了神经

网络的训练流程和网络结构, 相比 PINN-RK 模型, 大幅减少了神经网络的训练参数, 提高了模型的计算效率.

此外, 在自回归机制的作用下, 该模型通过对标签数据的动态更新, 成功实现了对偏微分方程解的多时间步长

预测. 为了验证文中模型的求解精度和计算效率, 分别求解了 Allen-Cahn方程和 Burgers方程, 并与文献中的基

准解进行了对比. 结果表明, 模型预测解与基准解之间具有很高的一致性, 求解 Allen-Cahn方程和 Burgers方程

的最大相对误差均低于 0.009.

关键词　物理信息神经网络, 自回归时间步进机制, 偏微分方程, Allen-Cahn方程, Burgers方程
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SELF-REGRESSIVE PHYSICS-INFORMED NEURAL NETWORK BASED ON RUNGE-
KUTTA METHOD FOR SOLVING PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract     Physics-informed neural networks discrete-time model (PINN-RK) is a product of combining deep learning
techniques with Runge-Kutta method, which has excellent stability and high accuracy in solving partial differential
equations. As an emerging computational tool, PINN-RK has been widely applied in solving various complex problems
in scientific and engineering fields. However, due to the limitations of the Runge-Kutta algorithm itself, the PINN-RK
model can only achieve single-step time prediction and has low computational efficiency. To achieve multi-step time
prediction and improve the computational efficiency of the model, this paper proposes a novel self-regressive physics-
informed neural networks model based on the Runge-Kutta method (SR-PINN-RK). The SR-PINN-RK model builds
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upon the PINN-RK model by incorporating a self-regressive time-advancing mechanism which allows the SR-PINN-RK
model to learn the temporal dynamics of the partial differential equation more effectively, resulting in improved training
performance and accuracy. In SR-PINN-RK model, except for the label data at the initial time given by the user, all other
training labels are provided by the neural network model itself. The new PINN-RK model is a significant improvement
over the PINN-RK model, with a much smaller number of training parameters and a significant boost in computational
efficiency. This makes SR-PINN-RK model much faster and easier to train, while still maintaining the same level of
accuracy. The SR-PINN-RK model uses a self-regressive mechanism to dynamically update the label data, which allows
it to successfully achieve multi-step time prediction of partial differential equation solutions. This represents a remarkable
improvement compared to the PINN-RK model, which is limited to single-step predictions. In order to verify the
accuracy and computational efficiency of the SR-PINN-RK model, the Allen-Cahn equation and Burgers equation are
solved using the SR-PINN-RK model and the predicted results are compared with the benchmark solutions in the
literature. It is shown that the predicted solution of the SR-PINN-RK model is highly consistent with the benchmark
solution qualitatively without significant differences. When it comes to the quantitative analysis, it can be observed that
the maximum relative error in solving the Allen-Cahn and Burgers equations are both below 0.009, thereby exhibiting a
remarkable level of precision in solving partial differential equations.

Key words    physics-informed neural network, self-regressive time-advancing mechanism, partial differential equations,
Allen-Cahn equation, Burgers equation

 

引 言

近 10 年来, 随着大数据的海量积累和 GPU 算

力的革命性提升, 人工智能领域迎来了蓬勃的发展.
在诸多人工智能技术中, 深度学习技术更是在自动

驾驶[1]、图像识别[2] 和自然语言处理[3] 等方面取得

了显著的成果. 此外, 深度学习技术作为一种新兴的

计算手段, 其理论和方法已被广泛应用于解决科学

领域[4] 和工程应用[5] 中的各种复杂问题. 深度学习

技术提供了一个强大的信息处理框架[6], 不仅可以

通过算法解析数据, 而且还能够挖掘数据中潜在的

隐藏信息, 建立相应的代理模型, 实现对特定科学或

工程问题的推理预测.
由神经网络的函数通用近似定理[7-8] 可知, 经过

充分训练的深度神经网络模型可以作为非线性偏微

分方程的一种求解器. 与有限元、有限差分和有限

体积等传统数值求解方法不同, 基于深度学习的偏

微分方程求解器是一种无网格化方法, 在求解物理

和工程问题时无需网格[9], 略去了离散化过程. 偏微

分方程中的导数项可以通过基于链式求导法则的自

动微分技术 (automatic differentiation, AD)获得, 省时

省力. 值得一提的是, 在智能科学计算领域中, AD[10-11]

扮演着不可或缺的重要角色. AD可以高效地计算神

经网络输出关于输入的导数, 为损失函数的构建和

反向传播过程提供了关键的技术支撑[5].
目前已经提出并发展了多种基于深度学习技术

的偏微分方程求解方法. 一些学者[12-13] 基于高斯过

程回归的方法建立了线性算子之间的函数映射, 并
在经典的基准问题中进行了有效验证. 在后续的研

究工作中, Raissi 等[14] 通过对先前工作[13] 的改进,
进一步实现了高斯过程对非线性算子的映射. 但是,
对于强非线性问题, 高斯过程模型的预测精度较低

且鲁棒性较差. Khoo 等[15] 基于深度卷积神经网络

构造了一种新型的参数偏微分方程求解器, 该求解

器可以有效地避免维度灾难的发生. Zhu 等[16] 通过

将偏微分方程嵌入到卷积神经网络的损失函数中,
提出了一个求解偏微分方程的代理模型和量化不确

定性的方法. 该方法最大的特点是无监督学习, 在神

经网络训练之前不需要预先获得偏微分方程解的信

息. 虽然卷积神经网络在图像识别等领域[9] 表现出

色, 但是它们针对结构化数据的特点也限制了其在

非结构化数据中的应用. 受到前人工作[17] 的启发,
Raissi 等[18] 利用神经网络强大的非线性近似能力

和 AD, 正式提出了物理信息神经网络 (physics-
informed neural networks, PINN). PINN 的基本原理

是神经网络的函数通用近似定理, 核心思想是将偏

微分方程的残差形式嵌入到神经网络的损失函数

中, 进而约束模型训练参数的求解空间, 指导神经网

络的输出近似偏微分方程的解. 与传统的深度学习

方法不同, PINN 嵌入了物理机理等先验知识, 可以

实现数据与物理机理的深度融合, 因此能够更迅速
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准确地去解决实际遇到的科学和工程问题.
根据损失函数不同的构造方式, PINN可以被分

为连续时间模型和离散时间模型, 离散时间模型也

被称为基于龙格库塔法的物理信息神经网络模型[18]

(physics-informed neural networks based on Runge-
Kutta method, PINN-RK). 然而, 在智能科学计算领域

中, 学者们目前主要关注于 PINN的连续时间模型[19-25].
相比于连续时间模型, PINN-RK 的实施步骤较为繁

琐, 因此导致对 PINN-RK 的研究较少. PINN-RK 是

深度学习技术与龙格库塔方法相结合的产物, 具有

非常出色的稳定性和较高的求解精度. 但是, 对于时

变偏微分方程而言, 由于受到龙格库塔算法本身的

限制[26], PINN-RK 模型仅能实现单步时间预测, 且
计算效率较差. 因此, 为了提高 PINN-RK 的计算效

率以及实现偏微分方程解的多时间步长预测, 本文

在 PINN-RK 框架的基础上提出了一种基于龙格库

塔法的自回归物理信息神经网络模型 (self-regressive
physics-informed neural network models based on the
Runge-Kutta method, SR-PINN-RK). SR-PINN-RK模

型旨在解决多时间步长预测问题, 并通过简化神经

网络结构和减少神经网络复杂度来提高模型的计算

效率. 因此, 与 PINN-RK相比, SR-PINN-RK大幅度

缩减了可训练参数数量, 减轻了神经网络在前向传

播和反向传播过程中的计算负担, 提高了整个模型

的计算效率, 节约了训练的时间成本. 在 SR-PINN-
RK 模型的优化过程中, 本文引入了自回归机制, 将
神经网络自身的输出值传递到训练集中, 以实现不

断动态更新标签数据的目的. 通过这种方式, 偏微分

方程的时间步长也随之向前推进, 直至达到所预设

的时间节点. 在时间步长的推进更新下, 经过充分训

练后的 SR-PINN-RK模型可以实现偏微分方程解的

多时间步长预测. 最后, 为了验证 SR-PINN-RK的求

解精度和计算效率, 本文使用 SR-PINN-RK 模型分

别求解了 Allen-Cahn 方程和 Burgers 方程, 并将模

型的预测值与文献 [18]中提供的基准解进行了对比. 

1     物理信息神经网络模型
 

1.1    基于龙格库塔法的物理信息神经网络模型

本小节将简要介绍如何使用 PINN-RK 方法求

解常见的非线性偏微分方程. 一般情况下, 非线性偏

微分方程的通用形式为

ut(t, x)+N[u(t, x)] = 0, x ∈ Ω , t ∈ [0,T ] (1)

u(t, x) t

u N[·]
Ω RD

其中,    表示非线性偏微分方程的潜在解, 下标 

表示函数    对时间的偏导数,     表示非线性微分

算子,    为   的子集.

q

龙格库塔法是科学计算中常用的数值方法之

一, 也是在工程应用中广泛使用的一种高精度单步

算法. 龙格库塔法能够通过迭代的方式计算出微分

方程的数值解, 具有很高的准确性和稳定性. 通过将

 阶龙格库塔公式[26] 应用到非线性偏微分方程 (1)
可以得到

un+ci = un−∆t
q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]
, i = 1,2, · · · ,q,q+1 (2)

q ai j

∆t ci c j

un+ci un+c j

其中,    为龙格库塔阶数,    为龙格库塔公式中的系

数,    为时间步长,    和   分别表示龙格库塔节点,
 和   为龙格库塔采样值

un+c j (x) = u(tn+ c j∆t, x), j = 1,2, · · ·q,q+1 (3)

龙格库塔公式有两种常见的形式, 分别为显式

格式和隐式格式. 由于隐式格式具有更好的稳定性,
因此在本文后续的计算中, 神经网络的损失函数均

采用隐式龙格库塔公式构造. 为了方便书写表达, 式 (2)
可以被转化为以下形式

un = un
i , i = 1,2, · · · ,q,q+1 (4)

其中

un
i := un+ci +∆t

q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]
, i= 1,2, · · · ,q,q+1 (5)

在 PINN-RK中, 神经网络输出层的神经元数量

等于龙格库塔阶数 q + 1, 具体形式如下式所示

un+ci =
[
un+c1 (x),un+c2 (x), · · · ,un+cq (x),un+1(x)

]
(6)

un(x)

un+1(x)

其中,    表示非线性偏微分方程在当前时刻的解,
 表示非线性偏微分方程下一时刻的解.

x t

PINN-RK模型通过将式 (5)作用于待求解的非

线性偏微分方程, 可以构造出特定的神经网络损失

函数. PINN-RK 以最小化损失函数为目标, 不断更

新神经网络的权重和偏差, 最终形成非线性偏微分

方程的代理模型. 与连续时间模型不同, PINN-RK
的输入量仅为空间坐标    , 不包含任何时间量    . 另
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q外, PINN-RK 的输出值为向量形式, 由    阶龙格库

塔采样值和下一时刻偏微分方程的解组成, 如式 (7)
所示

un
qi
=
[
un

1(x),un
2(x), · · · ,un

q(x),un
q+1(x)

]T
(7)

 

1.2    基于龙格库塔法的自回归物理信息神经网络模型

PINN-RK 是一种用于求解非线性偏微分方程

的神经网络模型, 该模型可以通过当前时刻偏微分

方程的解准确地推测出一定时间步长后的解. 尽管

这种方法具有高度的灵活性和适应性, 但需要较大

的神经网络架构, 包括较深的隐藏层数和较多的神

经元个数, 因此需要占用大量的计算资源和显存空

间. 另外, 受到龙格库塔法是单步算法的限制, PINN-
RK也仅能输出单个时间步长的解, 无法直接对未来

多个时间步长的解进行预测. 为此, 本文利用自回归

的思想, 优化了 PINN-RK 的训练流程和网络结构,
提高了模型的计算效率, 缩短了训练时间, 并实现了

多时间步长预测的目的.
图 1 展示了 SR-PINN-RK 模型的结构示意图.

在该模型中, 除了初始时刻的标签数据由用户给定

外, 其余训练标签均由神经网络模型自身提供, 因此

该模型被称为自回归模型 .  SR-PINN-RK 改进了

PINN-RK 的训练流程, 通过将神经网络当前时刻的

输出值作为下一时刻的初始条件加入到训练集中,
不断动态更新训练集, 实现了自回归地向前推进时

间步长 ,  最终达到预测多时间步长解的目的 .  与
PINN-RK 相比, SR-PINN-RK 仅需较浅的网络层数

和少量的神经元个数就能够实现对非线性偏微分方

程的近似, 避免了神经网络深度增加所带来的问题,
如梯度消失和梯度爆炸等, 提高了模型的鲁棒性. 与
PINN连续时间模型相比, SR-PINN-RK模型在处理

时间变量时采用了不同的策略. PINN连续时间模型

未设定明确的时间间隔或时间步长, 将时间视为连

续的变量. 而在 SR-PINN-RK模型中, 时间被划分为

离散的间隔, 模型通过在这些离散的时间点上进行

计算来描述系统的演化过程. 这种离散时间的处理

方式更符合实际应用中的情况.

SR-PINN-RK 模型的训练流程如图 2 所示. 在

SR-PINN-RK 模型训练过程中, 神经网络首先使用

初始训练数据集进行训练, 这些数据集主要由非线

性偏微分方程的初始条件和边界条件组成. 为了尽

可能地减小 SR-PINN-RK 的优化误差, 本文采用了

Adam 算法[27] 和 L-BFGS 算法[28] 相结合的训练方

式. 神经网络经过不同算法的双重优化后, 当迭代次

数达到所设定的最大迭代次数或损失函数低于所设

定的阈值时, SR-PINN-RK 模型将进入自回归阶段.

在 SR-PINN-RK 模型中, 神经网络通过对初始训练

集的学习, 已经初步完成了对数据集的特征提取工

作. 使用这些特征作为后续时间步长训练任务的起

点, 神经网络能够更好地进行优化训练, 实现更快的

收敛速度, 降低所需的标签数据数量和训练时间, 提

高模型计算效率.
在自回归训练阶段, SR-PINN-RK 模型展现出

了独特的能力. 神经网络的当前输出被用作下一个

时间步长的输入, 形成了一个自回归的时间序列训

练过程. 对于 SR-PINN-RK模型来说, 这种自回归机

制尤为关键, 因为它允许模型在一系列的时间步长

中逐步学习和预测. 每一个时间步长的输出不仅是

对当前输入的处理结果, 还是下一个时间步长的训

练集. 随着 SR-PINN-RK模型不断地更新训练集, 偏
微分方程的时间步长也相应地向前推进. 每一次训

练集的更新都意味着模型在时间序列上向前迈进了

一步, 从而掌握了更多关于系统动态的信息. 在达到

预设的时间节点之前, SR-PINN-RK 模型会不断地

重新加载训练集, 并重复之前的训练过程. 这种迭代
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图 1   SR-PINN-RK模型结构示意图

Fig. 1    Schematic diagram of the structure of the SR-PINN-RK model
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式的训练方式有助于模型逐步积累经验和知识, 从

而不断提高其预测能力.

经过充分训练后, SR-PINN-RK 模型可以同时

输出不同时间步长的解. 与 PINN-RK模型相比, SR-

PINN-RK 模型通过嵌入自回归机制, 不仅可以最大

化地利用神经网络训练初期所积累的知识, 缩短在

后续时间步长上的训练时间, 提高模型的训练效率,

而且还能具备多时间步长预测的能力.
 

2     数值实验
 

2.1    Allen-Cahn 方程
 

2.1.1    问题描述

Allen-Cahn方程[29] 是描述相场模型的一个经典

偏微分方程, 该方程在材料科学和生物学等领域被

广泛应用. 通过对 Allen-Cahn方程的分析和求解, 可

以研究相变的动力学和热力学特性, 预测材料的形

态和微观结构. Allen-Cahn 方程的研究对于深入理

解其中的物理现象和开展相关领域的科研工作具有

重要意义. 本文将使用 SR-PINN-RK 方法对 Allen-

Cahn方程进行求解, 并与文献 [18]中提供的基准解

进行对比.

Allen-Cahn方程及其初边界条件如下所示

ut −0.000 1uxx +5u3−5u = 0, x ∈ [−1,1], t ∈ [0,1]

u(0, x) = x2 cos(πx)
u(t,−1) = u(t,1)
ux(t,−1) = ux(t,1)


(8)

t u x

xx u

其中, 下标    表示函数    对时间的偏导数, 下标    和

 分别表示函数   对空间坐标的 1阶和 2阶偏导数.

S S Eb S S En

通过将式 (5) 应用于 Allen-Cahn 方程, 可以得

到下列损失函数. SR-PINN-RK 模型损失函数形式

与 PINN-RK相同, 如式 (9) ~ 式 (11)所示. 损失函数采

用误差平方和 (sum of squared errors, SSE) 形式, 由
周期性边界条件   和物理约束   两部分组成

S S E = S S En + S S Eb (9)

S S En =

q+1∑
j=1

Nn∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣un+c j,i+∆t
q+1∑
j=1

ai j [PDE]− ûn,i

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

PDE = −0.000 1u
n+c j,i
xx +5

(
un+c j,i

)3−5un+c j,i


(10)

S S Eb =

q+1∑
j=1

∣∣∣un+c j (−1)−un+c j
∣∣∣2+

q+1∑
j=1

∣∣∣∣un+c j
x (−1)−u

n+c j
x

∣∣∣∣2 (11)

ûn,i un+c j,i其中,    表示训练集中的标签数据,    表示 SR-
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图 2   SR-PINN-RK训练流程图

Fig. 2    The flowchart illustrating the training procedure of the SR-PINN-RK model
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i

j

PINN-RK的输出值,    表示不同的空间采样点, 其取

值范围由采样点数量决定,    表示龙格库塔阶数. 

2.1.2    神经网络参数配置

SR-PINN-RK 模型中的训练数据并非固定不变

的, 自回归机制的嵌入可以实现标签数据的动态更

新. 在保持训练数据量相同的情况下, 在单个训练周

期内, 与 PINN-RK模型需要一次性接受全部数据量

不同, SR-PINN-RK 模型只需少量数据即可进行训

练, 并能够在后续训练过程中通过动态更新数据集

的方式实现标签数据的分批式投入, 减少单次训练

数据的大小. 对于较小的训练数据集, 采用较小的神

经网络结构不仅可以避免过拟合, 提高泛化性能, 而
且还可以减少训练时间, 提高训练效率. 因此, 与
PINN-RK 相比, SR-PINN-RK 模型中的神经网络结

构更加简洁.
在实际的训练过程中, 标签数据对于模型的预

测性能具有显著影响. 首先, 标签数据对于任何监督

学习模型来说都是至关重要的, 因为它们为模型提

供了学习和预测的依据. 因此, 随着标签数据数量的

增加, 两个模型的预测精度均有所提高. 相反, 随着

标签数据量的减少, 两个模型的预测性能均有不同

程度的下降. 相较于 PINN-RK 模型, SR-PINN-RK
模型凭借其独特的优化算法, 可以从少量数据中提

取出有效的特征信息, 并给出相对准确的预测结果.
因此当标签数据数量有限时, SR-PINN-RK 模型表

现出更强的鲁棒性和适应性.
在对 Allen-Cahn 方程求解时, SR-PINN-RK 模

型中神经网络隐藏层数量设置为 3, 每个隐藏层设

置 50 个神经元, 龙格库塔阶数为 50, 总训练参数为

7750个. 而在 PINN-RK模型[18] 中, 神经网络为 4个
隐藏层, 每个隐藏层则有 200个神经元, 龙格库塔阶

数为 100, 总训练参数高达 121 400个. 可以看到, 由
于 SR-PINN-RK 模型的网络结构更加简洁, 因此可

训练参数仅为 PINN-RK 的 6%, 在保证性能的同时

大幅度缩减了神经网络的计算量, 显著提升了模型

的训练效率.
神经网络强大的非线性拟合能力主要得益于神

经元中的非线性激活函数. 常见的激活函数主要有

ReLU激活函数[30]、Tanh激活函数[31] 和 Sigmoid激
活函数[32] 等. 由于 Tanh 激活函数具有无限可微的

特点, 因此文中所有隐藏层均采用 Tanh激活函数. 此
外, 为了不约束神经网络输出值的范围, 输出层采用

线性激活函数. SR-PINN-RK权重初始化采用 Glorot
正态分布初始化[33], 网络结构为全连接神经网络.

在 SR-PINN-RK 的训练初期阶段, 神经网络损

失值通常较高, 为了保证后续训练集的精度, 设置

Adam 算法首次迭代次数为 5000 代 ,  学习率为

0.001, L-BFGS算法最大迭代次数为 5000代. 在 SR-
PINN-RK 的后续训练区间内, 设置 Adam 迭代次数

为 1000代, 学习率保持不变, L-BFGS算法最大迭代

次数为 1700代. L-BFGS算法[28] 的优点是可以在较

少的迭代次数内收敛, 且无需手动设置学习率. 但是,
L-BFGS 算法在非凸优化问题中容易陷入局部极小

值. 相比之下, Adam算法是一种自适应学习率算法[27],
自适应学习率可以帮助算法在参数空间内跳出局部

极小值, 而动量可以使算法在梯度方向上保持一定

的惯性, 从而更容易找到全局最优解. 因此, 本文采

用 Adam 算法和 L-BFGS 算法相结合的训练方式,
旨在先借助 Adam 算法逼近全局最优点, 再利用 L-
BFGS 算法加快神经网络的收敛速度 ,  减少 SR-
PINN-RK的优化误差, 提高模型预测精度. 

2.2    Burgers 方程
 

2.2.1    问题描述

Burgers 方程[34] 是一种经典的非线性偏微分方

程, 可以将其视为 N-S方程的一种简化模型, 常被用

于模拟激波传播和反射现象. 虽然 Burgers 方程不

存在解析解, 但是通过数值方法可以获得 Burgers方
程的数值解 .  本文将使用 SR-PINN-RK 方法对

Burgers方程进行求解, 并与文献 [18]中提供的基准

解进行对比.
Burgers方程及其初边界条件为

ut +uux − (0.01/π)uxx = 0, x ∈ [−1,1], t ∈ [0,1]
u(0, x) = −sin(πx)
u(t,−1) = u(t,1) = 0


(12)

将式 (5) 应用于 Burgers 方程, 可以得到下列

SSE 损失函数. SSE 损失函数由狄利克雷边界条件

SSEb 和物理约束 SSEn 两部分组成

S S E = S S En+S S Eb (13)

S S En =

q+1∑
j=1

Nn∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣un+c j,i+∆t
q+1∑
j=1

ai j [PDE]− ûn,i

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

PDE = un+c j,iu
n+c j,i
x − (0.01/π)u

n+c j,i
xx


(14)
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S S Eb =

q+1∑
i=1

[∣∣∣un+ci (−1)
∣∣∣2+ ∣∣∣un+ci (1)

∣∣∣2] (15)

ûn,i un+c j,i

i

j

其中,    表示训练集中的标签数据,    表示 SR-
PINN-RK 模型的输出值,    表示不同的空间采样点,
取值范围由采样点数量决定,    表示龙格库塔阶数.
 

2.2.2    神经网络参数配置

在求解 Burgers方程时, SR-PINN-RK模型的参

数设置与求解 Allen-Cahn 方程时的设置相同. 而在

PINN-RK 模型[18] 中, 神经网络拥有 4 个隐藏层, 每

个隐藏层有 50个神经元, 龙格库塔阶数为 500, 总训

练参数为 32 800个. 可以看到, SR-PINN-RK模型的

可训练参数仅为 PINN-RK的 20%, 减少了优化学习

所需的计算量, 提高了计算效率.

在 SR-PINN-RK 训练的早期阶段, 设置 Adam

首次迭代次数为 1000 代, 学习率为 0.001, L-BFGS

算法的最大迭代次数为 1700代. 在 SR-PINN-RK的

后续训练区间内, Adam 迭代次数和学习率保持不

变, L-BFGS 算法的最大迭代次数降为 350 代. 文中

所有的计算代码均基于 TensorFlow2.6版本的 Python

库开发, 并在 GeForce 730 显卡上完成运算. 本文的

主要目的是证明所提出模型的可行性, 而非追求最

佳的神经网络结构和训练参数. 因此, 文中所采用的

神经网络结构与训练参数配置均根据过往经验进行

设定.
 

3     结果与讨论
 

3.1    Allen-Cahn 方程

8∆t

本小节将应用 SR-PINN-RK 模型对 Allen-
Cahn方程进行求解, 并对损失函数变化曲线和模型

预测结果展开深入讨论 .  在 SR-PINN-RK 学习

Allen-Cahn 方程的过程中, 其损失函数变化曲线如

图 3所示. 从整体趋势看, 随着迭代次数的不断增加,
损失函数值持续减小并逐渐逼近于 0. 图中红色方框

表示自回归位置 ,  即训练集更新的时刻 .  在 SR-
PINN-RK训练期间, 共经历了 7次自回归过程. 从初

始时刻起, 时间步长共推进   , 整个训练流程被划

分为 8个训练区间. 每个训练区间又可分为两个阶段,
第 1 阶段采用 Adam 训练算法, 如图中绿色星号所

示, Adam 训练算法起始位置与自回归位置相同. 第
2阶段采用 L-BFGS算法, 如图中橘色圆形所示.

从图 3 中可以观察到, 神经网络损失函数在训

练的初始阶段出现了小幅度的振荡, 这主要是由于

Adam算法自身的特性所导致的. 为了更好地适应不

同参数的更新情况, Adam算法会在训练过程中根据

历史梯度信息自动调整学习率. 但当学习率过大时,
更新的步长可能会过大, 从而导致算法在神经网络

的训练参数空间中跳过最优解, 引起损失函数值的

突然增加. 另外, 从图 3中损失函数的局部放大图可

以看到, 每当神经网络经历自回归位置时, 损失函数

值都会出现阶跃现象. 造成这种现象的原因主要是
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图 3   SR-PINN-RK求解 Allen-Cahn方程的损失函数变化曲线

Fig. 3    The change in loss function for solving the Allen-Cahn equation using the SR-PINN-RK model
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由于训练集的突然更新和预测目标的改变所导致

的. 在 SR-PINN-RK的训练过程中, 除了第 1个训练

区间中的训练集使用初始条件外, 后续训练阶段所

采用的训练数据集均由神经网络自身产生, 即自回

归过程. 由于 SR-PINN-RK 的预测结果与真实结果

之间存在微小误差, 使后续的训练数据标签也会存

在误差. 所以, 随着自回归次数的不断增加, 损失函

数的增加幅度也在不断升高. 但是, 从损失函数的局

部放大图中可以看到 ,  在 Adam 算法和 L-BFGS
算法的不断优化下, 在每个训练区间末尾, 损失值最

终都会趋向于 0. 另外, 虽然训练数据的更新造成了

损失函数的升高, 但是从全局看并未对整个训练过

程产生较大影响. 这是因为不同训练集背后所隐藏

的物理规律相同, 全部由 Allen-Cahn方程控制. 面对

后续时间的推测任务, SR-PINN-RK 模型会在相似

但不同的数据集上对神经网络参数进行微调, 以提

高模型的预测准确性和加快收敛速度. 相较于 PINN-
RK模型, SR-PINN-RK模型可以更高效地利用模型

训练初期所学习到的特征来解决新的问题和任务,
具有更好的训练效率.

图 4中展示了 SR-PINN-RK模型对 Allen-Cahn
方程的预测解与基准解在不同时刻的对比结果. 云
图展示了 Allen-Cahn 方程在时空域内解的分布情

况. 其中, 绿色实线表示 Allen-Cahn 方程的初始条

件, 即初始训练集; 红色虚线表示 SR-PINN-RK对当

前时刻的预测解; 黄色实线表示上一个时刻 SR-PINN-
RK 的预测解, 也即当前时刻神经网络的训练集. 线
图展示了模型预测解与基准解在不同时刻的相符程

度, 其中红色虚线表示模型的预测解, 蓝色实线表示

由数值方法得出的基准解[18].
由图 4 可以看到, 经过训练后, SR-PINN-RK 模

型可以同时输出多个时间步长的解. 相比之下, PINN-
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图 4   Allen-Cahn方程 SR-PINN-RK模型预测解与基准解对比

Fig. 4    Comparison between the SR-PINN-RK solution and the benchmark solution of the Allen-Cahn equation
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RK 模型[18] 仅能预测单步时间解, 无法随着训练的

迭代更新向前推进时间步长. 另外, 尽管 SR-PINN-
RK模型在结构上更为简洁, 但它的预测精度并未受

到明显影响. SR-PINN-RK 模型所获得的预测解与

精确解之间具有很好的一致性 , 可以很好地捕获

Allen-Cahn方程在求解域中心位置不同时刻的变化

情况. 并且, 随着时间步长的不断推进, SR-PINN-
RK的预测解并未发生偏移, 仍然可以根据神经网络

上一时刻的输出值推测当前时刻的解, 这证明了文

中所提出模型的有效性. 同时, 与 PINN-RK 模型相

比 ,  在不牺牲模型预测精度的前提下 ,  SR-PINN-
RK 模型具有更少的隐藏层数、更少的神经元个数

以及更低的龙格库塔阶数, 节省了大量计算资源和

训练时间, 具有更高的计算效率.
为了更好地评估 SR-PINN-RK 模型在求解

Allen-Cahn 方程时的预测精度, 使用下式计算了模

型在不同自回归次数下的 L2相对误差

relative error =
1
N

N∑
i=1

∥ûi−ui∥2
∥ui∥2

(16)

ûi ui其中,    表示 SR-PINN-RK模型的预测值,    表示精

确值. 在深度学习领域, L2 相对误差是衡量模型预测

解与基准解差异的一种通用指标, 对 L2 相对误差的

可视化, 可直观地展现神经网络相对误差的变化趋

势, 如图 5所示.
可以看出, 尽管随着自回归次数的增加和时间

步长的推进, SR-PINN-RK 预测解与基准解之间的

相对误差在不断增加 , 但最大误差仍保持在低于

0.01的水平. 值得注意的是, 自回归训练过程会导致

误差的累积和传递. 由于每个时间步长的输出都作

为下一个时间步长的输入, 任何小的预测误差都可

能被放大并传递到后续的时间步长中. 当误差累计

较大时, 可以通过正则化方法或优化算法等措施来

减轻这种误差累积的影响. 

3.2    Burgers 方程

本小节将使用 SR-PINN-RK 模型对 Burgers 方
程进行求解, 并对损失函数变化曲线和神经网络预

测结果展开深入讨论. 在 SR-PINN-RK学习 Burgers
方程的过程中, 其损失函数变化曲线如图 6所示. 图
中红色方框表示自回归位置, 绿色星号表示 Adam
训练算法起始位置, 橘色圆形表示 L-BFGS 算法起

始位置. 从图 6中可以发现, 神经网络的损失函数整

 

0.010

0.008

0.006

re
la

ti
v
e 

er
ro

r

number of the self-regressive

0.004

0.002

0
0 2 4 6

 
图 5   SR-PINN-RK求解 Allen-Cahn方程的相对误差图

Fig. 5    The relative error plot for solving the Allen-Cahn equation using
the SR-PINN-RK model
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图 6   SR-PINN-RK求解 Burgers方程的损失函数变化曲线

Fig. 6    The change in loss function for solving the Burgers equation using the SR-PINN-RK model
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体上呈现出不断降低的趋势, 但是在自回归初期却

出现了大幅度的振荡. 此外, 进一步观察可以看到,
SR-PINN-RK 进入自回归阶段时, 损失函数呈现出

先增大后减小的变化趋势.
上一小节已经分析过, 损失函数的突然增大主

要是由于训练数据的更新和标签数据中存在误差.
另外, Burgers方程的自身特性也是造成损失函数幅

值增大的原因之一. 在自回归初始阶段, Burgers 方
程的解变化剧烈, 且由连续分布向不连续分布过渡,
导致 SR-PINN-RK 模型的训练难度增加, 损失函数

值变大. 但是, 在 Adam算法和 L-BFGS算法的双重

优化下, 损失函数仍可收敛于 0. 虽然 Burgers 方程

的解存在不连续性, 但是随着时间步长的不断推进,
Burgers方程的解不再发生变化. 因此, 在 SR-PINN-
RK模型训练的后期阶段, 不同训练数据集之间只发

生了微小的改变, 神经网络训练难度下降, 导致损失

函数随着回归次数的增加呈现出不断减小的趋势.
SR-PINN-RK 对 Burgers 方程在不同时刻的预

测解与基准解之间的对比如图 7所示. 其中, 绿色实

线表示 Burgers 方程的初始条件, 即初始训练集; 红
色虚线表示 SR-PINN-RK 对当前时刻的预测解; 黄
色实线表示上一个时刻 SR-PINN-RK 的预测解, 也
即当前时刻神经网络的训练集. 线图展示了模型预

测解与基准解在不同时刻的相符程度, 其中红色虚

线表示模型的预测解, 蓝色实线表示由数值方法得

出的基准解[18].
PINN-RK 模型仅能预测单个时间步长的解, 无

法处理连续解和非连续解共存的情形. 在自回归机

制的作用下, SR-PINN-RK 模型实现了连续解与不

连续解的同时预测. 具体说来, 通过观察图 7可看到,
即使 Burgers 方程中存在连续解与不连续解, SR-
PINN-RK 模型仍然可以同时输出多个时间步长的
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图 7   Burgers方程 SR-PINN-RK预测解与基准解对比

Fig. 7    Comparison between the SR-PINN-RK solution and the benchmark solution of the Burgers equation
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预测结果, 且预测解与精确解高度契合, 两者之间没

有明显的差异. 此外, 在连续解到不连续解的过渡中,
SR-PINN-RK 模型仍能准确捕获解的动态特性, 模
型性能并未受到影响. 这些结果进一步证明了 SR-
PINN-RK 模型的高效性和稳定性, 可以在解决复杂

问题时发挥出良好的效果. 值得一提的是, 在 SR-
PINN-RK 模型中, 自回归机制的嵌入极大地扩宽了

模型的应用范围, 对于处理更加复杂的偏微分方程

具有非常重要的意义. 另外, 由图 7 可得, 在 t = 0.5
之后, Burgers 方程的解并未发生显著的变化, 这也

再次解释了图 6中神经网络损失函数逐渐减小的现象.
SR-PINN-RK 求解 Burgers 方程的预测解与精

确解之间的相对误差变化曲线如图 8 所示. 总体而

言, 相对误差随着自回归次数的增加呈现出先增大

后减小的趋势, 与图 6损失函数变化趋势相同. 此外,
神经网络预测解与精确解之间的最大相对误差约

为 0.008, 这表明该模型具有很高的预测精度. 尽管

SR-PINN-RK 的可训练参数更少, 网络结构更简洁,
但其预测精度并未降低. 与 PINN-RK[18] 相比, 两模

型产生的相对误差具有相同数量级.
从图 5 和图 8 中可以看到, 自回归训练过程存

在误差累计现象, 但是否存在临界值或收敛值则与

所要求解的偏微分方程相关. 求解 Allen-Cahn 方程

时, 随着自回归次数的增加, L2 相对误差一直呈现上

升趋势, 并不存在临界值; 但在求解 Burgers方程时,
随着自回归次数的增加, L2 相对误差则呈现出先上

升后下降的趋势, 存在一个最大临界值.
至此, 已经利用 SR-PINN-RK 模型成功地求解

了 Allen-Cahn 方程和 Burgers 方程, 验证了模型的

有效性. 为了更好地理解自回归机制对模型性能提

升所带来的影响, 将其与迁移学习进行比较. 迁移学

习[35] 是指将神经网络在一个任务中学到的知识转

移到不同但相关的任务中. 通过这种学习方式, 可以

有效地减少神经网络在新任务中所需的标签数据和

训练时间, 提高模型训练效率. 迁移学习首先采用预

训练模型从数据集提取有用的特征表示, 使后续任

务可更好地利用这些特征进行训练. 在 SR-PINN-
RK 模型中, 经过首个训练阶段后, 此时的神经网络

如同迁移学习的预训练模型, 自回归机制的嵌入可

以使 SR-PINN-RK模型在面对后续任务时能够直接

利用预训练模型的网络参数作为训练起点. 相比从

头开始训练学习, 不仅可以更快地获得理想结果, 并
且还可以减少对数据和计算资源的占用. 在后续时

间的推测任务中, SR-PINN-RK 模型会在相似但不

同的数据集上对神经网络参数进行微调, 提高了模

型的预测准确性, 降低了过拟合的风险, 并且能够以

更快的速度收敛到最优解. 在自回归机制的作用下,
SR-PINN-RK 模型与迁移学习相同, 可以更加高效

地利用先前的训练模型去解决新问题和新任务. 

4     结 论

针对 PINN-RK 模型仅能预测单个时间步长的

问题, 受到自回归思想的启发, 本文提出了一种 SR-
PINN-RK模型. 在 SR-PINN-RK模型的优化过程中,
本文引入了自回归机制, 将神经网络自身的输出值

传递到训练集中, 以实现不断动态更新标签数据的

目的. 通过这种方式, 偏微分方程的时间步长也随之

向前推进, 直至达到所预设的时间节点. 与 PINN-RK
模型相比, SR-PINN-RK模型具有以下优势:

(1) 克服了龙格库塔单步算法所带来的局限性,
可以实现对偏微分方程解的多时间步长预测;

(2)简化了神经网络结构, 大幅度缩减了可训练

参数数量, 提高了神经网络的计算效率, 降低了优化

训练的时间成本;
(3)减少了对训练数据量的依赖性, 提高了模型

的泛化性能.
为验证 SR-PINN-RK 模型的有效性, 本文选择

Allen-Cahn 方程和 Burgers 方程两个经典的基准问

题作为测试案例. 测试结果表明, 定性上, SR-PINN-
RK 模型预测解与基准解完全吻合, 并无明显差异;
定量上, SR-PINN-RK 预测解与基准解之间的最大

相对误差仅为 0.009, 具有很高的求解精度. 因此, 本
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图 8   SR-PINN-RK求解 Burgers方程的相对误差图

Fig. 8    The relative error plot for solving the Burgers equation using the
SR-PINN-RK model
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文所提出的 SR-PINN-RK模型作为一种新型的偏微

分方程求解器, 具有很大的发展潜力.
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