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节点拓扑变量非耦合映射的 ICM 方法
1)

彭细荣 *, 2)    隋允康 †, 3)    郑勇刚 **
* (湖南城市学院土木工程学院, 湖南益阳 413000)

 † (北京工业大学数学统计学与力学学院, 北京 100022)

 ** (大连理工大学工业装备结构分析优化与 CAE软件全国重点实验室, 辽宁大连 116024)

摘要　文章提出了节点拓扑变量一种非耦合映射的 ICM 方法, 对于结构拓扑优化问题予以建模和求解: 首先

将基结构划分为由较小单元组成的网格, 取节点独立、连续的拓扑变量, 建立了一种双线性形函数插值的变量

非耦合映射, 替代了单元独立连续拓扑变量, 使单元的“有”或“无”连续化近似, 实现了节点拓扑变量过滤识别与

物理量的单元内插值, 推导建立了节点拓扑设计变量的优化模型, 采用基于变量可分离的二阶对偶规划算法求

解, 并且改进了最优拓扑构型的圆整技术. 接着以常见的位移约束下结构重量 (或体积) 极小拓扑优化问题为

例, 演示了上述建模及求解过程. 最后分别给出了单载荷工况和多载荷工况下的位移约束拓扑优化的算例, 数

值计算结果验证了本方法的有效性. 研究有如下优点: 克服了以往基于单元拓扑变量研究的缺陷, 即最优结构

边界为锯齿形, 得到的最优结构的拓扑边界光滑清晰; 给出了节点拓扑变量和单元拓扑函数场定义, 提炼出构

造该场必须遵循的 5 点准则, 克服了节点拓扑 ICM 方法有关研究中存在的不足; 得到节点设计变量不再是耦

合关系, 可以方便地求出结构物理量的二阶导数, 从而利用变量可分离对偶优化算法进行高效的寻优; 研究成

果不仅丰富了 ICM方法的内涵, 推动了其发展, 而且对变密度的节点拓扑方法也有参考的裨益.

关键词　结构拓扑优化, ICM方法, 变量非耦合, 节点拓扑变量
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ICM METHOD WITH A MAPPING BASED ON NODE-UNCOUPLED
TOPOLOGY VARIABLES1)

Peng Xirong *, 2)    Sui Yunkang †, 3)    Zheng Yonggang **
* (School of Civil Engineering, Hunan City University, Yiyang 413000, Hunan, China)

 † (College of Mathematics, Statistics and Mechanics, Beijing University of Technology, Beijing 100022, China)
 ** (State Key Laboratory of Structural Analysis, Optimization and CAE Software for Industrial Equipment, Dalian University of Technology,

Dalian 116024, Liaoning, China)

Abstract     An ICM (independent continuous mapping) method with the mapping of node-uncoupled topology variables
is proposed in this paper, which is applied to model and solve the structural topology optimization problems. Firstly, the
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ground structure is meshed into nodes and elements. Independent and continuous topology variables are defined on the
nodes, and an uncoupled mapping is established based on elemental bilinear interpolation, replacing the element-based
independent and continuous topology variables. The existence or absence of elements is continuously approximated,
enabling the filtering and identification of node topology variables and the interpolation of physical quantities within
elements. An optimization model based on node topology design variables is derived, and a second-order dual
programming algorithm based on separable variables is employed for solving. Additionally, an improved rounding
technique for the optimal topology is proposed. Secondly, the modeling and solving process is demonstrated by applying
the topology optimization to minimize structural weight (or volume) under displacement constraints. Finally, numerical
examples of displacement-constrained topology optimization under single-load and multi-load scenarios are presented,
and the computational results validate the effectiveness of the proposed method. The research in this paper has the
following advantages: It overcomes the defects of previous research based on elemental topology variables, i.e., the
optimal structural boundary is zigzagged, and obtains optimal structures with smooth and clear topological boundaries.
The definitions of node topology variable and element topology function fields are given. The 5 criteria, which must be
followed to construct the topology variable field, are extracted. Errors in the research on the ICM method based on node
topology variables are addressed. The node design variables are no longer coupled, allowing for the convenient
calculation of the second derivatives of structural quantities. This facilitates efficient optimization using dual optimization
algorithms based on separable variables. The research not only enriches the connotation of the ICM method and promotes
its development but also provides valuable references for the variable-density method based on node variables.

Key words    structural topology optimization, ICM (independent continuous and mapping) method, uncoupled variable,
nodal topology variables

 

引 言

伴随着连续体基结构的提出[1], 出现了以整块

连续体设计区域替代骨架类组成的离散基结构处

理, 于是在结构拓扑优化中, 基结构研究对象从原有

的离散结构扩充到连续体结构. 学者和工程师们都

为之振奋的是: 连续体结构拓扑优化的结果多数趋

近于骨架结构. 假设离散基结构的难度在于预定节

点的位置和数量的先验性悖论, 又由于邻近节点以

构件相连而远离的节点不应当直接链接, 如何把握

相关的度则是另一重困难; 然而, 上述困难在连续体

基结构中却不复存在, 原因在于——节点与构件的

布局属于优化的结果, 完全勿须无根据地预设, 这是

令人振奋的根本缘故. 自从 Bendsoe等[1] 于 1988年
提出了基结构的新概念之后, 连续体结构拓扑优化

的各种方法如雨后春笋般大量涌现.
连续体基结构通常剖分为细小的、整齐划一的

有限元网格, 然后顺序地进行结构分析、建立优化

模型和求解. 尽管有的方法不用上述有限元网格建

立优化模型, 却免不了在网格上进行结构分析. 每次

寻优迭代时, 通过某种方式确定网格内的材料是删

除还是保留, 为了防止有限元分析重新划分网格, 并

且有利于迭代中方便地恢复某些删除过的区域, 通
常删除的区域并不需要真的删除, 而是以相对于保

留区域来说非常弱 (接近 0)的一种材料代替.
连续体结构拓扑优化均匀化方法作为出现的第

一种方法[1], 定义微结构尺寸作为单元的拓扑设计

变量; 均匀化方法的计算较为复杂, 并且不能付诸制

造, 因此促进学者们探索出了其他的种种方法. 例如

较早提出的变厚度法, 本质上是把不独立的单元拓

扑变量挂靠在单元厚度上[2], 来确定此单元是删除

还是保留.
虽然变密度法较变厚度法有了单元删除或保留

的做法, 不过那是依靠了并非真实存在的人工密度.
该方法用 0 表示对应的单元被删除, 1 表示对应的

单元被保留, 采取惩罚函数使单元人工密度变量向

0或 1逼近, 典型的材料插值方案如 SIMP模型[3].
在 ICM (独立、连续和映射) 方法中, 单元 i 的

拓扑变量 ti 不再挂靠在低层次的变量上, 而是拥有

了自己独立拓扑优化层次的设计变量, ti = 0 表示该

单元对应的材料为空洞, ti = 1 表示该单元对应的材

料为实有, 以 [0, 1]区间上的连续拓扑变量逼近离散

拓扑变量, 映射包括两部分, 是指阶跃函数的精确变

换和过滤函数逼近阶跃函数的近似变换, 从而可以
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建立连续变量的结构拓扑优化模型[4-7].
ESO (进化结构优化)方法[8] 不建立优化问题的

数学规划模型, 而是借助生物进化方式的启发, 依据

单元敏度数, 直接对单元进行渐进删除.
前述各种方法具有的共同特点是每个单元只有

一个拓扑变量, 或者说此变量控制了相关的单元. 如
此, 便会产生一个问题: 多个单元在汇交点即在节点

上, 优化结果常常会有多个拓扑变量值, 于是这一大

类方法得到的最优拓扑, 在边界上会出现锯齿形, 如
图 1所示.

有没有办法能够克服锯齿形？很容易得到解决

问题的思路: 必须使每个节点得到唯一的数值, 因此

应当取节点设计变量代替单元设计变量. 也就是说,
此时每个单元上所有点的拓扑变量不再是个常数,
而是一个预定函数形式的拓扑设计的场分布, 只是

由计算的结果来确定该场需要待定的参数.
在进行本文研究欲聚焦的节点拓扑变量的寻优

之前, 为了使回顾具有代表性的完整, 下面提及另一

类基结构方法——以边界控制材料的删除或保留区

域的做法: 水平集方法以水平集函数的边界演化来

建立优化模型以确定材料的最优分布[9]. 拓扑导数

方法通过生成孔洞, 以孔洞的边界形状为优化控制

参数 , 相当于将拓扑优化问题转化为形状优化问

题[10-11]. 相场法以材料界面变化实现拓扑变化[12]. 以
可移动变形组件法[13-14] 为典型代表的一类以组件几

何参数为优化设计变量的方法, 如可移动变形孔洞

法[15]、移动可变形杆件法[16] 、移动节点法[17] 和几

何投影法[18-19] 等, 均是以几何组件的移动及边界形

状实现拓扑变化. 上述各种方法均有明显的边界, 得
到的最优拓扑图形往往边界光滑. 但是, 值得指出的

是, 这类方法尽管边界是光滑的, 而其背后的有限元

模型仍具有锯齿形边界, 如文献 [20] 中所展示的算

例所示 (见图 2). 刘宝收[21] 以一个算例比较了依据

光滑边界建立有限元模型分析的结果与依据光滑边

界最优拓扑时其背后的基于单元人工密度有限元模

型 (边界为锯齿形) 的结果, 发现采用 SIMP 惩罚模

型的情况下, 两个有限元模型的柔顺度结果相差达

16.58%, 其分析用的模型如图 3所示.
本引言从另一角度, 主要侧重于避免最优拓扑

构型的锯齿, 追求光滑性, 进行了前面的综述. 可以

看到, 文献 [1-8] 因按单元设计, 故存在最优构型边

界的锯齿性, 文献 [9-20] 得到的最优拓扑其后的有

限元模型也含有锯齿性问题. 为此在前面还提到, 实

 

 
图 1   基于单元控制得到的最优拓扑的锯齿形边界

Fig. 1    Zigzag boundary of the optimized topology obtained by the
element-controled methods
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图 2   组件类方法得到的边界光滑的最优拓扑及其背后基于单元的

人工密度场分布

Fig. 2    Optimized topology with smooth boundary obtained by
compounds-based methods and its elemental density distribution

 

(a) 光滑边界最优结构
(a) Optimized structure with

smooth boundary

 (b) 对应的基于单元
的人工密度场分布

(b) Corresponding model with

elemental density distribution
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图 3   比较光滑边界结构与其后对应的基于单元人工密度场的

分析模型

Fig. 3    Analysis models to compare the structure with smooth boundary
and its corresponding model with elemental density distribution
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现光滑的途径是: 用网格节点的拓扑变量定义网格

单元上各点拓扑变量的一个连续分布场, 用以代替

控制网格单元的唯一设计变量. 这一思想最先在变

密度法中提出. Matsui等[22] 和 Rahmatalla等[23] 提出

了基于节点设计变量的变密度法, 并探讨了密度场

连续性对结构刚度拓扑优化结果的影响. 龙凯等[24]

把节点变量的概念从变密度法引入到 ICM方法, 提

出了节点独立连续映射方法. 朱本亮等[25] 基于节点

密度插值进行了多材料柔顺机构拓扑优化研究. Kim

等[26] 开发了基于节点密度的三维拓扑优化 Matlab

代码. Kim 等[27] 考虑几何不确定性, 提出基于节点

密度的可靠性拓扑优化方法. Li等[28] 基于节点密度

求解考虑塑性的三维拓扑优化问题. Gonçalves等[29]

基于节点设计变量, 采用无网格技术中的径向点插

值方法与双向进化结构拓扑优化方法 (BESO)结合,

提出了一种新的结构拓扑优化方法.

为了方便于读者理解本文的研究, 这里顺序地

简要回顾一下单元变量要点和节点变量要点.

基于单元设计变量[4-7], 有如下的单元体积和单

元刚度矩阵

vi = fv(ti)v0
i , ki = fk(ti)k0

i (1)

其中

v0
i =

w
Ω

dΩ, k0
i =

w
Ω

BTDBdΩ (2)

fv(ti) fk(ti)

分别对应于实体单元的体积和单元刚度矩阵, 可称

为单元固有体积和单元固有刚度矩阵.    和 

分别为单元体积和单元刚度矩阵的映射函数 . 在

ICM方法中, 该映射函数称为过滤函数, 在变密度法

中, 不存在单元体积映射函数, 而以弹性模量的惩罚

函数实现单元刚度矩阵的映射过程.

基于节点设计变量的方法, 以基于 ICM 方法的

工作[24] 为例, 龙凯等[24] 对于每个节点定义一个设计

变量, 单元内任一点的设计变量值定义为

t =
n∑

j=1

N jt j (3)

即先单元内插值得到单元内任意一点的 t, 然后对其

利用幂函数形式的过滤函数进行过滤识别, 单元体

积和单元刚度矩阵分别为

ve =
w
Ω

fv(t)dΩ =
w
Ω

tαvdΩ =
w
Ω

 n∑
j=1

N jt j


αv

dΩ (4)

ke =
w
Ω

fk(t)BTDBdΩ =
w
Ω

tαk BTDBdΩ =

w
Ω

 n∑
j=1

N jt j


αk

BTDBdΩ (5)

α

αv αk Ω

式 (3) ~ 式 (5)中, n 为单元节点数, Nj 为单元形

函数,    为幂函数形式的过滤函数参数, 对单元体积

为    , 单元刚度矩阵为    ,     表示单元所点区域,
B为单元应变矩阵, D为单元材料的弹性矩阵, ve 为

单元 e 的体积, ke 为单元 e 刚度矩阵.  n∑
i=1

N jt j

α

∂2ve

∂ti∂t j
, 0

∂2 ke

∂ti∂t j
, 0

从式 (4) 及式 (5) 中可以看到, 由于  

项的存在, tj 变量之间是耦合的, 使得 ve 和 ke 对 tj 的

二项导数存在交叉项, 即    和    , 这

对应用基于二阶导数的算法是不利的. 由此, 基于节

点变量的变密度法[22-27] 通常应用基于一阶导数的算

法, 如MMA[30] 算法.
由于龙凯等[24] 提出的基于节点变量的 ICM 方

法引用了前面所述基于节点变量的变密度法, 因而

节点变量的变密度法存在同样的问题: 单元上 4 个

节点变量导致有关物理量成为变量耦合的函数. 本
文不同于他们的做法, 在下一节里提出了一种全新

的单元内表征材料逐点分布的连续场, 可以确保后

续推导的物理量为节点设计变量的可分离函数, 发
展出了一种基于节点设计变量非耦合映射的 ICM
方法. 

1     节点拓扑变量与单元拓扑函数场定义及

其相关物理量的推导
 

1.1    节点拓扑变量

虽然应当把“多”或“少”逼近“有”或“无”的概念

从单元拓扑变量推广到节点拓扑变量, 但是“点”不
占空间, 不能承载材料, 因此, 欲定义节点拓扑变量,
存在一定的难度. 文献 [24] 引入文献 [22] 的节点变

量到 ICM方法, 定义节点独立连续拓扑变量为在区

间 [0, 1] 上用于表征节点及所属单元“有”或“无”的
实数, 当单元所有节点拓扑变量值为 1或 0时, 分别

代表单元处于“有”或“无”的状态, 其余情况下单元

处于 0 ~ 1 的中间状态[22,24]. 上述定义不够严格, 节
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点如何代表单元缺乏根据, 模糊了节点拓扑变量与

其周边单元网格内材料“有”或“无”的关系, 错失了

对于单元上材料分布场的描述.
本文在定义节点拓扑变量之前, 进行了 3 方面

的思考:
(1) 从一个单元每个节点的角度思考——4个节

点的拓扑变量值, 反应了各自对于承载单元材料多

少的能力之节点权重;
(2) 从汇交点若干个单元的角度思考——节点

的拓扑变量值是所有汇交单元承载材料多少亦即对

应拓扑函数场贡献值的平均;
(3) 从单元上所有点承载材料分布场角度思考——

给定的分布场的数学形式中, 4 个节点的拓扑变量

值是待定参数, 即场函数的 4个独立变量. 

1.1.1    节点拓扑变量的定义

结构总体拓扑优化结果, 构成了材料分布的拓

扑分布场, 每个节点在各自充分小的邻域里, 材料的

“有”或“无”即 1 或 0 的特征, 可以用材料“多”或“少”
予以逼近, 称之为 i 节点的拓扑变量 ti; ti = 0与 ti = 1
分别表示拓扑分布场在此点邻域不分布材料与分布

材料, 0 < t i  < 1 表示拓扑分布场在此点邻域取过

渡值.

f (ti)

fv(ti) fk(ti)

与基于单元的 ICM 方法类似, 对离散的节点拓

扑变量应用过滤函数识别进行连续化处理, 转化为

取值为 [0, 1] 区间的连续拓扑变量. 记过滤函数为

 , 单元体积 (或重量) 和刚度矩阵的过滤函数为

 和   . 为方便叙述, 不妨以平面问题为例, 利
用 4 节点单元的节点拓扑变量, 采用双线性函数构

成的形函数进行插值, 产生单元过滤函数场和单元

拓扑函数场. 

1.2    单元拓扑函数场和点的拓扑值

构造单元拓扑分布场的数学函数之前, 本文从

前述第 3点延伸出分布场的如下 5点特性即构造须

遵循的准则: (1)场角点的节点边值性——场节点的

函数值严格等于节点拓扑变量值; (2)场分布的有界

性——场函数在单元上任意点的拓扑值都在 [0, 1]
之间; (3)场函数的连续可微性——所有单元的场函

数的都是连续可微的; (4)场函数变量的非耦合性——
依场函数推导得到的物理性能都具有变量可分离特

点; (5)场函数的柔缓性——场函数取较低的非线性,
以确保性能的柔和与缓慢. 

1.2.1    单元拓扑函数场的定义

t(ξ,η) ∈ [0, 1]

采用节点拓扑变量进行单元内插值, 表达单元

内任意一点对材料分布的贡献, 得到“单元的拓扑函

数场”,  其上任意点的数值简称为“点的拓扑值”,
 , 其数学定义由如下两步得出

f [t(ξ,η)] =
4∑

j=1

N j(ξ,η) f (t j) (6)

即

t(ξ,η) = f −1

 4∑
j=1

N j(ξ,η) f (t j)

 (7)

t j

ξ η

ξ η

f (t)

其中,    为单元 4 个节点上的拓扑变量值, j 指该单

元节点编号 ,      和    为自然坐标变量 ,  在 [−1 ,  1]
上取值, 单元的 4 个节点的自然坐标 (   ,    ) 顺序为

(−1, −1), (1, −1), (1, 1) 和 (−1,1),     为过滤函数,
Nj 为形函数[31]

N1 =
1
4

(1− ξ)(1−η), N2 =
1
4

(1+ ξ)(1−η)

N3 =
1
4

(1+ ξ)(1+η), N4 =
1
4

(1− ξ)(1+η)

 (8)

下面验证式 (6)定义的场函数符合 5点准则.
(1)由形函数的 Delta函数性质可知

N j(ξk,ηk) = δ jk =

1, j = k

0, j , k
(9)

代入式 (6), 满足节点的边值性即准则 1.
(2)由式 (8)可知, 形函数满足

0 ⩽ N j ⩽ 1 ( j = 1,2,3,4) (10)

又由过滤函数性质有

0 ⩽ f (t j) ⩽ 1 ( j = 1,2,3,4) (11)

将式 (10)与式 (11)相乘并求和有

0 ⩽ f (t) =
N∑

j=1

N j f (t j) ⩽
N∑

j=1

N j = 1 (12)

从而式 (6)满足场分布的有界性即准则 2.
f (ti)(3)因为形函数式 (8)及过滤函数   均是连续

可微的, 由此式 (6)也是连续可微的, 满足准则 3.
(4)在后面的推导中将会看到准则 4是满足的.

t1 = 0.9, t2 = 0.7, t3 = 0.8和t4 = 0.5(5) 以    , 取过滤

函数为幂指数等于 3 的幂函数, 画一个单元内的两

个函数场如图 4, 依次对应式 (6) 和式 (7), 可以验证
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场函数的柔缓性, 满足了准则 5.
 

1.3    单元体积和单元刚度矩阵的推导

单元体积为

ve =
w
Ω

fv(t)dxdy (13)

将物理坐标的积分映射到自然坐标的积分, 得

ve =
w 1

−1

w 1

−1
fv(t(ξ,η)) |J |dξdη =

w 1

−1

w 1

−1

4∑
j=1

N j fv(t j) |J |dξdη =

4∑
j=1

fv(t j)
w 1

−1

w 1

−1
N j |J |dξdη (14)

J =
∂(x,y)
∂(ξ,η) |J |其中,    和   为 Jacobian矩阵及其行列式.

定义

vN j =
w 1

−1

w 1

−1
N j |J |dξdη ( j = 1,2,3,4) (15)

则

ve =

4∑
j=1

fv(t j)vN j (16)

t1 = t2 = t3 = t4 = 1当   (下标为单元局部编号)时, 有

ve =
w 1

−1

w 1

−1

4∑
j=1

N j |J |dξdη =
w 1

−1

w 1

−1
|J |dξdη = v0

e (17)

为实体单元的体积, 并且有

v0
e =

4∑
j=1

vN j (18)

类似地, 单元刚度矩阵为

ke =
w 1

−1

w 1

−1
BTDB

4∑
j=1

N j fk(t j) |J |dξdη =

4∑
j=1

fk(t j)
w 1

−1

w 1

−1
BTDBN j |J |dξdη (19)

定义

kN j =
w 1

−1

w 1

−1
BTDBN j |J |dξdη ( j = 1,2,3,4) (20)

则

ke =

4∑
j=1

fk(t j)kN j (21)

t1 = t2 = t3 = t4 = 1同样, 当    (下标为单元局部编

号)时, 有

ke =
w 1

−1

w 1

−1
BTDB

4∑
j=1

N j |J |dξdη =

w 1

−1

w 1

−1
BTDB |J |dξdη = k0

e (22)

为实体单元的刚度矩阵. 并且有

k0
e =

4∑
j=1

kN j (23)

 

2     相关量的一阶及二阶导数计算

结构总体积为

V =
Ne∑
i=1

vi (24)

其中, Ne 为单元总数.
代入式 (16)得

V =
Ne∑
i=1

4∑
j=1

fv(t j)v(i)
N j

(25)

应用节点总体编号与节点单元编号之间的映射

 

(a) 过滤函数场
(a) Field of filter functions

(b) 拓扑函数场
(b) Field of topology functions 

−1
0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

−11

1

1
0

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

−1−1

1

 
图 4   单元内过滤函数场和拓扑函数场示例

Fig. 4    A example for the fields of filter functions and topology
functions within an element
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关系, 上述双重求和可写成对节点总体编号的单层

求和的形式

V =
Nn∑
i=1

 fv(ti)

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j


 (26)

v(e)
N j

集合 Ii 为与节点 i 相连接的所有单元 e 在节点

i 所在位置的局部编号 j 组成的集合. 式中,    表示

对单元 e 按式 (15)计算的形函数 Nj 对应的值, Nn 为

节点总数.
为说明得清楚, 采用图 5 所示的简单单元网格:

以总体节点编号 5 为例, 对应的节点拓扑设计变量

为 t5, 与之相连的所有单元为单元① ~ ④, 各单元在

节点 5位置的节点局部编号如表 1所示.
所以, 式 (19)中与节点 5对应的系数为∑

e, j∈I5

v(e)
N j
= v(1)

N2
+ v(2)

N3
+ v(3)

N1
+ v(4)

N4
(27)

类似地, 结构总刚度矩阵可表达为

K =
Ne∑
i=1

ki (28)

代入式 (21)得

K =
Ne∑
i=1

4∑
j=1

fk(t j)k(i)
N j

(29)

应用节点总体编号与节点单元编号之间的映射

关系, 上述双重求和可写成对节点总体编号的单层

求和的形式

K =
Nn∑
i=1

 fk(ti)

∑
e, j∈Ii

k(e)
N j


 (30)

注意式 (28) ~ 式 (30)的求和式实质表示的是单

元刚度矩阵按单元自由度编号进行组装成总刚度矩

阵的过程.
从式 (26) 和式 (30) 可以看出, 通过本文所提出

的节点拓扑变量过滤和插值方案, 结构总体积和总

体刚度矩阵都表达成了节点拓扑设计变量 ti 可分离

的形式, 这一特征非常有利于应用 ICM方法中惯常

使用的基于可分离变量推导出的高效求解算法[4-7].
按 ICM方法, 通常优化模型中设计变量定义为

xi = 1/ fk(ti) (31)

结构总体积与结构总刚度矩阵对设计变量的一

阶导数应用链式求导法则有

∂V
∂xi
=
∂V
∂ti

dti
dxi
,
∂K
∂xi
=
∂K
∂ti

dti
dxi

(32)

由式 (31)可得

dti
dxi
= − [ fk(ti)]2

f ′k(ti)
(33)

f ′k (ti) =
d fk(ti)
dti

其中   , 表示对 ti 求导数, 以下各公式类

似. 由式 (26)可得

∂V
∂ti
=

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 f ′v (ti) (34)

由式 (30)可得

∂K
∂ti
=

∑
e, j∈Ii

k(e)
N j

 f ′k (ti) (35)

式 (33)和式 (34)代入式 (32)中前一式子得到

∂V
∂xi
= −

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 f ′v (ti)
[ fk(ti)]2

f ′k(ti)
(36)

 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

①

②

③

④
(1) (2)

(3)(4)

 
图 5   简单单元网格节点编号映射示例 (1,2,···,9为节点总体编号,
(1),(2),···,(4)为节点单元局部编号, 各个单元的节点单元局部编号

顺序相同, ①,②,···,④为单元编号)

Fig. 5    Illustration of the numbers of elements and nodes in a simple
mesh (1,2,···,9 are the overall numbers of the nodes. (1),(2),···,(4) the

local numbers of the elemental nodes, the local numbers of every element
are the same order. ①,②,···,④ are the numbers of elements)

 

表 1   图 5 所示网格中节点 5 对应的单元及节点局部编号

Table 1    Local numbers of the nodes of the elements connected
to the node 5 in Fig. 5

Element number
Local numbers of the nodes of the elements

connected to the node 5

① (2)

② (3)

③ (1)

④ (4)
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式 (33)和式 (35)代入式 (32)中后一式子得到

∂K
∂xi
= −

∑
e, j∈Ii

k(e)
N j

 [ fk(ti)]2 (37)

式 (36) 和式 (37) 仅含变量 xi 对应的 ti, 其对求

二阶导数将不存在交叉项. ICM 方法中目标函数通

常用二阶近似, 由式 (36)可求得

∂2V
∂x2i

=

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 f 3
k (ti)

[ f ′k (ti)]3 ·{
fk(ti)
[
f ′′v (ti) f ′k (ti)− f ′v (ti) f ′′k (ti)

]
+

2 f ′v (ti)
[
f ′k (ti)
]2}

(38)
 

3     基于 ICM 方法的建模及求解

以下以位移约束结构拓扑优化问题为例, 阐述

基于映射节点非耦合拓扑变量的 ICM 方法的优化

模型及求解过程. 以结构总体积极小化为目标, 受位

移约束的拓扑优化模型为

min
t∈EN

V(t)

s.t. u j(t) ⩽ ū j ( j = 1,2, · · · ,M)
ti ⩽ ti ⩽ 1 (i = 1,2, · · · ,N)

 (39)

ū j其中, uj 为约束点位移函数,    为位移约束值 (位移

下限约束可以通过不等式两边同乘负号转化为上限

约束), N 为节点总数, 每一个节点对应于一个结构拓

扑设计变量 ti, M 为位移约束总数.
利用过滤函数对离散的节点拓扑设计变量进行

过滤识别, 转化为 [0, 1]之间连续的节点拓扑设计变

量, 单元内任一点的材料分布的“有”或“无”线性插

值近似. 结构总体积表达为式 (26), 结构总刚度矩阵

表达为式 (30). 定义式 (31)所示的设计变量 xi, 结构

总体积对设计变量的一阶及二阶层数分别为式 (36)
和式 (37)所示. 结构总体积以二阶泰勒近似表示为

V(x) ≈ V(x0)+
Nn∑
i=1

∂V
∂xi

(
xi− x0

i

)
+

1
2

Nn∑
i=1

∂2V
∂x2

i

(
xi− x0

i

)2
(40)

略去对优化结构没有影响的目标函数中的常数

项, 则得到二阶近似的目标函数为

V(x)≈
 Nn∑

i=1

∂V
∂xi

∣∣∣∣∣
x0

− x0
i
∂2V
∂x2

i

∣∣∣∣∣∣∣x0

 xi+
1
2

Nn∑
i=1

∂2V
∂x2

i

∣∣∣∣∣∣∣x0

x2
i (41)

u j位移敏度分析采用伴随法. 对位移分量   , 引入

向量

α j = {0, · · ·0,1,0, · · · ,0}T　　　 (42)

α j其中    为只在第 j 个分量上为 1, 其余元素都为 0

的向量, 称为单位力向量.

求解随方程

KΛ j = α j　　 (43)

Λ j得到伴随向量   . 相应载荷工况称为虚工况.

u j xi从而可求得位移   对各个设计变量   的偏导数

∂u j

∂xi
= −ΛTj

∂K
∂xi

u　　 (44)

从而, 位移由一阶泰勒展式近似为

u j(x) = u j(x0)+
Nn∑
i=1

∂u j

∂xi

∣∣∣∣∣∣x0

(xi− x0
i ) (45)

将式 (37)代入式 (44)得

∂u j

∂xi
=

1
x2

i

ΛTj

∑
e,l∈Ii

k(e)
Nl

u (46)

注意, 为避免下标 j 的意义混乱, 式 (46) 中的下标

j 换为了下标 l.

同样, 与式 (25) 变换到式 (26) 反向应用节点总

体编号与节点单元局部编号的映射关系, 有

Nn∑
i=1

∂u j

∂xi

∣∣∣∣∣∣x0

x0
i =

Nn∑
i=1

1
x0

i

ΛTj

∑
e,l∈Ii

k(e)
Nl

u =
Nn∑
i=1

fk(t0
i )ΛTj

∑
e,l∈Ii

k(e)
Nl

u = Ne∑
i=1

ΛTj

 4∑
j=1

fk(t0
i )kN j

u =
Ne∑
i=1

ΛTj kiu = ΛTj

 Ne∑
i=1

ki

u = ΛTj Ku = αTj u = u j(x0)

(47)

从而

u j(x) =
Nn∑
i=1

∂u j

∂xi

∣∣∣∣∣∣x0

xi (48)

定义

ai =
∂V
∂xi

∣∣∣∣∣
x0

− x0
i
∂2V
∂x2

i

∣∣∣∣∣∣∣x0

(49)
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bi =
1
2
∂2V
∂x2

i

∣∣∣∣∣∣∣x0

(50)

c ji =
∂u j

∂xi

∣∣∣∣∣∣x0

(51)

得到二阶近似模型为

min
t∈EN

Nn∑
i=1

(bix2
i +aixi)

s.t.
Nn∑
i=1

c jixi ⩽ ū j ( j = 1,2, · · · ,M)

1 ⩽ xi ⩽ x̄i (i = 1,2, · · · ,Nn)


(52)

x̄i = 1/ fk(ti)其中, 由式 (31)有   .
对式 (52) 可以采用 ICM 方法惯常使用的对偶

二次规划法求解[4-7].
ICM 方法中过滤函数可取幂函数等多种形式,

取幂函数形式时可记为

fv(ti) = tαv
i , fk(ti) = tαk

i (53)

代入到式 (36) 和式 (38) 可得到结构总体积对设计

变量的一阶和二阶导数为

∂V
∂xi
= −

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 αv

αk
tαv + αk
i =

−

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 αv

αk
x
− αv + αk

αk
i (54)

∂2V
∂x2i

=

∑
e, j∈Ii

v(e)
N j

 αv(αv + αk)
α2

k

x
− αv + 2αk

αk
i (55)

将式 (54) 和式 (55) 代入到式 (49) 和式 (50) 可
求出式 (52)中目标函数的系数 ai 和 bi, 由式 (46)和
式 (51)可求出式 (52)中约束函数的系数 cij.

对式 (52) 可以采用 ICM 方法惯常使用的对偶

二次规划法求解[4-7].
收敛准则取为

dV = (V (k+1)−V (k))/V (k) < ε (56)

ε其中,    为设定的收敛限值. 

4     最优拓扑构型圆整技术的改进

式 (49)表示前后两次迭代目标函数的相对误差

足够小时即停止迭代, 认为得到了最优解. 此时得到

的拓扑分布场是处于 [0, 1]之间的连续分布场, 还需

要将拓扑变量进行连续解到离散解的逆映射, 亦即

执行对结构拓扑构型的圆整技术.
这里可采用两种技术: 单元级圆整化和结构级

圆整化.
(1)单元级圆整化.
回顾单元拓扑变量模型, 其单元以当前拓扑变

量值与阈值比较而定或保留或删除的两种情况, 则
保留单元组合的结构边界必然是锯齿型.

节点拓扑变量模型则不然, 每个单元含 4个节点

拓扑变量信息, 若能够从节点-单元进行探讨, 将会改

善圆整技术. 圆整之前有 3 种情况: 4 个节点拓扑变

量值皆不小于阈值, 只有 1或 2个节点拓扑变量值不

小于阈值, 只有 3个节点拓扑变量值皆不小于阈值.
简言之, 上述情况 1 和 2 分别保留或删除该单

元. 情况 3做如下详细讨论: 拓扑变量值皆不小于阈

值的 3 个节点构成了等边直角三角形, 根据前面叙

述的“柔缓性”, 应当保留该等边直角三角形, 删除另

一个等边直角三角形. 如此操作, 保留单元组合的结

构边界必然消除了锯齿型.
(2)结构整体级圆整化.
依据节点拓扑变量分布, 可以画出结构拓扑分

布场的等值线, 按照阈值进行结构级整体圆整化: 拓
扑分布场等值线小于阈值的区域为删除区域, 拓扑

分布场等值线等于阈值所围成的边界线即为结构最

优拓扑构型的边界线.
本节最后说明两点: 其一, 对于阈值讨论取定的

做法, 本文作者将在得到高清晰度边界的另一篇论

文里叙述; 其二, 本文提出的第二步结构拓扑分布场

“等值线圆整技术”可移植到单元拓扑变量模型的问

题中. 

5     算例及讨论

αv = 1 αk = 5

ti = 0.01

在本节的所有算例中, 过滤函数的幂函数系数

取为   及   , 为防止结构分析时总刚度矩阵

奇异, 以   代替拓扑设计变量下限 0.
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图 6   MBB梁力学简图

Fig. 6    Mechanical diagram for the MBB beam
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算例 1[24] : 单载荷工况下单个位移约束算例

如图 6 所示 MBB 梁结构 :  基结构尺寸为

240 mm × 40 mm × 0.01 mm; 弹性模量 210 GPa; 泊
松比 0.3; 左下角约束水平及竖向位移, 右下角点仅

约束竖向位移; 集中载荷 F = 20 N 垂直向作用于顶

面中点处; 位移约束条件为 P 点垂直向下位移小于

1.20 mm. 利用结构和载荷的对称性, 采用一半结构

进行分析和优化, 过滤半径取 4.0 mm, 采用 120 ×
40网格.

取文献 [24] 相同的收敛准则及限值 0.001, 迭
代 32 次计算收敛, 用时 4.896 s, P 点垂直向下位移

为−1.190 mm, 满足位移约束条件, 最优结构的总体

积为基结构的 34.70%, 圆整化之后体积比为 35.77%,
位移−1.190 mm. 最优结构拓扑如图 7(a) 所示. 目标

函数及位移约束的迭代曲线如图 8 所示, 收敛过程

快速平稳. 与单元 ICM 方法结果 (如图 1 所示) 相
比, 没有锯齿形边界. 文献 [24]采用 120 × 40网格时

迭代 36 次收敛, 最优拓扑如图 7(b), 最优体积比

42.58%, 位移−1.199 mm. 同样满足位移约束情况下,

本文结构更轻, 边界更光滑, 收敛更快.
算例 2[24] : 单载荷工况下多个位移约束算例

如图 9 所示平面结构, 基结构尺寸为 200 mm ×
100 mm × 5 mm, 弹性模量 210 GPa; 泊松比 0.3; 左
下角约束水平及竖向位移, 右下角点仅约束竖向位

移; 集中载荷 F  = 10 kN 分别作用于下边界 1/4,
1/2和 3/4分点 (分别对应图 9中 A, B 和 C 3点), 方
向竖直向下. 位移约束为 3 个载荷作用点竖直向下

位移小于 0.3 mm. 过滤半径为 7.5 mm.
取文献 [24] 相同的收敛准则及限值 0.001, 采

用 40 × 20及 100 × 50两种网格计算, 验证算法是否

会有网格依赖性问题. 文献 [24] 的结果及本文两种

网格计算结果比较见表 2, 最优结构拓扑见图 10.

 

(a) 本文结果
(a) Result obtained by this paper

(b) 文献 [24] 结果
(b) Result obtained by Ref. [24] 
图 7   算例 1的最优拓扑结构

Fig. 7    Optimized structure topology of example 1
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图 8   算例 1的迭代曲线

Fig. 8    Iteration curves of example 1
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图 9   算例 2力学简图

Fig. 9    Mechanical diagram for example 2

 

表 2   算例 2 的结果比较

Table 2    Comparison of results for example 2

Cases Volume ratio/%
Displacement/mm

(A, B, C)
Iterations

Ref. [24]
40 × 20

43.77
−0.299 8, −0.299 8,

−0.299 8
32

presented paper
40 × 20

38.26
−0.299, −0.298,

−0.299
24

presented paper
100 × 50

43.31
−0.299, −0.299,

−0.299
24
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40 × 20 网格时, 计算耗时 2.309 s, 圆整后的最

优体积比 39 .67%,  A ,  B 和 C   3 点位移−0 .292 ,
−0.295 和−0.292 mm. 100 × 50 网格时, 计算耗时

3.965 s, 圆整后的最优体积比 44.33%, A, B 和 C 3点
位移−0.299, −0.295 和−0.299 mm. 比较表 2 中圆整

前的结果, 可见圆整化对最优模型的结果影响很小.
两种不同网格结果相同, 表明算法没有网格依

赖性问题. 与文献 [24]的结果对比, 同样满足位移约

束情况下, 本文结构更轻, 边界更光滑, 收敛更快.
两种不同网格时的目标函数及位移约束的迭代

曲线如图 11和图 12所示, 收敛过程快速平稳.
算例 3[32] : 多载荷工况下多个位移约束算例

正方形平板结构如图 13 所示, 弹性模量 E = 1,
泊松比 0.3. 平板左边界固定约束, 受两种载荷工况

作用, 工况 1 为一集中载荷 F1 = 1 竖直向上作用于

右上角, 工况 2 为一集中载荷 F2 = 1 竖直向下作用

 

(b)本文 100 × 50 网格结果
(b) Result obtained by this paper for 100 × 50 mesh

(c) 文献 [24] 40 × 20 网格结果
(c) Result obtained by Ref. [24] for 40 × 20 mesh

(a) 本文 40 × 20 网格结果
(a) Result obtained by this paper for 40 × 20 mesh

 
图 10   算例 2的最优拓扑结构

Fig. 10    Optimized structure topology of example 2
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图 11   算例 2的 40 × 20网格时迭代曲线

Fig. 11    Iteration curves of example 2 with 40 × 20 mesh
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图 12   算例 2的 100 × 50网格时迭代曲线

Fig. 12    Iteration curves of example 2 with 100 × 50 mesh
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于右下角. 采用 150 × 150 网格进行分析和优化. 过
滤半径取 3.

Andreassen等[32] 采用 SIMP法, Wei等[33] 采用

参数化水平集方法 (简写为 LSM), 但均是求解体积

约束下柔顺度极小问题, 在多工况时, 采取加权转化

为单目标优化问题, 对此问题 Andreassen 等[32] 和

Wei等[33] 均取工况间柔顺度加权系数为 0.5, 体积约

束比 40%. 本文求解的是位移约束下体积极小化问

题, 为方便与文献 [32-33] 比较, 通过设定适当的位

移约束, 使最优体积比正好 40%, 此例位移约束为

32.320和−32.32 mm.
收敛准则取与文献 [32]相同

dt =max
(
t(k+1)− t (k)

)
< ε (57)

收敛限值取 0.01.
因文献 [33] 中程序 150 × 150 网格时内存耗

费太大, 耗时太长, 故此比较时采取 50 × 50 网格

计算. 3种方法计算结果比较见表 3及图 14所示.

E = tE0

相比本文方法及 SIMP 方法 , 文献 [33] 中的

LSM方法采取 50 × 50网格时用时是 6 ~ 7倍, 迭代

次数则达到了文献 [33] 程序设定的最多迭代数

200 次, 也是本文方法的 5 倍, 其位移值更小是由于

其材料弹性模量的模型为    , 与本文及 SIMP

E = tαk E0法中的   不同. 与文献 [32]的结果对比, 位移

值相差不大, 但本文结果边界更光滑, 没有锯齿形,
本文方法迭代次数更少, 用时更短.

本文方法圆整之后体积比为 40.87%, A 及 B 点

位移分别为 30.319 及−30.319, 与圆整前相差很小.
目标函数及位移约束的迭代曲线, 以及典型迭代步

的节点拓扑设计变量分布场如图 15所示, 收敛过程

快速平稳.
算例 4: 三维位移约束问题算例

如图 16 所示 60 × 40 × 20 三维长方体, 材料弹

性模量 E = 1, 泊松比 0.3. 长方体左端面固定约束,
右端面中点受一集中力 F = 1 作用. 有限元网格为

60 × 40 × 20的边长为 1的正方体单元, 过滤半径取

为 3.0. 位移约束集中力作用方面向下位移 (位移竖

直向上为正)大于或等于−10.
收敛准则取式 (56), 收敛限值 0.001. 经 42次迭
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图 13   算例 3力学简图

Fig. 13    Mechanical diagram for example 3

 

表 3   算例 3 的结果比较

Table 3    Comparison of results for example 3

Methods Volume ratio/%
Displacements/mm

(A, B)
Iterations Time/s

ICM 40
32.314,
−32.314

41 25.298

SIMP 40
32.286,
−32.285

59 30.045

LSM 40
28.190,
−28.190

200 169.980

 

(c) 文献 [33] LSM 法结果
(c) Result obtained by LSM method in Ref. [33]

(a) 本文结果
(a) Result obtained by this paper

(b) 文献 [32] SIMP 法结果
(b) Result obtained by SIMP method in Ref. [32]

 
图 14   算例 3的最优拓扑结构

Fig. 14    Optimized structure topology of example 3
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代收敛, 最优拓扑结构如图 17 所示. 最优体积比为

8.82%, 位移约束值为−9.96, 满足约束条件. 验证了

本文方法对三维问题是可行的. 

6     结 论

本文提出了全新的基于节点拓扑设计变量的

ICM 方法, 该方法采用结构单元网格上节点独立离

散拓扑变量, 并应用映射逼近的概念进行离散到连

续的变换, 转化为节点独立连续变量. 通过形函数插

值构造单元内过滤函数场和拓扑函数场, 进行推导

得到结构物理量如体积、位移等对设计变量的非耦

合的近似显式表达, 从而建立设计变量可分离的结

构优化模型, 方便应用基于变量可分离的二阶对偶

规划算法, 对于最优拓扑构型从连续到离散逆映射

的圆整技术进行了改善. 上述基于单元节点设计变

量系统的建模和求解方法, 本文称之为节点拓扑变

量非耦合映射的 ICM方法.
本文以常见的位移约束下结构重量 (或体积)极

小化的结构拓扑优化问题为例, 示例了上述所提出

的建模及求解过程, 并给出了单载荷工况和多载荷

工况下的位移约束拓扑优化的算例. 结果表明, 所提

出的方法可以得到边界光滑清晰的最优拓扑结构,
验证了所提出方法的有效性. 数值计算经验表明, 过
滤算法及过滤半径的作用与基于单元设计变量的方

法是一致的. 一个大的过滤半径值会使边界上灰度

节点数更多, 过渡边界更宽, 最优拓扑中“构件”数更

少, 小直径的“构件”会在过滤操作中消失.
本文所提出的方法对涉及频率、应力或疲劳等

结构性能的拓扑优化问题同样是适用的, 对其他单

元类型如板壳单元也是适用的, 限于篇幅未做展开,
拟在后续展开相关研究. 该研究成果将单元 ICM发

展到了节点 ICM 方法, 同时保持了单元 ICM 方法

所建立的优化模型具有变量可分离的优点. 相应的

处理方案、建模和求解方法对变密度法必会有所裨

益. 另外, 本文提出的最优拓扑构型第二种圆整技术

即在结构级的做法, 可以移植到单元拓扑变量模型

化问题的求解中, 给出消除锯齿性边界的一种近似

做法.
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