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基于对偶四元数的多体系统动力学建模和控制
1)

王培栋     王天舒 2)

(清华大学航天航空学院, 北京 100084)

摘要　空间机械臂的在轨作业是当前空间在轨服务中应用最为广泛的技术之一, 然而, 机械臂在操作过程中漂

浮基座与臂体之间的位姿耦合效应极为显著, 这给控制系统设计带来了新挑战. 针对多刚体系统的位姿一体化

建模与控制问题, 文章改进了基于对偶四元数的位姿一体化建模和控制方法, 使之可以应用于多刚体系统. 该

方法不仅能够精确描述复杂的力学关系, 还能够在统一的数学框架中有效地处理位姿耦合问题, 这为后续设计

姿轨一体化的控制系统提供了极大的便利. 首先, 基于铰链模型建立了对偶四元数形式的铰链和臂体之间的速

度和加速度递推关系, 然后, 利用铰链和臂体间力-力矩传递关系建立了递推形式的逆向动力学方程, 为了便于

控制系统设计与分析, 随后推导建立了矩阵形式的位姿一体化的正向动力学方程. 然后针对推进器和控制力矩

陀螺讨论了具体的执行机构的动力学建模问题, 并分别讨论了机械臂和漂浮基座的位姿一体化控制问题. 最后,

对一个 6 自由度机械臂和漂浮基座的组合体进行了动力学建模和控制仿真, 动力学仿真的结果证明了所提动

力学建模方法的正确性, 控制仿真表明控制系统能较快地抵消机械臂运动对基座产生的干扰力和干扰力矩, 证

明了所提控制方法的有效性和可行性.

关键词　多刚体动力学, 对偶四元数, 一体化控制, 空间机械臂, 漂浮基座
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DYNAMIC MODELING AND CONTROL OF MULTIBODY SYSTEMS USING DUAL
QUATERNIONS1)

Wang Peidong     Wang Tianshu 2)

(School of Aerospace Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China)

Abstract     The operation of space robotic arms in orbit is one of the most extensively applied technologies in current
space in-orbit services. However, the significant coupling effect of position and attitude between the floating base and the
arm during operations presents new challenges for the design of control systems. To address the integrated modeling and
control problems of position and attitude in multi-rigid body systems, this paper improves the dual quaternion-based
integrated modeling and control method, making it applicable to multi-rigid body systems. This method not only
accurately describes complex mechanical relationships but also effectively manages the coupling problems of position
and attitude within a unified mathematical framework, greatly facilitating the subsequent design of integrated control
systems for position and trajectory. Initially, leveraging the hinge model, the paper establishes recursive relationships for
velocity and acceleration between the hinges and the arm in dual quaternion form. Then, using the force-torque
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transmission relationship between the hinges and the arm, a recursive form of the inverse dynamics equation is
established to ease the design and analysis of control systems. Following this, a matrix form of the integrated position and
attitude forward dynamics equation is derived. The paper then discusses the dynamics modeling issues related to
actuators, such as thrusters and control moment gyroscopes. It addresses the integrated control problems of position and
attitude for both the robotic arm and the floating base. Finally, dynamics modeling and control simulations for a
composite entity comprising a six-degree-of-freedom robotic arm and a floating base are conducted. The dynamics
simulation results confirm the correctness of the proposed dynamics modeling method, and the control simulation
demonstrates that the control system can quickly counteract the disturbance forces and torques generated by the
movement of the robotic arm on the base, proving the effectiveness and feasibility of the proposed control method.

Key words    multi-rigid body dynamics, dual quaternions, integrated control, space robotic arm, floating base

 

引 言

在过去的几十年中, 多刚体系统在空间机械臂

的建模和控制方面一直是航天工程领域的重要研究

课题. 空间机械臂的应用场景广泛, 例如捕获空间碎

片[1]、修理故障航天器[2] 以及执行复杂的在轨组装

和维护任务[3]. 这些操作在微重力环境下进行, 但空

间机械臂的基座和机械臂之间存在位姿耦合, 加之

空间环境中各种不可预测的扰动因素, 使得控制问

题极具挑战性. 在这种背景下, 空间机器人系统的建

模和控制需求迫切.
空间机械臂的传统控制策略面临着一定困难.

这些困难源于旋转群 (SO(3)) 的拓扑结构与欧几里

得空间的本质不同, 使得位置和姿态的描述及其控

制更加复杂. 在处理空间机械臂的旋转和平移运动

时, 传统方法通常将姿态和位置分开考虑[4-5], 此种

分离的控制策略不仅增加了计算复杂性, 而且在某

些情况下可能导致系统性能和稳定性的降低. 例如,
在执行精密操作或快速响应任务时, 姿态与位置之

间的相互影响可能导致控制精度下降或响应迟缓[6].
对偶四元数作为一种有效的数学工具, 近年来

在动力学建模领域显示出了巨大的潜力. 对偶四元

数结合了四元数和对偶数的特点, 它的实部和对偶

部分分别可以表示空间变换中的旋转和平移, 使其

可以在统一的数学框架内表示 SE(3) 群的元素. 这
种特性为描述和控制刚体运动提供了一种更加简洁

和直观的方法. 与传统的欧拉角或轴角表示法相比,
对偶四元数提供了一种唯一且连续的空间运动表示

方法. 它继承了四元数的优点, 克服了欧拉角中的万

向锁现象, 并解决了轴角表示法存在的多解和不连

续性问题. 此外, 对偶四元数在计算上显示出高效性,

因为它允许直接且无需转换为其他表示形式即可进

行旋转和平移的组合操作[7], 这在机器人学、计算

图形学和航空航天领域的应用中尤为重要. Dooley
等[8] 首次探索了将对偶四元数作为广义坐标用于建

模的可能性. 随后, Brodsky 等[9] 提出了一种基于对

偶四元数的方法实现单刚体的动力学建模, 并发展

了基于牛顿-欧拉法和拉格朗日法的动力学框架 .
Chen 等[10] 提出了一种基于对偶四元数的机械臂逆

运动学问题的解决方法. 与传统的方法相比, 该方法

需要更少的计算量, 并避免了奇异性问题.
在国内, 杨一岱等[11] 利用对偶四元数, 推导了

挠性航天器的姿轨一体化动力学模型并提出了一种

自适应位置姿态跟踪控制器. 该模型可以完整地描

述航天器平动、转动与挠性附件振动三者之间的关

联耦合作用, 并使用自适应控制器补偿了挠性附件

的耦合作用, 提高了控制系统的稳定性. 董宏洋[12]

探讨了多航天器编队任务中的 6自由度相对运动跟

踪控制问题. 他采用对偶四元数描述航天器间的位

姿一体化相对运动, 并设计了多种控制方法, 包括处

理质量与惯量不确定性的自适应控制方法, 以及针

对执行机构故障的容错控制方法. 张洪珠[13] 进一步

地提出了基于对偶四元数的滑模变结构控制器, 考
虑了模型不确定性和外部干扰, 对比了不同控制算

法的优势与不足, 并通过仿真验证了所提出控制器

的有效性.
上述研究的重点多数是对偶四元数在单刚体

动力学与控制中的应用. 在多体动力学领域, Benić
等[14] 使用对偶四元数推导了双自由度机械臂的欧

拉-拉格朗日形式的正向运动学和动力学方程. 这个

方法仅仅对特定数目的刚体有效, 较难拓展至任意

数量的多刚体系统. Antonello等[15] 和 Valverde等[16]
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提出了一种牛顿-欧拉法的建模方法, 考虑了不同类

型的关节, 但这一方法在多体系统结构变化时缺乏

灵活性, 需要重新推导方程, 这在分析和计算上是不

利的.
本文着重于利用对偶四元数进行多刚体系统的

建模, 推导了链式多刚体位姿一体化建模问题和多

刚体系统一体化跟踪控制问题. 针对多自由度冗余

空间机械臂的位姿一体化建模问题, 首先推导了链

式系统中的速度递推关系, 然后基于单刚体的动力

学方程, 推导了链式系统的逆动力学递推方程和正

向动力学的矩阵形式, 最后讨论了具体的执行机构

建模. 通过这一过程, 本文建立了一个基于对偶四元

数的递推形式的机械臂位姿一体化模型. 该模型不

仅考虑了机械臂的动力学特性, 还涵盖了实际执行

机构的建模细节. 最终, 通过数值仿真, 本研究验证

了所提出方法的有效性和正确性. 

1     数学基础
 

1.1    对偶四元数

对偶四元数集具有如下形式

HD = {σ̂ = p+εq, p, q ∈ H} (1)

p和q ε ε , 0, ε2 = 0其中,    为四元数, 算子   满足   . 单位

对偶四元数可以表示空间任意 6 自由度变换, 已有

较多文献[16-19] 对对偶四元数做了详细介绍, 表 1 总

结了本文用到的对偶四元数运算法则.
其中对偶四元数的对数用到了四元数的逆, 其

定义为[13]

p−1 =
p∗

∥p∥2
(2)

对偶四元数的乘法又可以用矩阵形式表示为

Λ̂+1 =

[
p1L 0
q1L p1L

]
∈ R8×8

Λ̂−2 =

[
p1R 0
q1R p1R

]
∈ R8×8

PL =

[
p0 − p̄T
p̄ p0I3+ ˜̄p

]
∈ R4×4

QR =

[
q0 −q̄T
q̄ q0I3− ˜̄q

]
∈ R4×4


(3)

·̃ ·̄其中,    表示矢量的反对称阵形式,    表示取一个四元

数的矢量部分. 

1.2    对偶四元数形式的运动学和动力学

单位对偶四元数可以表示空间中的一个 6自由

度变换, 通常为了表示此变换它被写作

q̂ba = qba+
ε

2
qba ◦ rb

ba (4)

qba

rb
ba

式中,    为表示两个坐标系相对姿态的四元数, 下
标 ba 表示坐标系 b 相对于坐标系 a, 上标表示矢量

投影所在的坐标系.    是一个实部为 0的四元数.
两个坐标系之间的对偶速度的定义为

ω̂b
ba = ω

b
ba+ε

(
ṙb

ba+ω
b
ba× rb

ba

)
(5)

刚体相对于任意一点 C 的动力学方程可以写

作[18]

F̂C = M̂C
∂

∂t
ω̂C + ω̂C × M̂Cω̂C (6)

F̂C =
[

FC TC
]T ∂

∂t

M̂C =

[
−SC mI
JC SC

]其中,     为对偶力,     表示相对导

数,    为对偶质量阵.
 

2     递推形式的对偶四元数动力学方程
 

2.1    坐标系定义

本节使用对偶四元数, 完成任意串联机械臂的

正逆动力学的递推, 首先给出坐标系定义如下.
(1)链式多刚体系统 (图 1)由 N 个刚体组成, 从

端部向基座编号, 依次为 1, 2, ···, N.
Ok

dk tk

(2)第 k 个刚体的质心记为   , 第 k 个铰链的内

节点记为   ,外节点记为   .
ΘO

Θdk dk

Θtk tk+1

(3) 惯性坐标系为    , 第 k 个刚体的随体坐标

系    位于内接铰点    处, 第 k 铰链的随体坐标系

 位于第 k + 1体的外接铰点   处. 

 

表 1   部分对偶四元数运算法则

Table 1    Dual quaternion operation rules

Operation Formula expression

multiplication σ̂1 ◦ σ̂2 = p1 ◦ p2+ε (p1 ◦ q2+ q1 ◦ p2)

conjugate σ̂∗ = p∗+εq∗

cross product σ̂1× σ̂2 = p1× p2+ε (p1× q2+ p2× q1)

frame transformation r̂b
b = q̂a∗

ba ◦ r̂a
a ◦ q̂a

ba

logarithm log(p+εq) = log p+ε
(
p−1 ◦ q

)
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2.2    逆向动力学递推

铰链的相对运动可以通过铰链的映射矩阵来表

示, 该矩阵建立了铰链的广义速度与铰链的空间速

度的关系

ω̂ = Ĥθ̇ (7)

Ĥ ∈ R8×n θ̇其中铰链映射矩阵    , n 为铰链自由度,     为

铰链的广义速度. 表 2 给出了一些常见的铰链所对

应的映射矩阵和广义速度关系.
第 k + 1 刚体到第 k 刚体间的速度递推可以由

两部分组合: 第 k + 1刚体体坐标系到铰链 k 中铰坐

标系的速度传递, 铰链 k 中铰坐标系到第 k 刚体体

坐标系的传递, 见图 2.

ω̂dk+1

ω̂tk

设第 k + 1 刚体内接铰点对偶速度为    , 外
接铰点对偶速度为   , 第 k + 1 刚体内的速度传递

可以表示为

ω̂tk = q̂∗tkdk+1
◦ ω̂dk+1 ◦ q̂tkdk+1 (8)

q̂tkdk+1 = qtkdk+1 +
ε

2
ptk

tkdk+1
◦ qtkdk+1 ptk

tkdk+1

Θdk+1 Θtk

对偶四元数     ,    

表示     指向     的矢量.
第 k 铰链间的速度传递可以表示为

ω̂dk = q̂∗dktk
◦ ω̂tk ◦ q̂dktk + Ĥkθ̇k (9)

根据式 (8)和式 (9)可以得到

ω̂dk = q̂∗dktk
◦
(
q̂∗tkdk+1

◦ ω̂dk+1 ◦ q̂tkdk+1

)
◦ q̂dktk + Ĥkθ̇k =

q̂∗dkdk+1
◦ ω̂dk+1 ◦ q̂dkdk+1 + Ĥkθ̇k (10)

ω̂k

q̂kk+1

为了方便起见, 在后文中统一用   表示第 k 刚

体的内接铰点速度,    表示第 k + 1 刚体体坐标

系到第 k 刚体体坐标系的对偶四元数. 于是

ω̂k = q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ Ĥkθ̇k (11)

第 k 刚体相对惯性系的对偶速度可以通过以下

递推得到

ω̂n+1 = 0
for k = n : −1 : 1

ω̂k = q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ Ĥkθ̇k

end


(12)

对式 (8)求相对导数得到

∂k

∂t
ω̂k =

(
∂k

∂t
q̂∗kk+1

)
◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ q̂∗kk+1 ◦

(
∂k

∂t
ω̂k+1

)
◦

q̂kk+1+ q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦
(
∂k

∂t
q̂kk+1

)
+

(
∂k

∂t
Ĥk

)
θ̇k + Ĥkθ̈k

(13)
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图 1   链式多体系统

Fig. 1    The chain multibody system

 

表 2   常见铰链的映射矩阵和广义速度

Table 2    Mapping matrix and generalized velocity for
common hinges

Hinge type Map matrix Generalized velocity

revolute

 01×3
1

01×4

 θ̇

prismatic
(

01×7
1

)
ḋ

spherical

 01×3
I3

04×3


 ωx
ωy
ωz



6-DoF joint


01×3 01×3

I3 03×3
01×3 01×3
03×3 I3





ωx
ωy
ωz
vx
vy
vz


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图 2   第 k 铰和第 k 连杆关系示意图

Fig. 2    The relationship between the k-th hinge and the k-th link
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由于

∂k

∂t
ω̂k+1 =

∂k+1

∂t
ω̂k+1+ ω̂k+1× ω̂kk+1 (14)

令

α̂k =

(
∂k

∂t
q̂∗kk+1

)
◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦

(
∂k

∂t
q̂kk+1

)
+

q̂∗kk+1 ◦ (ω̂k+1× ω̂kk+1)◦ q̂kk+1+

(
∂k

∂t
Ĥk

)
θ̇k

(15)

于是

∂k

∂t
ω̂k = q̂∗kk+1 ◦

∂k+1

∂t
ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ α̂k + Ĥkθ̈k (16)

根据文献 [18], 刚体的 6 自由度动力学方程可

以写作

f̂B = M̂B
∂

∂t
ω̂B+ ω̂B× M̂Bω̂B (17)

f̂dk

f̂tk−1

将第 k 刚体内接铰点受到的对偶力记为   , 外

接铰点受到的对偶力记为   , 根据对偶形式的刚

体动力学方程

f̂dk − q̂∗dktk−1
◦ f̂tk−1 ◦ q̂dktk−1 = M̂dk

∂dk

∂t
ω̂dk + ω̂dk × M̂dk ω̂dk

(18)

假设铰链没有质量, 则铰链 k−1之间力传递为

f̂tk−1 = q̂∗tk−1dk−1
◦ f̂dk−1 ◦ q̂tk−1dk−1 (19)

于是铰链间的力传递为 (见图 3和图 4)

f̂dk = q̂∗dkdk−1
◦ f̂dk−1 ◦ q̂dkdk−1 + M̂dk

∂dk

∂t
ω̂dk+

ω̂dk × M̂dk ω̂dk (20)

dk

f̂k M̂k

同样地, 记第 k 刚体在内接铰点   处所受的力

为   , 内接铰点处的对偶质量阵记为   . 于是有

f̂k = q̂∗kk−1 ◦ f̂k−1 ◦ q̂kk−1+ M̂k
∂k

∂t
ω̂k + ω̂k × M̂kω̂k (21)

Ĥk因为铰 k 的映射矩阵为    , 所以铰 k 处主动力

τ̂k = Ĥk f̂k (22)

θ̈k逆向动力学中, 铰链的广义加速度   已知, 可以

通过以下由端到基的递推和基到端的递推计算广义

力和铰链力

ω̂n+1 = 0
for k = n : −1 : 1

ω̂k = q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ Ĥkθ̇k

∂k

∂t
ω̂k = α̂k + q̂∗kk+1 ◦

∂k+1

∂t
ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ Ĥkθ̈k

end

f̂0 = 0
for k = 1 : 1 : n

f̂k = q̂∗kk−1 ◦ f̂k−1 ◦ q̂kk−1+ M̂k
∂k

∂t
ω̂k + ω̂k × M̂kω̂k

τ̂k = Ĥk f̂k

end


(23)

 

2.3    正向动力学递推

Γ̂k

θ̈k

f̂k

正向动力学中, 铰链上施加的对偶力    已知,

需要求解铰链对应的广义加速度   . 由于铰链上的

约束反力未知, 即对偶力    未知, 这时无法通过递

推进行直接求解. 可以通过一定变换, 把递推方程转

换为矩阵形式进行求解.

σ̂k+1 q̂∗kk+1 ◦ σ̂k+1 ◦ q̂kk+1

根据对偶四元数的运算规则, 任意的对偶四元

数    , 式    对于的矩阵形式可以

写作

q̂∗kk+1 ◦ σ̂k+1 ◦ q̂kk+1 =
[
q̂∗kk+1

]+[
q̂kk+1

]−σ̂k+1
∆
=

Qkk+1σ̂k+1 (24)

于是相应递推公式可以写作

 

Θo

Θdk Θtk − 1

−ftk − 1fdk Ok

k-th link

 
图 3   第 k 铰和第 k 连杆力传递示意图

Fig. 3    The relationship between the k-th hinge and the k-th link

 

Θo

ftk
Θtk Θdk − 1

−fdk − 1

(k − 1)-th hinge
 

图 4   第 k 铰之间力传递示意图

Fig. 4    The force analysis of the k-th link
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ω̂k = Qkk+1ω̂k+1+ Ĥkθ̇k

∂k

∂t
ω̂k = Qkk+1

∂k+1

∂t
ω̂k+1+ α̂k + Ĥkθ̈k

f̂k = Qkk−1 f̂k−1+ M̂k
∂k

∂t
ω̂k + ω̂k × M̂kω̂k

τ̂k = Ĥk f̂k


(25)

定义矩阵

Ω̂ = col {ω̂k}nk=1 ∈ R
8n

Γ̂ = col {τ̂k}nk=1 ∈ R
8n

Â = col {α̂k}nk=1 ∈ R
8n

F̂ = col
{
f̂k
}n

k=1
∈ R8n

M̂ = diag
{
M̂k

}n

k=1
∈ R8n×8n

Ĥ = diag
{
Ĥk

}n

k=1
∈ R8n×N

Θ = col {θk}nk=1 ∈ R
N

Ê = col
{
∂k

∂t
ω̂k

}n

k=1
∈ R8n

B̂ = col
{
ω̂k × M̂kω̂k

}n

k=1
∈ R8n



(26)

Q̂ =


0 0 0 0 0
Q12 0 L 0 0
0 Q23 L 0 0
M M O M M
0 0 L Qn−1n 0

 ∈ R
8n×8n

(27)

其中 n 为刚体个数, N 为铰链自由度之和.
于是递推公式可以写作

Ω̂ = Q̂TΩ̂+ ĤΘ̇

Ê = Q̂TÊ+ Â+ ĤΘ̈

F̂ = Q̂F̂+ M̂Ê+ B̂

Γ̂ = ĤF̂


(28)

(
I+ Q̂

)从矩阵 Q 结构可知为幂零矩阵, 其幂指数为 n,
根据幂零矩阵性质可知   是可逆的, 可以证明

Φ
∆
=
(
I+ Q̂

)−1
=



0 0 0 0 0
Q12 0 · · · 0 0
Q13 Q23 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

Q1n Q2n · · · Qn−1n 0


(29)

于是递推公式 (28)可以写作

Ω̂ =ΦTĤΘ̇

Ê =ΦT
(
Â+ ĤΘ̈

)
F̂ =Φ

(
M̂Ê+ B̂

)
Γ̂ = ĤF̂


(30)

上式可以推导为以下形式的动力学方程

M(θ)θ̈+C(θ, θ̇) = Γ̂ (31)

M(θ) =
(
ĤΦM̂ΦTĤ

)
C(θ, θ̇) = ĤΦM̂ΦT Â+ ĤΦB̂其中   ,    ,

于是可以得到正向动力学求解

Θ̈ =
(
ĤΦM̂ΦTĤ

)−1 (
Γ̂− ĤΦM̂ΦT Â− ĤΦB̂

)
(32)

 

3     执行机构建模
 

3.1    推进器

推进器在卫星本体上产生的力和力矩为

f B =

S∑
i=1

f B
i (33)

tB =

S∑
i=1

Ri× f B
i (34)

Ri式中 S 为推进器数量,    为推进器相对于本体系原

点的安装位置. 根据文献 [20-21], 推进器产生的动力

学效应可以表示为

f̂ =
[

f B

τB

]
=

[
H f
Ht

]
σ = Hσ (35)

H f ,Ht ∈ R3×S

σ = (σ1, · · · ,σi, · · · ,σS )T ∈ RS

其中   分别为推进器与安装体上的力和

力矩映射矩阵, 它与推进器相对于载体质心的位置

有关. 矢量    为各个推进

器沿推力器安装方向施加的推力. 

3.2    动量交换装置

控制力矩陀螺 (VSCMGs)是一种用于航天器姿

态控制的惯性执行机构, 它主要通过交换动量来产

生控制力矩 , 从而实现对航天器姿态的控制或稳

定[22-23]. 这种装置具有结构简单和高输出扭矩等特

点. 控制力矩陀螺应用时需要考虑奇异回避问题, 并
对此设计回避奇异点的控制率[24-26]. 本文重点介绍

动力学建模过程 , 控制律设计采用奇异鲁棒逆算

法[27-28]. 考虑执行机构包含有 K 个变速控制力矩陀

螺, 可以将每个控制力矩陀螺等效为独立的运动附

件, 每个 VSCMG 产生的力和力矩用对偶四元数的

形式可以表示为[18]

F̂PB = M̂PB
∂B

∂t
ω̂B+

D̂BP
[
ω̂p× M̂Pω̂p+ M̂P

(
ω̂p× ω̂PB+ ˙̂ωPB

)]
(36)
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M̂PB

ω̂p

ω̂PB

D̂BP

F̂PB

其中,    为控制力矩陀螺相对于中心刚体本体坐

标系的对偶质量阵,    为控制力矩陀螺相对惯性系

的对偶速度,    为控制力矩陀螺相对中心刚体的

相对对偶速度,    表示了控制力矩陀螺相对中心

刚体的安装位置与姿态,    表示 VSCMG 在中心

刚体体坐标系上作用的力和力矩.
中心刚体与控制力矩陀螺组成的系统动力学方

程为

F̂B =

M̂B+

K∑
i=1

M̂PBi

 ∂B

∂t
ω̂B+ ω̂B× M̂Bω̂B+

K∑
i=1

{
D̂BPi

[
ω̂pi ×

(
M̂piω̂pi

)
+ M̂Pi

(
ω̂pi × ω̂PBi +

˙̂ωPBi

)]}
(37)

由式 (37) 可知, 每个控制力矩陀螺产生的控制

力矩为

τi = dual
{
D̂BPi

[
ω̂pi ×

(
M̂piω̂pi

)
+

M̂Pi

(
ω̂pi × ω̂PBi +

˙̂ωPBi

)]}
(38)

γ̇和Ω

其中 dual(·)表示取对偶四元数的对偶部, 设 VSCMG
的框架角速度和转子角速度分别为   , 则

ωPBi = Ai

[
γ̇i
Ωi

]
(39)

Ai式中   是角速率与角速度变换矩阵.
将式 (39)代入式 (38)可以化简得

τi = Biγ̈i+Ciγ̇i+EiΩ̇i

Bi = AgIcg

Ci = w+ At Iws[Ω]d + ω̃AgIcg

Ei = AsIws


(40)

A∗ = [e∗1 e∗2 · · · e∗k]

e∗k
Iws = diag[Iws1 Iws2 · · · Iwsk]

Icg =

diag
[
Icg1 Icg2 · · · Icgk

]
Bγ̈i

式中, 下标 s, t 和 g 分别代表任一VSCMG自旋轴、输

出力矩相反方向轴和框架轴.    ,
 为第 k 个控制力矩陀螺的 s 或 t 或 g 轴在中心刚体

本体系中的方向余弦阵.  
为控制力矩陀螺转子相对于 s 轴的转动惯量,  

 为控制力矩陀螺相对于 g 轴

的转动惯量. 根据文献 [25],    的影响较小可以忽

略, 于是 K 个 VSCMG产生的合力矩可以写作

τ = [ C E ]
[
γ̇
Ω̇

]
∆
= G

[
γ̇
Ω̇

]
(41)

C = [C1 C2 · · · CK] ,E = [E1 E2 · · · EK] γ̇ =[
γ̇1 γ̇2 · · · γ̇K

]T ,Ω̇ = [
Ω̇1 Ω̇2 · · · Ω̇K

]T其中 ,       ,    
 .

式 (41)的加权范数解为[
γ̇
Ω̇

]
= GT[GGT+λR]−1τ (42)

λ = λ0 exp[−µdet(GGT)] R =

 1 ε3 ε2
ε3 1 ε1
ε2 ε1 1


εi和λ0

其中 ,       ,       ,

 为正实数. 

4     控制实现

在本方法中 ,  解耦了机械手的控制和卫星基

座的控制. 机械臂将使用对偶 PD 控制方法进行控

制, 而卫星基座将使用推进器和 VSCMG 的组合进

行控制. 

4.1    机械臂控制

q̂di(t) ∈ H

ω̂di(t) q̂di(t) ω̂di(t)

安装在卫星基座上的有 N 个关节的机械臂动力

学方程如式 (27) 所示. 机械臂的控制目标是控制每

个关节跟踪任务空间的参考轨迹   和参考速

度    , 其中    是每个臂的参考位姿,     为

每个臂的参考广义速度.
q̂i

ω̂i

若臂 i 的位姿用对偶四元数描述    , 速度用描

述   , 定义位姿误差为

ê = q̂∗di ◦ q̂i (43)

根据对偶四元数的定义展开可以得到

ê = eq+
ε

2
eq ◦ er (44)

eq = q∗di ◦ qi er = rdi− ri

可以看出位姿误差对偶四元数的实部为姿态误差

 , 对偶部包含了位置误差   .
定义速度误差为

ω̂e = ω̂di− ω̂i (45)

根据文献 [13],可以通过广义 PD控制对每个关

节进行控制, 定义控制律为

ûi = −kpi lg êi− kdiω̂ei (46)

kpi和kdi其中增益系数   都是正定的. 

4.2    基座控制

在机械臂运动时, 使用 VSCMG 和推进器混合

控制基座的位姿 .  推进器用于控制基座的位置 ,
VSCMG控制基座姿态. 控制律设计为

f̂ = −kp lg êi− kdω̂ei− f̂0 (47)

f̂0其中前馈项   为机械臂运动时产生的力和力矩, 增
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kp和kd益系数   都是正定的. 执行机构产生的对偶主

动力为

f̂ = Hσ+
[

0
τB

]
=

[
H fσ

Htσ+τ
B

]
(48)

由式 (47) 与式 (48) 可以先求推力器的解, 该问

题可以转化为如下的最优求解问题[29]

min
n∑

i=1

σi

s.t.
H fσ = f
σmin ⩽ σi ⩽ σmax, i = 1,2, · · · ,S


(49)

求出推力器的控制率后, 代入式 (48) 的对偶部

分结合式 (42)即可求得每个 VSCMG的控制规律. 

5     算例

本节对动力学建模和控制律设计进行仿真. 取
建模对象为 KUKA iiwa 7 自由度机械臂[30] 固连在

一个漂浮基座上, 基座四周装有 4 个 VSCMG, 基座

的 4 个顶点安装 3 组推力器, 执行机构具体安装示

意如图 5和图 6所示.

基座、机械臂以及控制力矩陀螺的惯量参数可

以参考表 3 ~ 表 5.
 

 

 
图 5   VSCMG安装示意图

Fig. 5    VSCMG installation schematic

 

z

x

y

 
图 6   推力器安装示意图 (红色箭头为力作用方向)

Fig. 6    Thruster installation schematic (red arrows indicate direction
of force)

 

表 3   基座惯量参数

Table 3    Base inertia parameters

Parameter Value

mass 27 kg

inertia Ixx = Iyy = Izz = 0.405 kg ·m2

center of mass cx = cy = cz = 0

dimension sx = sy = sz = 0.3 m

 

表 4   控制力矩陀螺惯量参数

Table 4    VSCMG inertia parameters

Parameter Value

mass 24.66 kg

inertia
Ixx = 0.123 3 kg ·m2

Iyy = Izz = 0.082 21 kg ·m2

center of mass cx = cy = cz = 0

 

表 5   机械臂惯量参数

Table 5    Arm inertia parameters

Mass/kg
kg ·m2

Ixx, Iyy, Izz, Iyz, Ixz, Ixy

Inertia/(   )
[   ] x,y,z

Center of mass/m
[   ] [ai,di,αi, θ0,i]

D-H parameters
 

link 1 4 [0.161 2, 0.147 6, 0.023 6, 0.014 4, 0, 0] [0, −0.030 0, 0.120 0] −90◦ 0◦[0 m,0.36 m,   ,   ]

link 2 4 [0.071, 0.025 1, 0.057 9, −0.009 9, −5.04 × 10−5, −7.08 × 10−5] [3.0 × 10−4, 0.059 0, 0.042 0] 90◦ 0◦[0 m,0 m,   ,   ]

link 3 3 [0.133 4, 0.125 7, 0.012 7, −0.011 7, 0, 0] [0, 0.030 0, 0.130 0] −90◦ 0◦[0 m,0.42 m,   ,   ]

link 4 2.7 [0.045 2, 0.013 1, 0.041 1, −0.006 2, 0, 0] [0, 0.067 0, 0.034 0] 90◦ 0◦[0 m,0 m,   ,   ]

link 5 1.7 [0.030 6, 0.027 8, 0.005 7, −0.002 7, −1.292 × 10−5, −3.57 × 10−6] [1.0 × 10−4, 0.021 0, 0.076 0] −90◦ 0◦[0 m,0.4 m,   ,   ]

link 6 1.8 [0.005 0, 0.003 6, 0.004 7, −4.320 × 10−7, 0, 0] [0, 6.0 × 10−4, 4.0 × 10−4] 90◦ 0◦[0 m,0 m,   ,   ]

link 7 0.3 [0.001 1, 0.001 1, 1.0 × 10−3, 0, 0, 0] [0, 0, 0.020 0] 0◦ 0◦[0 m,0.126 m,   ,   ]
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5.1    动力学验证

本节通过算例验证动力学建模的正确性. 仿真

模型仅包含基座和机械臂, 在基座上施加如下力和

力矩

Fb(t) = sin(t) · [1,2,3]T

Tb(t) = sin(t) · [1,2,3]T

 (50)

基座和机械臂的初始状态均为 0. 使用第 3节方

法与 Simscape计算作对比, 两种方法都使用 ODE45
进行计算, 仿真参数设置为: 最大步长 0.001, 相对误

差和绝对误差都设为 1.0 × 10−8. 通过对比两种方法

计算得到的机械臂末端位置进行误差对比, 结果如

图 7和图 8所示.
可以看到两种方法计算结果十分接近. 同时本

算例还进行了不同步长下的误差结果对比, 从图 9
可以看出当进一步缩小积分步长时, 两种方法误差

可以进一步缩小. 由此可以验证对偶四元数方法的

正确性.
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图 9   不同步长的误差结果对比

Fig. 9    Comparison of error results with different step sizes
 

为了进一步比较对偶四元数方法与传统方法的

效率, 在本算例中还对比了对偶四元数方法与指数

积方法所需的正向运动学递推基本运算次数. 指数

积方法对正逆运动学问题的求解过程已有较多文

献[31-32] 进行过详细介绍和分析.

ω̂k = q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1+ Ĥkθ̇k

q̂∗kk+1 ◦ ω̂k+1 ◦ q̂kk+1

Ĥkθ̇k

依据式 (22), 每一次正向运动学递推所需执行

的计算即求变量    的过

程. 根据式 (2) 描述的对偶四元数乘法的矩阵表示

法, 计算   需要进行 72 次乘法操作

和 56次加法操作, 而本算例中涉及的运动副均为旋

转类型,     中仅有单一元素非零, 因此每次递推

过程需执行 72次乘法和 57次加法. 相比之下, 采用

指数积递推公式时, 每次求解需执行 96 次乘法和

66 次加法[31]. 这一结果说明, 使用对偶四元数进行

运算所需的算术操作数量显著少于采用指数积公式

所需的运算数量, 凸显了其在计算资源优化方面的

潜在优势.
 

5.2    闭环控制仿真

本节通过算例验证整体闭环控制的正确性. 控
制的目标为机械臂末端沿着给定路径跟踪预定义的

轨迹, 同时将卫星基座保持在初始姿态和位置. 卫星

基座初始时刻静止在原点, 初始姿态均为零. 机械臂

末端轨迹为三维双纽线, 对应的参数方程为
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图 7   连杆 7位置

Fig. 7    Position of link 7
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图 8   两种方法计算结果对比

Fig. 8    The error comparison of the two methods
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r(t) =


x = r[1+ cos(ζt+ θm)]+ x0

y = r sin(ζt+ θm)+ y0

z = 2r sin(ζt/2+ θm/2)+ z0

(51)

r = 0.1 m, ζ = 1, θm = 0,

x0 = 0.3, y0 = 0 z0 = 0.7.

本节中参数选取如下:             
      和     给定机械臂末端轨迹后,

可以通过逆向运动学求解每个关节的目标位姿. 然
后根据第 4节内容分别控制机械臂和基座位姿.

仿真结果如下: 从图 10 和图 11 结果可以看到,
在推力器和控制力矩陀螺的作用下, 姿态稳定在初

始状态附近, 基座的位置保持精度在 mm级. 图 12 ~
图 14 为执行机构输出值, 在第 9 s 左右机械臂的运

动产生了较大扰动, 控制系统能较快地响应使基座

位姿仍然保持较高的控制精度. 

6     结 论

本文研究了使用对偶四元数进行多刚体系统建

模和控制的问题. 使用对偶四元数可以将位置与姿

态在统一的建模框架中表达, 有利于后续的控制系

统设计. 通过铰链间物理关系递推, 完成了运动学和

动力学递推方程的推导. 为了便于控制系统仿真计

算, 完成了正向动力学方程的矩阵形式推导, 可以直

接通过关节上的对偶主动力求解广义加速度. 对于

实际航天应用中的漂浮基座和机械臂组合体的建模

与控制, 本文分别讨论了基座和机械臂的控制率设

计方式, 并使用控制力矩陀螺和推力器完成了 7 自

 

1.0
Q1

Q2

Q3

Q4

0.8

0.6

0.4

0.2

−0.2

0

0 5 10 15

time/s

b
as

e 
at

ti
tu

d
e 

q
u
at

er
n
io

n

 
图 10   基座姿态四元数

Fig. 10    Base attitude quaternion
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图 11   基座位置

Fig. 11    Base position
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图 12   推力器 PWM 作用序列

Fig. 12    Thruster PWM firing sequence
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由度机械臂的位姿跟踪和基座稳定控制.
未来的研究计划包括两方面. 一方面是继续完

善此仿真框架的内容, 包括将刚体动力学模型拓展

到柔性附件及柔性体建模等; 另一方面, 可基于此仿

真框架, 研究使用对偶四元数完成轨迹规划的内容,
例如在最小干扰约束下, 指定机械臂末端轨迹时的

机械臂的任务空间位姿规划.
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图 13   控制力矩陀螺框架角

Fig. 13    gimbal angle
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图 14   控制力矩陀螺转速

Fig. 14    angular velocity of wheels
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