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基于 K-T 条件的核环吊空间滑轮绳索接触段

计算方法研究
1)

赵天骄 2)    齐朝晖     王天堉     徐金帅 
(大连理工大学工程力学系, 辽宁大连 116024)

摘要　滑轮绳索系统是一类可以利用内嵌于其中的绳索控制的多体系统, 一般存在大量绳索接触段, 随着机械

系统的复杂化和智能化, 对这类系统的精确性和可靠性提出了高要求. 针对核环吊起升机构中空间滑轮绳索接

触段, 推导了接触段绳索微元体平衡方程, 得到了接触力密度的解析表达式. 将绳索应变求解转化为优化问题,

利用库恩塔克 (K-T)条件, 建立了绳索轴向应变以及应变对弧长导数满足的非线性方程, 并求出了内部应变对

滑轮两端参数的导数, 计算了滑轮与绳索接触段的应变分布, 推导了绳索方位角与弧长应满足的协调方程. 同

时结合接触段滑轮槽截面的几何特点, 推导了切向和法向接触力密度与绳索轴向应变之间的关系, 提出了滑轮

两侧绳索应满足的边界条件, 利用边界点处绳索与滑轮物质速度相等的条件, 建立了约束方程. 数值算例表明,

计算结果符合绳索受力变形规律和接触力变化趋势. 提供的方法为包含空间滑轮绳索机构的核环吊机构以及

其他大型机械系统分析提供了新的思路.

关键词　滑轮绳索系统, 起升机构, 应变分析, 接触力密度, 空间描述

中图分类号: O313.7       文献标识码: A       doi: 10.6052/0459-1879-23-469

RESEARCH ON THE CALCULATION METHOD OF THE SPACE PULLEY ROPE
CONTACT SECTION OF NUCLEAR RING CRANE BASED ON K-T CONDITION1)

Zhao Tianjiao 2)    Qi Zhaohui     Wang Tianyu     Xu Jinshuai 
(Department of Engineering Mechanics, Dalian University of Technology, Dalian 116024, Liaoning, China)

Abstract     The pulley rope system is a type of multi body system that can be controlled by ropes embedded within it ,
generally, there are a large number of contact segments,with the complexity and intelligence of mechanical systems, high
demands have been placed on the accuracy and reliability of such systems . This paper mainly focuses on the space pull
rope contact section of the nuclear ring lifting mechanism. Firstly,the equilibrium equation of the element body of the
rope in the contact section is derived, and the analytical expression of the contact force density is obtained. Secondly,the
solution of rope strain is transformed into an optimization problem.The nonlinear equation of strain and arc length
derivative of strain is established by using Kuhntak condition. The derivative of internal strain to parameters at both ends
of pulley is obtained. The strain distribution in contact section and the coordination equation between azimuth Angle and
arc length are calculated. At the same time, the relationship between tangential and normal contact force density is
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derived based on the geometric characteristics of the pulley groove section, and the boundary conditions that the rope on
both sides of the pulley should meet are proposed. Based on the condition that the material velocity of rope and pulley at
the boundary point is equal, the constraint equation is established. In this paper, the contact forces of pulleys with
different radius and different types of pulleys are analyzed, and the strain distribution rules of the contact section are
summarized.The numerical examples show that the calculated results are consistent with the law of stress deformation
and the trend of contact force change of the rope. The method presented in this paper provides a new idea for the analysis
of large-scale mechanical systems including pulley and rope mechanisms. Moreover, it also provides theoretical
preparation for the analysis of pulley-rope systems.

Key words    rope-pulley system, lifting mechanism, strain analysis, contact force density, spatial description

 

引 言

滑轮绳索系统广泛应用在航天器、卫星等机构

中, 在系统运动中起重要的动力牵引作用. 在很多机

械系统中, 绳索有着不可替代的功能. 比如核反应堆

搭建和操作的核环吊系统, 必须在提升几百吨重物

的过程中使重物的水平位移偏差控制在每 10 m 小

于 5 mm 的范围. 这些机械系统若要达到精确可靠

的要求, 必须对起升机构系统进行精确可靠的计算.
核环吊安装和运行于核电站反应堆的正上方,

在核电站建造和运行阶段, 为重要机械设备的安装

维修以及运输提供吊运服务. 核环吊一般分为主起

升机构和副起升机构[1], 但是不管是哪一类机构, 其
本质都是由钢丝绳、滑轮、卷筒等部件组合而成的

一组滑轮钢丝绳系统. 核环吊中的吊装部件一般都

需要高精度的定位, 所以对于这类系统的计算, 提出

了更高的要求. 钢丝绳系统中存在大量的滑轮, 如果

忽略滑轮尺寸, 不考虑滑轮的作用, 会造成计算的误

差偏大, 无法精确地计算系统运动, 更无法准确得出

系统中绳索总长度 . 但想要高精度地分析此类系

统, 滑轮与绳索接触段的计算就尤为重要. 谭春林等[2]

对绳索动力学做了很多基础研究, 王郡等[3] 对弹性

绳进行了轨迹模拟. 滑轮绳索系统不仅在核环吊机

构[4] 中大量存在, 在大型空间展开机构[5] 中, 以及航

母中的拦阻索[6] 也被广泛应用. 接触力计算的准确

性将直接影响整个系统的动力学行为. 传统的商业

软件在做滑轮绳索系统时有局限性, 不能得到准确

的轮索接触力. 滑轮与绳索的接触段的求解尚没有

成熟而统一的方法, 目前主要有 3种方法. 第 1种采

用经典的绞盘模型[7], 这种方法可以得到滑轮两端

拉力关系, 但是一般仅适用于绳索与滑轮处于滑动

状态或者临界滑动状态, 处理的构件为吊环情况较

多, 采用此方法无法得到接触段内部应变. 第 2种方

法采用接触模型, 以赫兹接触为基础, 很多学者建立

了不同的接触力模型, 比如 Kelvin-Voigt 模型[8] 和

Hunt-Crossley 模型[9]. Flores 等[10] 对连续接触力模

型进行了改进, 提出了新的计算方法, Lankarani等[11]

针对两球中心碰撞提出了一种接触力模型, Zhang
等[12] 针对具有复杂几何形状的物体接触, 提出了一

种计算模型 .  Bu l in 等 [ 1 3 ] 采用 Hunt -Cros s l ey
接触模型以及 LuGre微变模型建立钢丝绳与滑轮局

部的接触力模型, 从中计算出切向接触力和法向接

触力, 但是基于此类方法, 摩擦力计算的结果依赖于

参数的选择, 而这些模型中的参数设定需要大量的

工程试验验证, 如果参数选择不合适, 接触模型与柔

性体的本构关系会相互干扰, 造成数值不稳定. 第
3 种方法采用工程中的经验公式计算接触应力. 一
般思路是将绳索拉力、滑轮直径和绳索直径带入经

验公式得到接触应力[14], 这种计算方式得到的接触

应力在整个接触区域均相同, 这与实际情况有差别.
这种方式在处理动力学问题时也无法判断绳索与滑

轮是否存在相对滑动, 描述变量不能应用于整个滑

轮绳索系统的分析中.
Ju等[15] 针对绳索滑轮系统, 研究了静态结构分析

方法, 结果说明不考虑摩擦会产生错误的分析结论.
李春明[16] 将弹性绳作为特殊的体, 研究了弹性绳力

学行为与振动特性. 胡建峰等[17] 采用理论力学以及

摩擦学原理提出了滑轮损耗模型, 同时也说明了滑

轮的摩擦对整个系统动力学行为的影响. 魏建东[18]

针对静力学问题提出了索-轮单元法. 此方法在不考

虑滑轮摩擦力的情况下具有较广泛的应用. 阚子云[19]

对含绳索的张拉结构进行了深入研究; Peng等[20] 对

绳索驱动的机械臂做了大量分析; Zhao等[21] 对含滑

轮绳索系统的空间展开结构和可回收火箭中的绳索
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系统进行了详细分析[22], 也说明了过线滑轮的摩擦

对展开系统有着重要的影响. Qi等[23] 针对起重机中

的滑轮绳索系统, 基于空间描述, 细致分析了动滑

轮、定滑轮的描述参数, 并应用在了多个场景中[24].
Du 等[25] 对考虑滑轮尺寸的绳索驱动可展开天线进

行了动力学分析.
在核环吊机构工作状态中, 如果滑轮方位不合

理, 可能会出现打滑现象. 由于滑轮与绳索之间的状

态不容易确定, 如果仅将绳子对滑轮的作用力整体

分析, 而不对内部应变的分布规律做详细计算和讨

论, 则无法判断起升机构中的滑轮运动规律. 传统的

计算方法一般将系统中所有的绳索离散为多个绳索

单元, 随着系统运动, 跟踪每个单元节点的运动以判

断绳索是否与滑轮接触, 对处于接触状态的绳索单

元, 用弹簧阻尼模型计算对应的接触力. 但形函数不

能高精度描述滑轮轮廓, 只能通过缩小单元尺寸逼

近滑轮上的一段圆弧, 往往需要很多单元才能模拟

滑轮绳索的运动. 其次, 接触力计算需要实时判断绳

索滑轮间接触条件, 单元形函数稍稍复杂一点就会

大幅度地增加这一过程的难度, 也经常发生不收敛

现象. 实际核环吊中的滑轮之间是相互影响的, 需要

判断整个系统中哪个滑轮最有可能出现打滑现象,
以及什么时候可能滑动. 这就需要对接触段进行定

量分析, 得到接触力的分布规律.
一些研究假设各点处摩擦系数为常数, 利用微

分方程推出经过滑轮两端的拉力关系[26]. 但是不能

计算出接触段的应变变化, 为了保证各点处的摩擦

系数小于最大静摩擦系数, 需要对变量进行约束, 将
此问题转化为一个优化问题. 严格意义上讲, 滑轮绳

索之间的接触问题处于面面接触, 接触局部可能有

蠕滑, 根据经验公式或者摩擦模型均无法有效地判

断蠕滑出现的位置. 目前商业软件的处理方法是将

绳索看成梁单元或者实体单元[27], 如果采用梁单元

分析, 无法得到接触段的切向接触力, 如果采用实体

单元分析, 当大部分工况为静摩擦时, 计算出的内部

接触力误差很大[28], 而且对于含有滑轮绳索系统的

大型机械结构, 实体单元计算量非常庞大[29]. ADMAS
中采用 Bushing 来模拟绳节与绳节之间的受力[30],
采用冲击函数和泊松模型计算接触力, 需要实时判

断两个实体单元区域的接触情况, 分析异常耗时, 而
且准确度较低.

本文结合绳索受力特点, 首先推导了接触段绳

索微元体平衡方程, 得到了接触力表达式, 利用动态

节点单元[31] 建立了系统的整体平衡方程. 根据库恩

塔克条件, 建立了接触段应变需要满足的条件, 并求

解了非线性方程的雅可比矩阵, 求出了系统的平衡

状态以及滑轮上绳索的接触力密度分布. 通过数值

算例, 与商业软件进行了对比, 验证了计算方法的可

行性. 本文提出的计算方法可以适用于含有滑轮绳

索的机械系统. 当滑轮半径较小时商业软件计算不

准确, 文中方法仍旧可以准确地计算接触段. 最后,
研究了起升机构滑轮接触力, 总结了滑轮接触段应

变分布规律, 分析了可能出现打滑的位置. 

1     滑轮绳索之间的接触力

ex ey ez

ez r

对于滑轮与绳索之间的接触段绳索, 根据微元

体平衡分析, 如图 1 所示, 其中   ,   ,   为滑轮参照

坐标系,    为滑轮轴方向,    为接触段绳索截面形心

矢径.
绳索动力学方程可以写作[32]

∂ f
∂s
+ q = ρ

(
∂2r
∂t2 − g

)
(1)

ρ f q

s

es,et,eb

其中,    为绳索质量线密度;    为绳索内力;    为绳索

所受分布外力密度,    为标志物质点的弧长坐标, 如
图 2所示, 绳索截面连体基矢量为 

eb = cosθex + sinθey

es = cosθey− sinθex

et = eb× es

 (2)

θ其中,    为描述绳索横截面位置的方位角, 如图 3所示.
绳索内力可以表示为

f = sgEsAεses (3)

Es A sg式中,    为绳索弹性模量,    为绳索横截面面积,  
 

r
f

ex

ey

ez 
图 1   接触段绳索微元体

Fig. 1    Microelement of contact rope
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sg = 1 sg = −1

εs

为绕绳方式的类型,    为逆时针绕绳,    为

顺时针绕绳,     为绳索轴向应变, 绳索内力的弧长

导数

∂ f
∂s
= sgEsε

′
ses+ sgEsεsκ× es (4)

其中曲率[33]

κ = κses+ κtet + κbeb (5)

其连体基中的分量

κs = e′t · eb = 0 (6)

κt = e′b · es = θ
′ (7)

κb = e′s · et = 0 (8)

由式 (1)可得接触段接触力密度

q = qses+qtet +qbeb (9)

其中

qs = ρeT
s (∂2r

/
∂t2− g)+ q̄s (10)

qt = ρeT
t (∂2r

/
∂t2− g)+ q̄t (11)

qb = ρeT
b (∂2r

/
∂t2− g)+ q̄b (12)

ds0

ds = rsgdθ

滑轮上绳索为一段圆弧, 初始弧长的微分    ,
现弧长的微分   , 则轴向应变

εs =
ds−ds0

ds0
= rsgθ

′−1 (13)

再结合式 (1)和式 (4), 可得接触力主要部分为

q̄s = −sgEsε
′
s (14)

q̄t = 0 (15)

q̄b = r−1Esεs(1+εs) (16)

以上 3式对于含有绳索驱动的机构分析有重要

意义, 它们揭示了接触段法向力与绳索轴向应变之

间, 以及切向接触力和应变对弧长导数之间的关系.
表明如果想要绳索缠绕力变大, 则需要的应变越大,
应变对弧长的导数与切向接触力成正相关. 在含有

机械臂抓手的机构中, 能控制住物体的前提是绳索

产生应变, 如果想要接触段切向力平稳, 则应变对弧

长导数应该在一个小范围波动. 根据上文推导得到

的式 (14) ~ 式 (16), 可计算不同接触力下的轴向应变. 

2     第三类边界条件与接触分析

µ

qn

d d0

α

绳索与滑轮间的摩擦系数为常量    , 如图 4 所

示, 假设滑轮槽和绳索的接触横截面为一段圆弧, 绳
索受到滑轮槽的作用力, 法向接触力密度为   . 滑轮

槽直径为   , 绳索直径为   . 如图 5 所示, 假设滑轮

槽与绳索接触段为一段圆弧, 同时绳索运动过程中,
绳索横截面始终为圆形截面, 滑轮槽与绳索接触横

截面的接触角   两端分别为

ϑ1 = π+α0 (17)

ϑn = 2π−α0 (18)

 

e
b

e
s

e
t

 
图 2   接触段绳索截面连体基

Fig. 2    Contact section of the conjoined base of the rope section

 

θ

es
eb

ex

ey

 
图 3   滑轮上绳索横截面方位角示意图

Fig. 3    Azimuth of rope cross section on pulley

 

qn

eb

et

 
图 4   接触段绳索法向力密度

Fig. 4    Normal force density of the contact rope
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AC BD

d

d0

∆OAC

如图 6所示, 绳索嵌入在滑轮槽中, 这里认为滑

轮槽半径与绳索半径相同, 即两者之间为面面接触.
绳索截面圆心为 0,    和   为圆截面的切线, 切点

为 C 和 D. 滑轮槽直径为 A 点与 B 点之间的长度   ,
绳索直径为    , 红色区域 C 点到 D 点为接触部分,
利用三角形   , 可得

α0 = acos
(
d0d−1

)
(19)

假设绳索形心在截面内的微位移

u = u1et +u2eb (20)

通过分析绳索径向及其位移, 在绳索的横截面

上, 沿表面分布力密度与径向位移成正比, 绳索分布

力密度

qt = r0

ϑnw
ϑ1

qn · etdα (21)

qb = r0

ϑnw
ϑ1

qn · ebdα (22)

qn = −kδen k式中,    ,    为接触刚度.

滑轮绳槽要求[34]

α0 ⩽
1
6
π (23)

π−2α0+ sin(2α0) > 0, u2 < 0

|qb| ≫ |qt | |u2| ≫ |u1| sinα < 0

u

en = cosαet + sinαeb

因此      从而       ;  由于

 ,    , 再考虑到   , 这里由于假

设绳索形心在截面内的微位移    , 绳索截面径向为

 , 则径向位移 (嵌入量)为

δ = u · en = u1 cosα+u2 sinα

δ > 0

n−1

q̄s

综上可以推断   . 将入绳点到出绳点间的绳

索按弧长坐标等分为   段, 根据节点处截面的状

态确定   .
qs = µqn q̄n =

−qn · en = kδ q̄n

如果截面处于滑动状态 ,  利用     ,    
 , 横截面的法向力合力为法向力密度  

沿着接触截面区域 C 到 D 积分

qn =

Dw
C

q̄nds = k
Dw

C

(u1 cosα+u2 sinα)ds

可得到

qs = cqsqb (24)

式中

cqs = 4µsign(vr)[π−2α0+ sin(2α0)]−1 cosα0 (25)

sign(vr)其中    是绳索横截面与滑轮相对速度的符号

函数. 当局部出现相对蠕滑时, 绳索截面速度大于滑

轮速度为正, 绳索截面速度小于滑轮速度为负. 由式

(13)、式 (16)和式 (24)可得节点处

q̄s,i = cqsqb,i = sgcqsEsεiθ
′
i (26)

qs qb

qs

如果截面处于相对静止状态,    与   无明确关

系, 此时应按式 (14)确定   , 即

q̄s,i = −Esε
′
s,i (27)

得到节点处的轴向接触力后, 采用第三类边界条件

的样条插值近似切向接触力密度

qs = N1qs,i+N2qs,i+1+N3
∂qs,i

∂ξ
+N4

∂qs,i+1

∂ξ
(28)

ξ其中   为归一化参数, 形函数

N1 = 2ξ3−3ξ2+1, N2 = −2ξ3+3ξ2

N3 = ξ
3−2ξ2+ ξ, N4 = ξ

3− ξ2

i ξ第   个节点处轴向接触力对归一坐标的   导数为

 

d

ey

ezpulley centroid

en

eb

et

α
α0

 
图 5   滑轮槽与绳索横截面

Fig. 5    Pulley groove and rope cross section

 

rope

BA

2
−d0

2
−d

contact cross-section

pulley

C D

O

α0

 
图 6   接触段绳索法向力密度

Fig. 6    Normal force density of the contact rope
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∂qs,i

∂ξ
=

[
qs,1,qs,2, · · · ,qs,n

]
h̄i (29)

h̄i H̄ i因为    为矩阵    的第    列, 切向接触力密度可

表示为

qs = (N1eT
i +N2eT

i+1+N3hT
i +N4hT

i+1)η (30)

η =
[
qs,1,qs,2, · · · ,qs,n

]
其中,    , 当样条端部导数未知时,
可采用第 2节点与第 n−1节点处 3阶导数连续 (not-
a-knot) 作为补充方程, 与节点处二阶导数连续性条

件共同组集为矩阵方程[
∂qs,1

∂ξ
,
∂qs,2

∂ξ
, · · · ,

∂qs,n

∂ξ

]
U =

[
qs,1,qs,2, · · · ,qs,n

]
V (31)

其中

U =



1 2 · · · 0
0 8 2

−1 2 8
. . .

... 2
. . . 2

...
. . . 8 2 1

2 8 0
0 · · · 2 −1


(32)

n×n为   维常数矩阵

V =



−2 −6 · · · 0
4 0 −6

−2 6 0
. . .

... 6
. . .

...
. . . −6 −2

0 4
0 · · · 6 −2


(33)

n×n也为   维常数矩阵, 利用这两个矩阵可以得到

H̄ = VU−1 (34)
 

3     应变与方位角

s1 sn

ε1 εn

接触段绳索左右两端弧长坐标分别为    和    ,
轴向应变分别为   和   , 两节点间的应变可用赫米

特插值近似为

ε = N1εi+N2εi+1+L(N3ε
′
i +N4ε

′
i+1) (35)

其中, 形函数

N1 = 2ξ3−3ξ2+1, N′1 = 6ξ2−6ξ

N2 = −2ξ3+3ξ2, N′2 = −6ξ2+6ξ

N3 = ξ
3−2ξ2+ ξ, N′3 = 3ξ2−4ξ+1

N4 = ξ
3− ξ2, N′4 = 3ξ2−2ξ

L = (sn− s1)(n−1)−1 n其中,    ,    为节点数, 归一化坐标

ξ = L−1(s− si) (36)

应变的弧长导数

ε′ = L−1(N′1εi+N′2εi+1)+N′3ε
′
i +N′4ε

′
i+1 (37)

单元内的方位角

θ = θi+ sgr−1L
ξw

0

(1+ε)dξ (38)

将式 (35)代入式 (38)可得方位角

θ = θi+ sgr−1L(ξ+ N̄1εi+ N̄2εi+1+LN̄3ε
′
i +LN̄4ε

′
i+1)
(39)

θi+1 = θi+ sgr−1L
(
1+

1
2
εi+

1
2
εi+1

)
+

sgr−1L2
(

1
12
ε′i −

1
12
ε′i+1

)
(40)

θn

应变与方位角满足协调条件, 即绳索右端方位

角   满足约束方程

∆s = rsg(θn− θ1)−L

 n∑
i=1

εi−
1
2

(ε1+εn)+
1
12

L(ε′1−ε′n)


(41)

 

4     应变求解的数学模型

在系统运动中, 两者之间的接触大部分情况为

静摩擦, 法向接触力与切向接触力需要满足库伦定

律, 同时两端应变等于边界应变, 现弧长等于接触段

应变的积分. 如果将应变当作系统变量, 代入整体平

衡方程, 方程是自然满足的, 这是因为应变与接触力

的关系本身就是根据微元体平衡得到的, 所以无法

通过系统平衡得到应变分布. 为了解决这些困难, 将
此问题转化为优化求解, 将应变需要满足的关系转

化为不等式约束, 求得内部应变的分布. 滑轮接触段

应变应满足约束条件如下

ε̄|ξ=0 = ε1 (42)

ε̄|ξ=1 = εn (43)

1128 力            学            学            报 2024  年 第  56  卷



1w
0

(1+ ε̄)dξ = sgrθ̄ s̄−1 (44)

节点处应变

ε̄i = ci,1+ ci,2ε̄1+ ci,3ε̄n (45)

ε̄′i = ci,4+ ci,5ε̄1+ ci,6ε̄n (46)

其中系数

ci,1 = (sgrθ̄ s̄−1−1 )ηi(6−6ηi)

ci,2 = 3η2
i −4ηi+ 1

ci,3 = 3η2
i −2ηi

ci,4 = (sgrθ̄ s̄−2− s̄−1 )(6−12ηi)

ci,5 = s̄−1(6ηi−4)

ci,6 = s̄−1(6ηi−2)

ηi = (i−1)(n−1)−1
θ̄

s̄

其中,     ,     为接触段两端方位角之

差,    为接触段两端弧长坐标之差. 应变求解可转化

为如下优化问题, 求解变量

εi (n > i > 1), ε′i (47)

ε = [ε2, ε3, · · · , εn−1] ε′ =[
ε′1, ε

′
2, · · · , ε′n

]组成求解变量列阵    和  

 .

目标函数

f =
∑

( f 2
i +g2

i ) (48)

fi = εi− ε̄i, gi = ε
′
i − ε̄′i (49)

由式 (42) ~ 式 (44)可得到等式约束

w = s̄
[
1+

n∑
i=1

εi−
1
2

(ε1+εn)+

1
12

(n−1)−2 s̄(ε′1−ε′n)/n−1
]
= rsgθ̄ (50)

ε1− ε̄1 = 0 (51)

εn− ε̄n = 0 (52)

不等式约束

rε′i +µεi ⩾ 0 (53)

µεi− rε′i ⩾ 0 (54)

εi ⩾ 0 (55)

根据库恩塔克条件 (K-T条件)可得

µ(λi+ λ̄i)+λw pi+λε1 (∂ε1/∂εi)+

λεn (∂εn/∂εi)+ λ̂i = 2 fi (56)

r(λi− λ̄i)+λwqi = 2gi (57)

λw λε1 λεn λi λ̄i
λ̂i其中   ,   ,   ,   ,   和   分别为库恩塔克乘子.

p ∆=
∂w
∂ε
= (n−1)−1 s̄

[
1
2

;1; · · · ;1;
1
2

]
(58)

q ∆=
∂w
∂ε′
=

1
12

(n−1)−2 s̄2 [1;0; · · · ;0;−1] (59)

p q ε ε′

pi qi p q i

式中    和    为式 (50) 对求解变量    和    求偏导数.
 和   分为   和   中的第   个元素.

接触段的切向力与法向力需要满足库伦摩擦定

律, 将其变为约束方程, 即为式 (53) ~ 式 (54), 根据

互补理论, 将此不等式约束转化为如下方程√
λ2

i + (rε′i+µεi)2 = λi+ rε′i +µεi (60)

√
λ̄2
i + (µεi− rε′i)2 = λ̄i+µεi− rε′i (61)

√
λ̂2

i + (εi−10−8)2
= λ̂i+εi−10−8 (62)

同时, 接触段内还应满足方位角协调方程以及

边界条件, 即如下方程

w = 0 (63)

ε1− ε̄1 = 0 (64)

εn− ε̄n = 0 (65)

上式共同组成了一组关于应变和应变弧长导数的非

线性方程, 其中接触段绳索的边界参数

x = [ε1;εn; s1; sn;θ1;θn] (66)

将库恩塔克条件得到的方程对边界参数求导数

后, 可得到如下方程

AX = B (67)

其中系数矩阵

第  4  期 赵天骄等: 基于 K-T条件的核环吊空间滑轮绳索接触段计算方法研究 1129



A =



−2Γ f ,ε 0n×n µE µE p ∂ε1
/
∂εT ∂εn

/
∂εT E

−2Γg,ε −2Γg,ε′ rE −rE q 0n×1 0n×1 0n×n
µDλ rDλ µDε + rDε′ 0n×n 0n×1 0n×1 0n×1 0n×n
µDλ̄ −rDλ̄ 0n×n µDε− rDε′ 0n×1 0n×1 0n×1 0n×n
∂w/∂ε ∂w/∂ε′ 01×n 01×n 0 0 0 01×n
∂ε1/∂ε 01×n 01×n 01×n 0 0 0 01×n
∂εn/∂ε 01×n 01×n 01×n 0 0 0 01×n

Dλ̂ 0n×n 0n×n 0n×n 0n×1 0n×1 0n×1 Dε−10−8



B =



0n×1 0n×1 B1,3 B1,4
0n×1 0n×1 B2,3 B2,4
0n×1 0n×1 0n×1 0n×1
0n×1 0n×1 0n×1 0n×1

0 0 B5,3 B5,4
1 0 0 0
0 1 0 0

0n×1 0n×1 0n×1 0n×1


A B   和   矩阵中的元素为

Γ f ,ε = E+
[
−c2 0n×1 · · · 0n×1 −c3

]
Γg,ε′ = E

Γg,ε =
[
−c5 0n×1 · · · 0n×1 −c6

]
Dλ = diag(λ), Dλ̄ = diag(λ̄), Dλ̂ = diag(λ̂)

Dε = diag(ε), Dε′ = diag(ε′)

B1,3 = −2
∂c1

∂s̄
−λw
∂p
∂s̄
, B1,4 = −2

∂c1

∂θ̄

B2,3 = −2
(
∂c4

∂s̄
+ε1
∂c5

∂s̄
+εn
∂c6

∂s̄

)
−λw
∂q
∂s̄

B2,4 = −2
∂c4

∂θ̄

B5,3 = −
∂w
∂s̄

, B5,4 = −
∂w
∂θ̄

c1, c2, · · · , c6

λ, λ̄和λ̂

其中   为式 (45) ~ 式 (46)中的系数组成的

列阵,    为式 (53) ~ 式 (55) 对应库恩塔克乘子

组成的列阵.

X =



∂ε/∂ε1 ∂ε/∂εn ∂ε/∂s̄ ∂ε/∂θ̄
∂ε′/∂ε1 ∂ε′/∂εn ∂ε′/∂s̄ ∂ε′/∂θ̄
∂λ/∂ε1 ∂λ/∂εn ∂λ/∂s̄ ∂λ/∂θ̄
∂λ̄/∂ε1 ∂λ̄/∂εn ∂λ̄/∂s̄ ∂λ̄/∂θ̄
∂λw/∂ε1 ∂λw/∂εn ∂λw/∂s̄ ∂λw/∂θ̄
∂λε1/∂ε1 ∂λε1/∂εn ∂λε1/∂s̄ ∂λε1/∂θ̄
∂λεn/∂ε1 ∂λεn/∂εn ∂λεn/∂s̄ ∂λεn/∂θ̄

∂λ̂/∂ε1 ∂λ̂/∂εn ∂λ̂/∂s̄ ∂λ̂/∂θ̄


(68)

将式 (67)再对边界参数求导

A∂X/∂x = ∂B/∂x−∂A/∂xX (69)

可得到求解变量对边界参数的二阶导数. 

5     绳索两端边界条件与平衡方程

静力学分析时, 弹性节点力

fe = LEs

1w
0

T̄T
ε,qεsdξ (70)

节点体力为

fg = ρL
1w

0

T̄T
r,q gdξ (71)

T̄T
ε,q T̄T

r,q

L g

其中   ,   为系统描述变量与应变变化率和矢径

变化率的转换阵,     为单元长度,     为重力加速度.
对式 (70) ~ 式 (71)求系统变量的导数可得雅可比矩

阵. 滑轮边界点矢径

r = rc+ rn (72)

rc r其中   为滑轮形心矢径,    为滑轮半径. 接触边界点

法向和切向矢量分别为

n= cosθex + sinθey (73)

t = cosθey− sinθex (74)

t ez

t

t̄ = cosφt + sinφez

如图 7 所示,    为滑轮槽切线方向,    为滑轮面

法线方向, 当绳索进入滑轮时, 绳索切向不一定沿着

滑轮槽切向   , 可能会有角度偏差, 实际绳索的方向

为   .
于是边界点处矢径对弧长的导数

r′ = (1+ε) t̄ (75)

绳索在边界点处的物质速度

∂r/∂t = ṙ− r′ ṡ (76)

滑轮上与绳索边界点重合点的物质速度

∂r̂/∂t = ṙc+ rω̄× n+ rγ̇ t (77)
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当绳索在边界点处相对于滑轮无滑动时

(∂r/∂t−∂r̂/∂t) · t = 0 (78)

其中, 虚速度关系

δθ̇1−δγ̇− (δṡ1)r−1(1+ε1)cosφ1 = 0 (79)

δθ̇2−δγ̇− (δṡ2)r−1(1+ε2)cosφ2 = 0 (80)

式 (79) ~ 式 (80)表示了绳索运动与滑轮自转间

的关系, 求解平衡方程时, 补充方程为滑轮自转角为

γ = 0 (81)
 

6     算例

算例 1: 首先讨论一个平面起升机构, 系统只包

含一个动滑轮, 一端为核环吊驱动卷筒, 一端为吊装

机构固定点, 滑轮绳索基本参数: 滑轮半径分别为

0.1, 0.3和 0.5 m. 绳索半径 0.01 m, 绳索抗拉模量 2.1 ×
105 MPa, 密度 7800 kg/m3. 系统的原点位于卷筒中

心, 动滑轮下方有 4000 kg 的吊载. 系统模型的长度

(x 方向)大概为 5 m, 高度 (z 方向)为 5 m. 动滑轮在

不同半径下接触段绳索长度约为 0.23, 0.8 和 1.2 m.
以下算例中数据曲线的 x 轴均为归一化弧长坐标.
系统模型见图 8. 系统平衡后, 不同半径的滑轮两端

边界计算结果见表 1.
针对以上算例, 分别采用了本文方法和 Ansys

进行了对比计算, 如果使用 Ansys里面的梁单元, 不
能计算出接触段绳索的切向接触力, 只能采用实体

单元 solid45, 然后提取单元应变, 实体单元大小为

3 mm, 从图 9 中可以看到, 当滑轮半径为 0.5 m 和

0.3 m 时, 本文计算出的接触段应变分布与 Ansys
大致相同, 但是 Ansys 耗时时间 43 s, 本文用时仅

5 s, 且 Ansys 计算出的数据波动很大, 当滑轮半径

为 0.1 m 时, 软件计算出的应变明显不合理, 呈现类

似于正弦曲线的趋势, 说明在处理滑轮绳索接触段

时, 软件有局限性, 对于小半径的滑轮, 应变变化率

快, 计算可能不准确.
从应变计算结果可知, 当滑轮半径为 0.5 m 时,

滑轮接触段应变左侧大于右侧, 随着滑轮半径的减

小, 滑轮右侧应变逐步增加. 从图 10 和图 11 可知,
滑轮半径越小, 切向接触力密度变化越大, 应变与法

向力的峰值越大. 随着滑轮半径的增大, 切向接触与

法向接触力反而减小, 接触力越均匀, 这也说明了滑

轮内部接触力并不是均匀分布的, 当切向接触力与

法向接触力的比值大于一定数值后, 局部区域可能

会有打滑现象, 即蠕滑现象.
算例 2: 核环吊中空间滑轮绳索基本参数: 滑轮

半径均为 0.1 m, 绳索半径 0.01 m, 绳索抗拉模量 1.8 ×
105 MPa, 密度 7800 kg/m3, 系统包含 3 个滑轮, 两个

动滑轮, 一个定滑轮. 动滑轮吊载质量为 18 000 kg.
系统坐标系原点位于卷筒中心处, 系统模型的长度
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图 7   滑轮绳索面外角

Fig. 7    The outside corner of the pulley rope
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图 8   平面系统模型

Fig. 8    The model of pulley rope system

 

表 1   各滑轮端部的弧长坐标、方位角、轴向应变

Table 1    The arc length coordinates, azimuth angle and axial
strain of boundary of the pulley

pulley (r = 0.1 m) pulley (r = 0.3 m) pulley (r = 0.5 m)

s1 /m 5.673 3 5.647 4 5.614 4

sn /m 5.906 3 6.367 9 6.851 2

θ1 /(°) 3.546 4 3.510 4 3.474 3

θn /(°) 5.878 4 5.914 3 5.950 3

ε1 0.000 9 0.000 9 8.893 6 × 10−4

εn 0.000 5 0.000 6 6.527 4 × 10−4
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(x 方向) 大概为 15 m, 高度 (z 方向) 为 5 m. 两个定

滑轮接触段长度约为 0.2 m, 动滑轮接触段长度约

为 0.4 m. 计算结果中定义切向接触力与法向接触力

的比值为摩擦系数. 系统模型如图 12所示. 3个滑轮

的两端边界计算结果如表 2所示.
表 2给出了系统中两个定滑轮和一个动滑轮的

边界参数. 卷筒出绳点弧长坐标为 0, 弧长坐标从左

到右依次增加, 右侧固定点弧长坐标为最大值.
表 3给出了动滑轮在总体坐标系下初始和平衡
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图 9   不同滑轮半径接触段轴向应变随弧长的变化

Fig. 9    The axial strain of the contact section with different pulley radii
varies with arc length
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qs图 10   切向接触力密度   随弧长的变化

Fig. 10    Tangential contact force density varies with arc length
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qb图 11   法向接触力密度   随弧长的变化

Fig. 11    Normal contact force density varies with arc length
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图 12   系统模型

Fig. 12    The model of pulley rope system

 

表 2   各滑轮端部的弧长坐标、方位角、轴向应变

Table 2    The arc length coordinates, azimuth angle and axial
strain of boundary of the pulleys

Fixed pulley1 Fixed pulley2 Movable1

s1 /m 4.738 5 15.805 4 10.154 7

sn /m 4.949 7 16.038 4 10.599 5

θ1 /(°) 1.511 3 2.740 0 3.541 2

θn /(°) 0.399 0 1.516 6 5.883 6

ε1 0.053 3 0.050 7 0.053 2

εn 0.053 3 0.001 6 0.053 2
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后的位置, x 坐标变化了 0.01 m, y 坐标保持不变,
z 坐标由−5 m 变为了−4.85 m, 即动滑轮向上提升了

0.15 m. 由图 13可知, 滑轮两端的方位角基本与弧长

呈线性函数关系, 两个定滑轮的绳索方位角均随着

弧长递减, 且变化率基本相同, 动滑轮的绳索方位角

随着弧长递增.
由图 14可知, 动滑轮绳索接触段的应变并不是

线性变化的, 峰值大概在整个区域的 1/3 处, 左侧的

应变略大于右侧的应变, 滑轮与绳索之间的材料摩

擦系数[34] 为 0.28, 图 15中已用虚线标出, 结合图 15
不同位置处的摩擦系数, 判断此系统中的动滑轮接

触段可能在 1/3 处发生蠕滑. 两个定滑轮的摩擦系

数均远小于动滑轮的摩擦系数, 所以两个定滑轮的

接触段绳索与滑轮相对不容易发生滑动, 见图 16. 表 4
给出了在总体坐标系下各个滑轮左端绳索拉力 F1
和右端绳索拉力 F2的各分量.

由图 17可知, 切向接触力密度随弧长坐标的变

化较为剧烈, 尤其是靠近固定点端滑轮的切向接触

力密度有明显的非线性变化. 越靠近固定点的滑轮,
切向接触力密度变化越为剧烈. 由图 14 和图 18 可

知, 定滑轮和动滑轮的轴向应变在各接触段分布区

别很大. 由图 18 可知, 轴向应变与法向接触力密度

 

表 3   初始时刻和平衡后动滑轮的位置

Table 3    The position of the moving pulley at the initial moment
and balancing

x/m y/m z/m

initial position 7.5 −0.5 −5

balance position 7.49 −0.5 −4.85
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θ图 13   方位角   随弧长的变化

Fig. 13    Azimuth varies with arc length
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图 14   动滑轮接触段轴向应变随弧长的变化

Fig. 14    Axial strain varies with arc length
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图 15   动滑轮摩擦系数随弧长的变化

Fig. 15    Friction coefficient varies with arc length
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图 16   定滑轮中摩擦系数随弧长的变化

Fig. 16    Friction coefficient varies with arc length

 

表 4   滑轮的左端拉力与右端拉力

Table 4    Left tension and right tension on the pulley

Unit/kN Fixed pulley1 Fixed pulley2 Movable1

Fx1 −95.71 −35.67 −37.25

Fy1 0 0 0

Fz1 5.69 −84.00 88.219

Fx2 37.25 28.78 37.25

Fy2 0 0 0

Fz2 −88.34 −1.561 8 88.214 1
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变化趋势相同.
算例 3: 核环吊中的卷筒一般为同一侧, 在起吊

上方会有两个导向定滑轮, 防止钢丝绳与滑轮面外

角过大, 进而出现磨损, 影响绳索寿命和起升过程中

的稳定性. 本算例讨论了面外角对接触段接触力的

影响. 系统基本参数: 吊载重量 4000 kg, 滑轮半径

0.2 m, 绳索半径 0.01 m, 绳索抗拉模量 2.1 × 105 MPa,
密度 7800 kg/m3, 系统包含 5个定滑轮, 以及 4个动

滑轮组成的滑轮组, 总体坐标系建在左端卷筒的中

心, 见图 19.
表 5和表 6给出了系统各定滑轮和动滑轮的边

界参数的计算结果. 由端部弧长坐标可以大概判断

接触段的长度.
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图 17   定滑轮 2接触段切向接触力密度的随弧长的变化

Fig. 17    The variation of tangential contact force density with arc length
in the contact section of fixed pulley 2
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图 18   定滑轮接触段绳索的轴向应变和法向接触力

密度 

Fig. 18    Axial strain and normal contact force density of the rope
in the contact section of the fixed pulley
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图 19   核环吊起升机构中的空间滑轮绳索系统

Fig. 19    The model of pulley rope system
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由图 20可知, 起升机构中的滑轮接触段应变分

布是有规律的, 随着滑轮号的增大, 变化趋势为左侧

应变逐步减小, 右侧应变逐步增大, 位于中间位置的

滑轮, 应变分布趋向于均匀, 靠近左侧驱动卷筒的滑

轮, 则左侧应变大于右侧应变, 靠近驱动卷筒右侧的

滑轮, 则右侧应变大于左侧应变, 这也符合绳索受力

规律.

由图 21可知, 靠近驱动卷筒两侧的动滑轮 1和

4, 摩擦系数大于中间位置的两个动滑轮 2 和 3.

图 22 为定滑轮 5 的接触段摩擦系数随归一化弧长

坐标的变化, 滑轮与绳索之间的材料摩擦系数[34] 为

0.28, 图中已用虚线标出. 当面外角为 0.18°时, 定滑

轮 5 的接触段中间区域的绳索会出现蠕滑. 图 22
中改变滑轮的方位 , 使滑轮出绳点处的面外角由

0.18°减小为 0.08°, 接触段摩擦系数整体会下降, 即
切向接触力与法向接触力的比值降低, 所以通过改

变边界处与卷筒连接的导向定滑轮的方位, 可以改

善摩擦系数, 减少发生打滑的概率.

 

表 5   各定滑轮端部的弧长坐标、方位角、轴向应变

Table 5    The arc length coordinates, azimuth angle and axial
strain of boundary of the pulley

Pulley1 Pulley2 Pulley3 Pulley 4 Pulley5

s1 /m 5.104 5 25.996 1 47.307 68.634 89.997 2

sn /m 5.323 7 26.639 0 47.959 69.276 90.316 7

θ1 /(°) 1.511 9 3.181 4 3.1833 3.185 3 0.005

θn /(°) 0.186 6 0.425 4 0.4273 0.429 5 1.6031

ε1 2.71 × 10−4 2.60 × 10−4 2.64 × 10−4 2.636 × 10−4 2.507 × 10−4

εn 2.65 × 10−4 2.63 × 10−4 2.64 × 10−4 2.666 × 10−4 2.184 × 10−4

 

表 6   各动滑轮端部的弧长坐标、方位角、轴向应变

Table 6    The arc length coordinates, azimuth angle and axial
strain of boundary of the pulley

Pulley1 Pulley2 Pulley3 Pulley 4

s1 /m 15.312 9 36.638 9 57.981 2 79.341 9

sn /m 15.956 6 37.282 9 58.625 1 79.977 2

θ1 /(°) −3.17 −3.176 9 −3.174 5 −3.172

θn /(°) −0.419 0.048 0.045 7 0.005 2

ε1 2.52 × 10−4 2.524 × 10−4 2.534 × 10−4 2.563 × 10−4

εn 2.54 × 10−4 2.529 × 10−4 2.524 × 10−4 2.527 × 10−4
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图 20   滑轮接触段轴向应变的变化

Fig. 20    Axial strain varies with arc length
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图 21   摩擦系数随弧长的变化

Fig. 21    Friction coefficient varies with arc length
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由算例 1 可知随着滑轮半径的增大, 接触段的

接触力变化越平稳, 接触力越均匀, 靠近固定点端的

滑轮, 接触力比远离边界处的滑轮大, 同时接触段接

触力变化越剧烈. 在起升机构吊载过程中, 由于左右

端固定点滑轮与卷筒相连接, 卷筒在工作过程中, 出
绳点的位置一直在变化, 导致绳索方向在变化, 会造

成左右端固定点处滑轮的绳索面外角的改变. 如果

安装方位不合适, 面外角一直增大, 则绳索会磨损滑

轮沿, 更容易出现打滑, 所以需要更加注意左右端固

定点滑轮的安装方位, 且适当增加滑轮半径, 同时减

小驱动卷筒与导向滑轮的面外角, 此处的接触段受

力不均匀, 更易出现打滑现象. 

7     结论

本文从接触段绳索微元体平衡出发, 推导了绳

索动力学方程, 继而得到了接触力密度的表达式. 利
用几何关系计算出了离散的接触力密度, 并通过结

合绳索接触段受力特点, 将接触力密度离散, 利用库

恩塔克条件以及接触力需要满足的互补方程, 建立

了数学模型, 提出了一种处理接触段的计算方法, 得
到了接触段的应变分布. 通过计算得到结果如下.

(1) 绳索接触力受到多个因素的影响, 分布不均

匀, 当滑轮与绳索处于静摩擦时, 应变微幅变化, 当
系统中滑轮两侧连接卷筒与重物时, 应变变化较为

明显, 靠近驱动卷筒, 靠近固定点, 且半径越小的滑

轮, 接触段接触力变化剧烈, 应变峰值较大.
(2) 动滑轮接触段应变为非线性变化, 两端应变

基本相同, 但是在靠近固定点的滑轮, 两端应变有差

异, 容易出现打滑现象, 当接触段为定滑轮, 且一段

连接固定点时, 应变分布不一致, 可根据计算出的摩

擦系数判断可能出现蠕滑的区域.

(3) 滑轮内部方位角基本成线性变化, 包角越大,
接触力越均匀, 绳索容易平稳过渡. 通过控制导向滑

轮的面外角, 可以降低接触段摩擦系数, 有利于起吊

过程稳定.
文中分析了不同半径的滑轮和不同类型滑轮的

接触力, 总结了接触段应变分布规律, 为核环吊起升

机构以及含有滑轮绳索机构的大型机械系统分析提

供了理论准备.
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图 22   不同面外角下摩擦系数的变化

Fig. 22    Friction coefficient at different external angles
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