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基于龙格库塔法的多输出物理信息神经网络模型

韦    昌 *    樊昱晨 *    周永清 *    刘    欣 *, †    张超群 †    王赫阳 *, 1)

* (天津大学机械工程学院, 天津 300072)

† (烟台龙源电力技术股份有限公司, 山东烟台 264006)

摘要　物理信息神经网络 (physics-informed neural networks, PINN)由于嵌入了物理先验知识, 可以在少量训练

数据的情况下获得自动满足物理约束的代理模型, 受到了智能科学计算领域的广泛关注. 但是, PINN的离散时

间模型 (PINN-RK)无法同时近似多个物理量相互耦合的偏微分方程系统, 限制了其处理复杂多物理场的能力.

为了打破这一限制, 文章提出了一种基于龙格库塔法的多输出物理信息神经网络 (multi-output physics-informed

neural networks based on the Runge-Kutta method, MO-PINN-RK), MO-PINN-RK模型在离散时间模型的基础上

采用了并行输出的神经网络结构, 通过将神经网络划分为多个子网络, 建立了多个神经网络输出层. 采用不同

输出层近似不同物理量的方式, MO-PINN-RK模型不仅可以同时表征多个物理量, 而且还能够实现求解偏微分

方程系统的目的. 另外, MO-PINN-RK克服了 PINN离散时间模型仅适用于一维空间的局限性, 将其应用范围

扩展到了更为普遍的多维空间. 为了验证 MO-PINN-RK 的有效性, 文章对圆柱绕流问题进行了流场预测和参

数辨识研究. 测试结果表明, 与 PINN相比, MO-PINN-RK在流场预测问题中的准确性获得了提升, 其精度至少

提高了 2倍, 而在参数辨识问题中, MO-PINN-RK的相对误差降低了一个数量级. 这凸显了MO-PINN-RK在流

体动力学领域的卓越能力, 为解决复杂问题提供了更准确、更有效的解决方案.
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MULTI-OUTPUT PHYSICS-INFORMED NEURAL NETWORKS MODEL BASED ON
THE RUNGE-KUTTA METHOD

Wei Chang *    Fan Yuchen *    Zhou Yongqing *    Liu Xin *, †    Zhang Chaoqun †    Wang Heyang *, 1)
* (School of Mechanical Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China)
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Abstract     Physics-informed neural networks (PINN) have attracted considerable attention in the field of intelligent
scientific computing primarily due to their capacity to incorporate prior knowledge of physics. This outstanding
integration allows PINNs to automatically satisfy physical constraints even with limited or zero labeled data. As a result,
the applicability and effectiveness of PINN are vastly developed across numerous domains. However, it is worth noting
that the discrete time models of PINN, also known as PINN-RK, face a significant limitation in their ability to
approximate multiple physical quantities and solve coupled partial differential equation systems simultaneously. This
shortcoming hinders its ability to handle complex multi-physics fields, which is a crucial drawback in various practical
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scenarios. To overcome this limitation, a multi-output physics-informed neural network based on Runge-Kutta method
(MO-PINN-RK) is proposed in this paper.MO-PINN-RK, building upon the success of PINN-RK, incorporates a
sophisticated parallel neural network architecture, boasting multiple output layers for enhanced performance and
accuracy. By associating each output layer with a sub-network and assigning it with different physical quantities, MO-
PINN-RK can accurately solve the coupled partial differential equation system and predict multiple physical quantities
simultaneously. The MO-PINN-RK proposed in this paper overcomes the limitation of PINN-RK that is only applicable
to one dimensional problems extending its applicability to more general multi-dimensional problems. To demonstrate the
effectiveness of MO-PINN-RK, it is then applied to the flow field prediction and parameter identification of flow around
a cylinder. The outcomes unequivocally reveal that MO-PINN-RK surpasses PINN in terms of flow field prediction
precision, achieving an enhancement of no less than 2 times. At the same time, MO-PINN-RK reduces the relative error
by an order of magnitude in the context of parameter identification. This highlights the exceptional capabilities of MO-
PINN-RK in the field of fluid dynamics, offering a more accurate and efficient solution for solving complex problems.

Key words    multi-output neural network, Runge-Kutta method, flow field prediction, parameter identification

 引 言

近年来, 随着计算资源和可用数据的暴发式增

长, 机器学习技术不仅在计算机视觉[1]、自然语言

处理[2] 和智能推荐系统[3] 等方面取得了革命性成

果, 在智能计算领域也展现出了巨大潜力[4]. 目前, 机
器学习技术已被广泛应用于各种常见的科学问题[5]

和工程问题[6]. 例如, 基于高斯过程[7] 求解线性和非

线性偏微分方程 (partial differential equations, PDE),
采用稀疏回归算法[8] 从观测数据中反演物理系统的

状态和属性, 以及基于深度学习方法对流场进行超

分辨重构[9] 等. 但是, 上述机器学习技术属于基于数

据驱动的方法, 强大的代理模型需要建立在大量的

训练数据之上. 而在现实应用场景中, 数据的获取通

常伴随着昂贵的代价和成本, 这导致人们往往要在

信息不完备的情况下对复杂系统做出预测和决策.
另外, 绝大多数先进的机器学习技术都是建立在概

率统计上的一种黑箱模型[10], 缺乏对物理系统内部

机理的合理解释. 在这种背景下, 物理信息神经网络[11]

(physics-informed neural networks, PINN)因其训练数

据少和内嵌了物理先验知识而受到学术界的广泛关注.
PINN 的基本原理是神经网络的函数通用近似

定理[12], 核心思想是将 PDE的残差形式嵌入到神经

网络的损失函数中, 约束训练参数的求解空间. 该思

想最早出现于 1994 年, Dissanayake 等[13] 基于神经

网络强大的非线性近似能力, 将求解 PDE的数值问

题转化为无约束优化问题, 通过最小化损失函数实

现了神经网络输出对 PDE 解的近似. 但是, 由于当

时反向传播算法的落后以及计算资源的限制, 使用

神经网络求解 PDE的方法并未引起太多的关注. 近
年来, 随着机器学习技术的崛起和自动微分技术[14]

的出现, 该方法才再次走进科研人员的视野. 在 2019年,
Raissi等[11] 采用自动微分技术代替了原始的手动求

导方法, 极大地提升了神经网络的计算效率, 并正式

将嵌入物理知识的神经网络命名为 PINN. 并且, 为
了应对不同的使用场景, Raissi进一步设计了连续时

间模型和离散时间模型两种不同的神经网络模型.
PINN的概念自从被提出后, 迅速成为数据科学

工程和人工智能领域的研究热点[15]. 为了提高 PINN
求解 PDE 问题的精度、加快收敛速度以及增强泛

化性能, 研究人员从神经网络结构、损失函数类型

和激活函数形式等方面展开了深入研究, 并提出了

各种 PINN 的变体. Yu 等[16] 利用 PDE 的梯度信息,
将额外的梯度项嵌入到损失函数中, 提出了梯度增

强型物理信息神经网络 (gPINN) 框架, 提高了神经

网络的稳定性和泛化性. 针对 PINN 训练过程中存

在梯度反向传播不平衡的问题, Wang 等[17] 提出了

一种自适应学习率退火算法, 可以在 PINN 训练期

间动态调节各个损失项的量级, 提高模型求解精度.
Jagtap 等[18] 通过在激活函数中加入可缩放因子, 提
出了一种自适应激活函数, 加快了 PINN 求解非线

性 PDE的收敛速度.
根据损失函数不同的构造方式, PINN可以分为

连续时间模型和离散时间模型, 离散时间模型也被

称为基于龙格库塔法的物理信息神经网络 (physics-
informed neural networks based on the Runge-Kutta
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method, PINN-RK). 为方便起见, 文中后续内容中的

PINN 将特指物理信息神经网络连续时间模型. 虽
然 PINN 具有出色的高效性和灵活性, 但是仍存在

两个局限性[19-23]. 在正问题中, 随着 PDE 维度的升

高, 其施加物理约束所需的采样点数量呈指数级增

长, 增加了计算负担. 在逆问题中, 其前提假设是采

样数据在整个时空域内是连续可用的, 采样点能够

取到求解域内的任意时空坐标点. 但是, 在实际的应

用场景中, 该假设往往难以得到满足. 数据采集过程

中, 传感器通常在固定位置上以固定时间间隔对系

统进行采样. 并且, 对于采样空间较大的应用, 采样

数据在时空域内往往呈现出稀疏离散的特点 . 与
PINN 相比, PINN-RK 的使用并不存在该假设限制,
更加符合实际应用场景, 约束点数量也不会随 PDE
维度的升高而呈现指数级增长. 但是, 迄今为止, 针
对 PINN-RK的研究少之又少, 且主要集中在一维非

稳态问题上. 另外, 由于神经网络结构的限制, PINN-
RK的输出仅能表征一种物理量, 无法同时反映多个

物理量的状态, 导致现有的 PINN-RK模型仅适用于

求解单个 PDE, 而无法求解相互耦合的 PDE系统.
因此, 为了扩展 PINN-RK 的应用范围和实现

对 PDE系统的求解, 本文提出了一种基于龙格库塔

法的多输出物理信息神经网络 (multi-output physics-
informed neural networks based on the Runge-Kutta
method, MO-PINN-RK). MO-PINN-RK 在 PINN-
RK的基础上采用了并行输出的神经网络结构, 通过

将神经网络划分为多个子网络, 建立了多个神经网

络输出层, 利用不同输出层近似不同的物理量, 并通

过输出层共享的隐藏层捕捉不同物理量之间的耦合

关系, 使MO-PINN-RK不仅可以同时预测多个物理

量, 还可实现耦合 PDE 系统的求解. 为验证 MO-
PINN-RK 的有效性, 本文将二维不可压缩流体的圆

柱绕流问题作为测试案例. 基于观测数据, 使用MO-
PINN-RK 对流场预测和参数辨识两种问题展开研

究, 并将模型预测解与基准解进行对比. 本工作采用

并行的多输出神经网络结构, 构建了新型的 PDE求

解器, 以期为工程和科学领域的问题求解提供准确

高效的解决方案.

 1     物理信息神经网络

 1.1    PINN

一般情况下, 线性和非线性 PDE的通用形式为

ut(t, x)+N[u(t, x)] = 0 x ∈ Ω, t ∈ [0,T ] (1)

u(t, x) t u(t, x)

N[·] Ω

RD

其中,    表示 PDE 的解, 下标   表示函数   对

时间的偏导数,    表示线性或非线性微分算子,  
为    的子集. 从神经网络的通用近似定理可知, 一
个包含足够多神经元的单层神经网络模型可以以任

意精度近似一个非线性函数. 基于该定理, 在大量训

练数据的基础上 , 可以通过神经网络的输出近似

PDE的解. 然而, 很多科学问题和工程系统的数据采

集较为困难, 基于大量数据的机器学习技术并不适

用于这些小数据系统. 人们对于科学问题和工程应

用却有着大量的先验知识, 这些先验知识的存在恰

好可以弥补数据上的不足. 一般而言, 先验知识以

PDE 守恒方程的形式出现, 如式 (1) 所示. 与传统的

神经网络不同, PINN是一种将物理先验知识嵌入到

损失函数中的神经网络模型, 如图 1所示.
PINN通过最小化损失函数的方式, 使用梯度下

降算法不断更新神经网络的权重和偏差, 以实现近

似 PDE 解的目的[24]. 将 PDE 的残差形式以惩罚项

的方式加入到神经网络损失函数中, 可以为神经网

络的优化学习指明方向, 减少可行解的参数空间, 降
低训练代价. 当神经网络的权重参数不满足约束条

件时, 惩罚项会导致损失函数的增加. 因此, 在神经

网络优化过程中, 惩罚项会影响权重的调整, 以达到

在约束条件下降低总损失值的目标. 先验知识的嵌

入相当于人为地从数据中提取了物理规律, 代替机

器学习模型进行了部分特征提取工作, 节省了优化

算法自身进行数据挖掘的时间. 另外, 相比于优化算

法主动学习隐藏在数据中的物理规律, 显式地将先

验知识嵌入到神经网络中的做法可以进一步放大增

强数据中的信息量[25], 更有益于模型朝着最优解的

方向前进.
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图 1   PINN结构示意图

Fig. 1    Schematic diagram of PINN structure
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 1.2    PINN-RK

q

龙格库塔法是一种高阶精度的数值方法, 常被

用于科学计算和工程应用中. 该方法通过在每个时

间步中计算多个中间节点加权和的方式逼近数值

解, 可以有效地抑制数值发散等问题, 提高了数值求

解过程的稳定性, 因此更适用于处理长时间跨度问

题. PINN-RK是神经网络与龙格库塔法结合的产物.
将   阶龙格库塔公式[26] 应用到式 (1), 可以得到

un+ci = un−∆t
q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]
, i = 1,2, · · · ,q,q+1 (2)

q ∆t ai j

ci c j un+ci un+c j

其中,    为龙格库塔阶数,    表示时间间隔,    为龙

格库塔公式中的系数, 龙格库塔公式的显式格式和

隐式格式由这些系数所决定. 由于隐式格式具有非

常出色的稳定性, 本文后续计算均采用隐式龙格库

塔公式.    和   为龙格库塔节点,    和   为龙格

库塔采样值

un+c j (x) = u(tn+ c j∆t, x), j = 1,2, · · ·,q,q+1 (3)

为了便于书写表达, 式 (2)可以被转化为如下形式

un = un
i , i = 1,2, · · ·,q,q+1 (4)

其中

un
i := un+ci +∆t

q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]
, i = 1,2, · · · ,q,q+1 (5)

q+1

在 PINN-RK中, 输出层神经元数量等于龙格库

塔阶数   , 具体形式如下所示

un+ci =
[
un+c1 (x),un+c2 (x), · · · ,un+cq (x),un+1(x)

]
(6)

un(x) un+1(x)其中,    表示 PDE当前时刻的解,    表示 PDE
下一时刻的解.

x

t

q

通过整合 PINN 框架、龙格库塔公式 (5) 和相

应的 PDE, 即可得到 PINN-RK 模型. 相比于 PINN,
PINN-RK 的输入量仅为空间坐标   , 不含任何时间

变量   . 时间变量通过龙格库塔公式被隐式地嵌入到

了损失函数中, 能够显著提升求解过程中的稳定性.
PINN-RK 的输出为    阶龙格库塔采样值与下一时

刻 PDE的解

un
qi
=
[
un

1(x),un
2(x), · · · ,un

q(x),un
q+1(x)

]
(7)

从式 (7)中可以看到, 由于龙格库塔公式的嵌入

和神经网络结构的限制, PINN-RK 的输出层只能表

示单个物理量的龙格库塔采样值, 无法同时描述多

个物理量 .  这导致 PINN-RK 仅适用于求解单个

PDE 的问题, 无法处理相互耦合的 PDE 系统. 究其

原因, 主要是因为 PINN-RK中神经网络结构过于简

单, 输出层个数仅为 1, 使得神经网络表达能力较差,
难以准确近似多个物理量. 为此, 本文通过对 PINN-
RK结构的改进, 提出了MO-PINN-RK.

 1.3    MO-PINN-RK

u v p

q+1 (x,y)

为了阐明MO-PINN-RK的构建方法, 本文将以

N-S 方程为例描述多输出神经网络的构建过程, 并
详细介绍如何将物理先验知识嵌入到损失函数中.
通常情况下, 全连接神经网络包含一个输入层、多

个隐藏层和一个输出层, 而在MO-PINN-RK中则采

用了多个输出层的结构设计, 以实现同时求解耦合

PDE的目的. 另外, 该模型还采用了并行的隐藏层结

构, 能够捕获不同物理量之间的差异, 增强了神经网

络模型的表达能力. MO-PINN-RK 的输出层数量取

决于 PDE问题中的未知数个数. 对于二维流动问题

N-S 方程, 未知的物理量为   ,    和   , 因此输出层个

数为 3. 其次, 根据龙格库塔阶数确定输出层神经元

个数, 每个输出层的神经元个数等于龙格库塔阶数

 . 最后, 以采样点的二维空间坐标   作为神经

网络的输入, 选择合适的隐藏层层数和神经元个数,
建立MO-PINN-RK模型, 如图 2所示.

MO-PINN-RK 模型隐藏层可以分为两个部分.
一部分为共享隐藏层, 另一部分为并行隐藏层. 共享

隐藏层与神经网络常规的隐藏层相同, 均为全连接

结构. 共享隐藏层可以学习到多个子任务之间的特

征表示, 提取不同物理量之间的共同特征. 并行隐藏

层则分为 3 个并行子网络, 不同子网络近似不同的

物理量, 每个子网络中的隐藏层均为全连接结构, 不
同子网络的隐藏层互不干扰. 并行隐藏层允许每个

子网络根据其所要解决的任务特点, 自由设计隐藏

层结构和参数. 这样的灵活性使得每个子网络可以

更好地适应不同任务的复杂性和数据特点, 从而提

高整体模型的性能.
采用多输出的神经网络结构, 可以利用不同的

输出层表示不同的物理量, 提高了模型的准确性和

泛化能力. 由于每个输出层专注于自己的任务, 神经

网络可以学习每个物理量的特征, 并通过共享的隐

藏层捕捉不同物理量之间的耦合关系, 使得 MO-
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PINN-RK可以有效地求解耦合 PDE系统, 更好地描

述复杂的物理过程.
下列式子为本文所采用的 N-S方程表达式

ux + vy = 0 (8)

ut +uux + vuy = −px +0.01(uxx +uyy) (9)

vt +uvx + vvy = −py+0.01(vxx + vyy) (10)

u v

p t x y

xx yy

q

其中,    和   分别表示流向速度分量和横向速度分量,
 表示压力. 下标   ,    和   分别表示函数对时间和空

间的一阶偏导数, 下标   和   分别表示对空间的二

阶偏导数. 为了将 N-S方程嵌入MO-PINN-RK的损

失函数中, 使用   阶隐式龙格库塔公式对其进行离散

化, 可得

(ux) j
i +
(
vy
) j
i
= 0 (11)

un
i := un+ci +∆t

q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]
, i = 1,2, · · · ,q,q+1

(12)

vn
i := vn+ci +∆t

q+1∑
j=1

ai jN
[
vn+c j
]
, i = 1,2, · · · ,q,q+1

(13)

N
[
u j

i

]
= − (px) j

i +0.01
[
(uxx) j

i +
(
uyy
) j
i

]
−

(u) j
i (ux) j

i − (v) j
i

(
uy
) j
i

(14)

N
[
v j

i

]
= −
(
py
) j
i
+0.01

[
(vxx) j

i +
(
vyy
) j
i

]
−

(u) j
i (vx) j

i − (v) j
i

(
vy
) j
i

(15)

i

j j = 1,2, · · · ,q,
q+1

其中, 下标   表示不同的空间采样点, 取值范围由采

样点数量决定, 上标   表示龙格库塔阶数,  
 . 式 (14)和式 (15)分别为式 (12)和式 (13)的一

部分, 表示不同采样点下不同龙格库塔节点处 N-S
方程的残差形式. 两式的作用是为神经网络的损失

函数引入物理约束, 指导神经网络的训练朝着满足

N-S方程的方向进行.
根据式 (11) ~ 式 (13) 构建用于 MO-PINN-RK

的损失函数. 不同的损失函数形式会对训练结果产

生不同的影响, 文中采用了平方误差和 (sum of squared
errors, SSE)形式. 总损失函数由 3部分组成

S S E = S S Em+S S Eu+S S Ev (16)

S S Em =

q+1∑
j=1

N∑
i=1

∣∣∣∣(ux) j
i +
(
vy
) j
i

∣∣∣∣2 (17)

S S Eu =

q+1∑
j=1

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣un+ci +∆t
q+1∑
j=1

ai jN
[
un+c j

]− ûn
i

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

(18)

S S Ev =

q+1∑
j=1

N∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣vn+ci +∆t
q+1∑
j=1

ai jN
[
vn+c j
]− v̂n

i

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

(19)
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u j

σ

σ
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v j
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σ
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p j

σ

σ

σ

σ

x

y

σ

σ

σ

σ

σ

σ

σ

σ

NN (x, y)

prior knowledge

loss function

i = 1j = 1

q + 1

j = 1

q

ˆ
N

∂
∂x

∂
∂y

SSEu = ∑ ∑|un + ci + Δt∑aijN[un + cj] − ui
n|2

i = 1j = 1

q + 1

j = 1

q

ˆ
N

SSEv = ∑ ∑|vn + ci + Δt∑aijN[vn + cj] − vi
n|2

i = 1j = 1

q + 1 N

SSEm = ∑ ∑|(ux)i
j + (vy)i

j|2

update weight

shared hidden layers

fully-connected neural network

parallel hidden

layers

automatic

differentiation

SSE = SSEm + SSEu + SSEv

back-propagation

optimizer

 
图 2   MO-PINN-RK结构示意图

Fig. 2    Schematic diagram of MO-PINN-RK structure

第  10  期 韦 昌等: 基于龙格库塔法的多输出物理信息神经网络模型 2409



S S Em S S Eu x

S S Ev y

N un
i vn

i

ûn
i v̂n

i

其中,    为连续性方程损失函数,    为   方向

动量方程损失函数,    为   方向动量方程损失函

数,    为训练集中采样点个数,    和   表示神经网络

输出,     和    表示已知的观测数据. MO-PINN-RK
将以最小化损失函数 SSE 为目标, 通过优化器不断

更新神经网络中权重, 直至损失函数低于设定的阈值.
为了更加深入地理解 MO-PINN-RK 的训练原

理, 可以将其与自编码器中的编码神经网络和解码

神经网络[27] 进行类比. 在MO-PINN-RK中, 观测数

据可视为编码神经网络中的输入特征向量, 前向传

播过程则类似于对观测数据进行编码操作, 而输出

层神经元所代表的变量则可视为编码神经网络所输

出的潜在变量, 即解码神经网络的输入特征. MO-
PINN-RK 输出层应用龙格库塔公式的过程类似于

解码网络中的解码操作. 为了最小化编码神经网络

输入特性向量和解码神经网络输出特征之间的差

异, 自编码器模型以最小化重构误差为目标进行训

练. 在 MO-PINN-RK 中, 最小化损失函数的作用与

最小化重构误差相同, 均用于指导神经网络的优化

训练过程. 但是, 与之相比, MO-PINN-RK 还嵌入了

物理先验知识, 提高了模型的泛化性能. 此外, MO-
PINN-RK 中的解码过程由龙格库塔公式和描述物

理守恒定律的 PDE充当, 使得解码方式由隐式形式

转化为了显式形式, 显著地增强了模型的可解释性,
提高了模型的鲁棒性 .  同时 ,  这种转变也使 MO-
PINN-RK可以更加准确地求解复杂的 PDE系统.

 2     数值实验

 2.1    问题设置

圆柱绕流因几何形状简单而流动形态丰富、机

理复杂, 一直作为流体力学中的经典问题被广泛研

究[28]. 当流体流经圆柱体时会出现剪切流动, 产生边

界层分离和涡的非对称脱落现象. 这种绕流现象广

泛地存在于各种工程应用中, 例如跨海大桥的稳定

性设计、热电厂输运管道的优化以及水利机械的制

造等. 了解圆柱体周围的流动模式对这些结构的优

化设计和性能提高具有至关重要的作用. 为此, 人们

从理论、实验和数值模拟进行了各种研究.
为了验证MO-PINN-RK的有效性, 本文使用该

模型对二维不可压缩流体的圆柱绕流问题进行流场

推断预测和参数辨识研究. 在圆柱绕流中, 圆柱尾迹

的流动状态不仅展现出了丰富的流动现象, 如图 3(a)
和图 3(b)所示, 而且还蕴含着深刻的物理规律, 因此

本文只对圆柱下游特定的小矩形区域进行研究, 如
图 3(c)所示.

t

u(x,y) v(x,y)

圆柱绕流现象背后的物理规律由 N-S方程所控

制. 为此, 根据前一节中阐述的方法, 建立如图 2 所

示的MO-PINN-RK架构. 考虑到目前已有大量文献

对圆柱绕流问题进行了数值模拟研究, 本文将直接

使用文献 [11] 中提供的流场数据作为 MO-PINN-
RK 的训练数据和测试数据, 以确保结果的可靠性.
对于流场分布预测问题, MO-PINN-RK 以一个时间

切片的速度观测值作为输入来预测另一个时间切片

的速度分布. 从数值模拟数据的时空分布中随机选

择某一时间点作为数据采集时刻   , 并将该时刻下的

流向速度分布   和横向速度分布   作为模型

的数据集, 如图 3(a)和图 3(b)所示. 在圆柱下游特定

矩形区域内进行数据集的随机采样操作, 总计采样

5000 个观测点, 采样区域如图 3(c) 所示. 设置损失

 

y

x
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0.8
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0
 −0.2
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x
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(c) 观测数据采样区域
(c) The sampling area of observation data

(b) 横向速度分布
(b) The distribution of lateral velocity

(a) 流向速度分布
(a) The distribution of streamwise velocity

 
图 3   圆柱绕流示意图

Fig. 3    Schematic diagram of flow around a cylinder
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∆t

t+∆t

函数中龙格库塔公式的时间步长为   . 通过迭代训

练和优化过程, MO-PINN-RK 能够根据观测数据推

断损失函数中 N-S 方程的解, 学习流体的时空动态

行为, 并准确地提供未来   时刻的速度分布.

∆t N

λ1

λ2 λ1 λ2

对于参数辨识问题, MO-PINN-RK 以时间间隔

为   的   个速度观测值作为输入, 用于推测 PDE中

的未知参数. 在参数辨识中, MO-PINN-RK 中的 N-
S 方程并非完全已知, 而是存在部分未知参数    和

 , 如下式所示. 参数    和    的真实值由文献 [11]
确定

ut +λ1
(
uux + vuy

)
= −px +λ2(uxx +uyy) (20)

vt +λ1
(
uvx + vvy

)
= −py+λ2(vxx + vyy) (21)

基于部分观测数据和不完备的物理知识, MO-
PINN-RK 通过最小化损失函数并采用梯度下降方

法来进行优化训练, 以获取最优的参数估计. 经过充

分训练后, MO-PINN-RK 能够从观测数据中学习和

理解系统的物理规律, 并准确地推断出未知参数的

值. 这使得 MO-PINN-RK 成为了一种强大的工具,
可在缺乏部分信息的情况下, 通过结合物理先验知

识和观测数据, 推断出系统的隐藏特性和未知参数,
并生成准确的预测结果.

 2.2    神经网络配置

神经元中的非线性激活函数是神经网络能够具

备强大表达能力和拟合性能的关键因素. 神经网络

中常见的激活函数有 ReLU, Tanh 和 Sigmoid 等[29].
在智能科学计算中, 由于损失函数中嵌入了物理约

束 PDE, 通常需要获得神经网络输出关于输入的导

数信息. 由于 Tanh 激活函数具有无限可导的特点,
文中所有的隐藏层均采用 Tanh 激活函数 .  但是 ,
Tanh 函数的输出范围仅为 [−1,1] 区间, 为了不限制

神经网络的输出, 输出层不设置激活函数. 设定神经

网络共享隐藏层数量为 10, 并行隐藏层数量为 2, 每
个隐藏层包含 20个神经元. 神经网络结构选择全连

接神经网络, 权重初始化方式采用 Glorot 正态分布

初始化.
MO-PINN-RK 的训练过程是对 PDE 不断寻优

求解的过程, 训练算法的好坏对神经网络的性能起

到了决定性的作用. 本文将神经网络训练过程分为

两个阶段 ,  前期使用随机梯度下降算法的变体

Adam 算法, 训练 10  000 代, 后期则使用 L-BFGS-

B 算法训练, 直至算法迭代收敛. Adam 等[30] 结合

AdaGrad算法和 RMSProp算法的优点, 并引入了动

量的概念, 不仅能够自适应地调整学习率, 而且还能

借助动量加速收敛, 逃离局部极小值. 但是, Adam算

法对学习率的选择非常敏感, 过高的学习率会导致

优化过程的不稳定. L-BFGS-B 算法[31] 是一种基于

拟牛顿方法的优化算法, 通常比梯度下降等一阶优

化算法更高效, 收敛速度更快, 且不需要手动调整学

习率. 然而, L-BFGS-B 算法在非凸优化问题中容易

陷入局部极小值. 因此, 本文训练过程采用 Adam和

L-BFGS-B结合的方式, 先利用 Adam尽可能地逼近

全局最优点, 再使用 L-BFGS-B 加快神经网络的收

敛. 文中的所有计算代码均基于 TensorFlow2.9版本

的 Python库完成, 并在 GeForce RTX3090显卡上进

行运算.

 3     结果和讨论

 3.1    流场预测

∆t

本小节将应用 MO-PINN-RK 和 PINN 两种模

型对二维不可压缩流体的圆柱绕流问题进行流场预

测研究, 并对模型预测结果展开深入讨论. 当预测时

间间隔   为 0.1 时, 由 MO-PINN-RK 和 PINN 模型

所获得的速度云图如图 4所示. 图中, 第 1列对应着

基准解 ,  第 2 列上下图分别为 MO-PINN-RK 和

PINN模型的预测解, 第 3列则展示了不同模型与基

准解之间的绝对误差. 绝对误差公式为

eab = |ûi−ui| (22)

ûi ui i其中,    为模型预测值,    为基准值,    为不同的样本点.
综合来看, 两种模型的预测解与基准解之间具

有很好的一致性, 都能够成功地捕获到圆柱绕流中

涡街脱落的形态和位置. 根据图 4 中的绝对误差分

布图可以观察到, PINN的预测误差主要集中在圆柱

下游的尾迹区域. 造成该现象的原因是尾迹区域的

流动特性比较复杂, 常常涉及边界层分离和旋涡的

相互作用. 这些因素增大了神经网络的训练难度, 导
致预测结果与基准解间的误差增大. 然而, 相比于

PINN, MO-PINN-RK在整个求解域内都表现出更低

的绝对误差, 包括尾迹区域. 究其原因, 这主要是由

于MO-PINN-RK中不仅嵌入了龙格库塔方法, 而且

还使用了多输出的神经网络结构, 可以同时捕获系

统的不同属性, 因此能够更好地学习尾迹区域的流
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动特性, 产生更精确的预测结果.

∆t

在较短的时间跨度内, 流动的演变幅度较小, 使
得模型能够获得较好的预测精度. 但是, 随着时间的

推移, 流动过程中的非线性特性会加剧系统的演变,
给模型的预测任务带来挑战. 为了对 MO-PINN-RK
的性能进行深入验证, 进一步推进模型预测的时间

间隔. 图 5 展示了当预测时间间隔    为 0.4 时, 由
MO-PINN-RK和 PINN所获得的速度云图. 从图 5(a)

可以观察到, PINN的预测解已经出现了偏离基准解

的趋势, 产生了较大的预测误差. 然而, MO-PINN-
RK仍能具备精确捕捉圆柱尾迹流动特性的能力, 展
现出了出色的预测精度. 在面对长时间跨度的流体

动态预测任务时, 由于龙格库塔法的融入, MO-PINN-
RK不仅可以实现对流体动态过程的精确模拟, 而且

还能根据初始观测数据优化模型的预测能力. 这种

结合了数值方法和物理约束的深度学习框架使得
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∆t图 4   MO-PINN-RK和 PINN流场预测解与基准解对比 (    = 0.1)

∆tFig. 4    Comparison of the flow field predictions of MO-PINN-RK and PINN with the benchmark solutions (    = 0.1)
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MO-PINN-RK在预测流体行为和捕捉流场特性方面

表现出了更高的准确性.

L2

为了从定量的角度比较 MO-PINN-RK 和

PINN的预测准确性, 本文采用模型预测解与基准解

之间的   相对误差作为衡量标准, 其计算公式如下

所示

eL2 =
1
N

N∑
i=1

∥ûi−ui∥2
∥ui∥2

(23)

ûi ui N

L2

其中,     表示模型预测值,     表示基准值,     表示采

样点个数. 不同时间间隔下, 不同模型之间流场预测

值和基准值的   相对误差如表 1所示.

L2

根据表 1 提供的数据可以得出, 在各个预测时

间间隔下, MO-PINN-RK 的预测误差均比 PINN 低.
这一结果进一步验证了 MO-PINN-RK 在流场预测

方面的优越性. 在预测流向速度分布时, MO-PINN-
RK 最大   相对误差仅为 0.026 2. 相比之下, PINN
的预测误差约为MO-PINN-RK的 2倍. 在对横向速
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∆t图 5   MO-PINN-RK和 PINN流场预测解与基准解对比 (    = 0.4)

∆tFig. 5    Comparison of the flow field predictions of MO-PINN-RK and PINN with the benchmark solutions (    = 0.4)
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L2度预测时, MO-PINN-RK的   相对误差虽然略有升

高, 但仍将最大误差控制在 0.038 9. 而 PINN的相对

误差则为 0.128 7, 约为 MO-PINN-RK 模型的 3 倍.
这表明经过足够的迭代次数, MO-PINN-RK 能够逐

渐学习真实系统的物理规律, 更加有效地捕捉流体

流动的时间演化和动态行为, 具有较高的预测精度.

 3.2    参数辨识

本小节将应用 MO-PINN-RK 和 PINN 两种模

λ1 λ2

λ1

λ2

型对圆柱绕流问题进行参数辨识研究, 并对模型辨

识结果展开深入讨论, 以评估不同模型的可行性和

有效性. 在参数辨识问题中, 未知参数   和   是需要

从给定的数据中推断或估计的参数. 未知参数   和

 并非以显式的形式存在于神经网络的输出中, 而
是借助 TensorFlow 库的功能, 以可训练参数的形式

嵌入到神经网络中.

∆t

λ1 λ2

λ1 λ2

λ1 λ2

λ1 λ2

在模型的训练初期, 随机假设未知参数的初始

值. 为了说明 MO-PINN-RK 的性能, 选择不同的采

样时间间隔    = 0.1,0.2,0.3,0.4. 图 6 为 MO-PINN-
RK 与 PINN 在不同采样时间间隔下对 N-S 方程中

未知参数   和   的辨识结果. 图中, 蓝色虚线和红色

虚线分别表示   和   的真实值, 蓝色实线和红色实

线分别表示MO-PINN-RK对   和   的辨识结果, 蓝
色点线和红色点线分别表示 PINN对   和   的辨识

结果, 绿色实点表示 Adam 算法的结束位置和 L-
BFGS算法的起始位置.

整体上看, 在较短时间间隔内, 随着迭代次数的

不断增加, 不同模型的辨识结果逐渐趋向于真实值.
但是, 随着采样时间间隔的增加, PINN 的辨识结果

开始逐渐偏离真实值, 产生了较大的预测误差. 与之

 
表 1   MO-PINN-RK 和 PINN-RK 流场预测值与基准值之间

的 L2 相对误差

L2Table 1    The   relative errors between the flow field
predictions of MO-PINN-RK and PINN-RK and the benchmark

solutions

∆t 

MO-PINN-RK PINN

u  v  u  v 

0.1 0.006 5 0.016 5 0.013 5 0.027 1

0.2 0.007 5 0.021 8 0.027 8 0.057 2

0.3 0.011 9 0.027 6 0.037 3 0.091 6

0.4 0.026 2 0.038 9 0.058 5 0.128 7
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图 6   MO-PINN-RK和 PINN参数辨识结果与真实值对比

Fig. 6    Comparison between the parameter identification results of the MO-PINN-RK and PINN with the true values
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相比, MO-PINN-RK 的辨识结果一直具有较高的精

度, 不随采样时间间隔的增大而偏离真实值. 这主要

是因为MO-PINN-RK具有多个神经网络输出层, 可
同时捕捉相互耦合的多变量信息, 具有更强的描述

复杂流动形态的能力. 并且, 龙格库塔方法的嵌入使

得该模型能够更好地处理长时间跨度问题. 相较于

PINN, MO-PINN-RK可以高效地从稀疏离散的观测

数据中学习潜在的物理规律, 具有更好的适应性.
为了从定量的角度比较MO-PINN-RK和 PINN

的辨识准确性, 本文采用模型辨识值与真实值之间

的相对误差进行衡量, 其计算公式如下

e =

∣∣∣λ̂−λ∣∣∣
|λ| ×100% (24)

λ̂ λ其中,    表示神经网络模型的辨识值,    表示精确值.

λ1 λ2

λ1 λ2

不同采样时间间隔下, 由不同模型获得的辨识

值与真实值的之间相对误差如表 2 所示. 从表中可

以看到, PINN模型的相对误差随着采样时间的增加

而增大, 且最大误差达到了 19.38%, 大幅偏离了真

实值. 与之相比, MO-PINN-RK能够准确地辨识出未

知参数   和   , 且最大相对误差保持在低于 1.11%
的水平. 另外, 可以观察到, 无论是对参数   还是 

的辨识, MO-PINN-RK 的相对误差始终比 PINN 的

相对误差低一个数量级. 这一结果表明, MO-PINN-
RK在参数辨识方面具有更好的性能, 能够从流体复

杂的动态演化过程中推测出数学模型中的未知参

数, 对于推断流体系统的未知属性具有非常重要的

意义.
  
表 2   MO-PINN-RK 和 PINN-RK 辨识参数和真实参数的相

对误差

Table 2    The relative errors between the identified parameters
by MO-PINN-RK, PINN-RK and the true values

∆t 

MO-PINN-RK PINN

λ1   /% λ2   /% λ1   /% λ2   /%

0.1 0.06 0.47 1.70 0.55

0.2 0.01 0.31 0.65 4.90

0.3 0.15 1.11 2.75 10.22

0.4 0.07 0.60 6.09 19.38

 

 4     结论

针对 PINN-RK无法求解耦合 PDE系统的问题,

本文提出了一种MO-PINN-RK. MO-PINN-RK在原

始 PINN-RK 架构的基础上设计了并行的神经网络

输出层, 通过采用不同输出层近似不同物理量、共

享隐藏层捕捉不同物理量之间耦合关系的方式, 成
功实现了在损失函数中嵌入多个 PDE 并同时求解

的目的. 与 PINN相比, MO-PINN-RK中嵌入了龙格

库塔法的数值求解方法, 提高了神经网络的求解精

度和泛化性能. 与 PINN-RK 相比, MO-PINN-RK 增

强了神经网络的表达能力 ,  实现了对耦合 PDE
系统的求解, 将 PINN-RK的应用范围从一维空间扩

展到了多维空间域.

L2

为验证MO-PINN-RK的有效性, 本文选择二维

不可压缩流体的圆柱绕流问题作为测试案例, 分别

进行了流场预测和参数辨识研究. 测试结果表明, 在
流场预测问题中, 定性上, MO-PINN-RK的预测解与

基准解完全吻合. 定量上, MO-PINN-RK 的   相对

误差保持在低于 0.038 9的水平, 具有较高的准确性.
在参数辨识问题中, 定性上, MO-PINN-RK的辨识值

会随着迭代次数的增加收敛于真实值, 且收敛行为

不受采样时间间隔增大的影响. 定量上, MO-PINN-
RK辨识值与真实值之间的最大相对误差仅为 1.11%,
拥有极高的辨识性能 .  因此 ,  本文所提出的 MO-
PINN-RK 作为一种新型的物理信息神经网络架构,
无论是在流场预测还是参数辨识方面都具有非常大

的潜力.
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