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具有任意阻抗边界的驻波热声压电系统的声学与

俘能特性求解及参数研究
1)

郭凡浩     杜敬涛 2)    刘    杨 
(哈尔滨工程大学动力与能源工程学院, 哈尔滨 150001)

摘要　文章为任意阻抗边界条件下热声压电俘能系统的声学特性和俘能特性提供一种新的求解方案. 热声压

电俘能系统包含任意阻抗边界、热缓冲管、板叠、谐振管和俘能元件, 当板叠两侧温差达到临界温差时, 工质

流体在板叠处发生热声耦合振荡, 进而引起压电薄膜发生形变, 为外接负载提供电能. 振荡频率、声压实部和

流速虚部的模态分布称为热声压电俘能系统的声学特性, 负载俘获的当量化能量称为热声压电俘能系统的俘

能特性. 文章在验证边界光滑傅里叶级数和 Galerkin法稳定性和可靠性基础上, 预报驻波热声压电俘能系统的

声学特性和俘能特性, 研究热声管长、外接负载和边界阻抗对声学特性和俘能特性的影响规律. 研究表明, 驻
波热声压电系统振荡频率与热声管长呈反比; 外接负载与系统存在阻抗匹配关系, 但过高的负载会使系统失去

俘能能力; 且管长和边界阻抗对振荡频率的影响可以分为高敏感区、低敏感区和阻抗失效区, 同时发现边界阻

抗范围内存在“声学特性一致阻抗带”, 因此在设计热声压电俘能系统时可根据不同的需求和应用场景选择其

工作区带. 本研究可快速预报热声压电俘能系统的声学特性和俘能特性, 并为通过改变结构参数或阻抗边界调

控系统声学特性和俘能特性、拓宽压电能量采集频带提供参考.

关键词　热声振荡, 热声压电俘能, 阻抗边界, 边界光滑傅里叶级数, Galerkin法
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CHARACTERIZATION SOLVING AND PARAMETRIC STUDY OF THE ACOUSTIC
AND ENERGY GENERATION OF STANDING WAVE THERMOACOUSTIC

PIEZOELECTRIC HARVESTER WITH GENERAL IMPEDANCE BOUNDARIES1)

Guo Fanhao     Du Jingtao 2)    Liu Yang 
(College of Power and Energy Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China)

Abstract     Finding a new solution for the acoustic and energy generation characteristics of the thermoacoustic
piezoelectric energy harvester with general impedance boundaries is the core task of the paper. The thermoacoustic
piezoelectric energy harvester includes a general impedance boundary, the hot buffer, stack, resonant tube, and energy
harvester element. When the temperature difference on both sides of the stack reaches the critical temperature difference,
the working fluid undergoes thermoacoustic coupling oscillation at the stack, causing deformation of the piezoelectric
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film and providing electrical energy for the external load. The modal distribution of the oscillation frequency, the real part
of the acoustic pressure, and the imaginary part of the flow velocity are called the acoustic characteristics of the
thermoacoustic piezoelectric energy harvester, while the equivalent quantized energy captured by the load is called the
energy generation characteristic of the thermoacoustic piezoelectric energy harvester. Based on verifying the stability and
reliability of the smooth Fourier series and Galerkin method, the paper applies this method to solve the acoustic
characteristics and energy generation characteristics of the thermoacoustic piezoelectric energy harvester and explores the
law of the effect of pipe length, external load, and boundary impedance on acoustic and energy generation characteristics.
The studies show that the oscillation frequency of the thermoacoustic piezoelectric energy harvester is inversely
proportional to the length of the tube. There is an impedance-matching relationship between the external load and the
system, but excessive external loads will cause the system to lose its energy capture capability. Besides, the influences of
pipe length and boundary impedance on the acoustic characteristics of the thermoacoustic piezoelectric energy harvester
can be divided into high sensitivity, low sensitivity, and impedance failure zones, and an " acoustic characteristic
identical impedance band " is found in the boundary impedance range. Hence the operating region can be chosen
according to different demands and applications when designing the thermoacoustic piezoelectric energy harvester. The
research achievements of the paper can provide a rapid prediction of the acoustic and energy generation characteristics of
the thermoacoustic piezoelectric energy harvester and give a reference for regulating the acoustic and energy generation
characteristics of the system by changing structural parameters or impedance boundaries and expanding the frequency
band of piezoelectric energy collection.

Key words    thermoacoustic oscillation, thermoacoustic piezoelectric energy generation, impedance boundaries, smooth
Fourier series, Galerkin method

 引 言

从 Rayleigh[1] 为“热源在管内激发出声音”的现

象给出定性解释开始, 到 Rott[2] 提出线性热声理论,
再到 Swift等[3-5] 首次将热声理论应用于热机设计和

能量转化, 经过 100多年的理论研究及工程实践, 热
声学 (thermoacoustics) 已成为一门涉及热力学、流

体动力学、声学和非线性动力学的跨领域学科. 基
于热声耦合振荡原理的热声装置可分为热致声的热

声发动机 (TAEs)和声泵热的热声制冷机 (TARs). 根
据声压和流速之间的相位差异, 热声发动机可分为

驻波热声发动机和行波热声发动机. 与造价较高的

行波热声发动机相比, 驻波热声发动机具有体积更

小、结构更简单、性价比更高的优点, 因此众多学

者致力于低成本驻波热声发动机的研究设计与工程

应用[6-16].
热声发动机可将废热、太阳能等能量转化为声

能, 具有结构简单、无运动部件和无有害气体等优

点; 压电换能器可将声能转化为电能, 具有大带宽信

号、高能量转换率和快机电响应等的优点. 热声压

电俘能系统 (thermoacoustic-piezoelectric energy
harvester, TAPEH) 将压电换能器引入热声发动机,

兼具两者的优点, 在发电技术朝清洁低碳、安全高

效、灵活智能方向发展的今天吸引了众多学者的研

究兴趣. Matveev 等[17] 在忽略板叠黏性和传热损失

的前提下探究了压电换能器对 TAPEH 起振行为的

影响, 估算了声电能量转化效率. Nouh 等[18-20] 在经

典 TAPEH基础上引入了应变放大器, 用以提升压电

单元的俘能特性. Chen等[21] 建立了一端开放、一端

为压电换能器的 TAPEH理论模型, 利用传递矩阵法

预报了该模型的起振行为, 并通过实验验证了预测

结果, 在此基础上研究了温度分布、系统几何参数

和电学参数对系统起振特性的影响. Ahmed等[22] 分
别利用根轨迹法和集中参数法确定了 TAE 的起振

条件和动力学响应, 在此基础上采用电网络类比法

确定 TAPEH的起振特性, 通过实验验证了上述方法

的正确性. Zheng等[23] 证明了高温环境下 PAN纳米

纤维膜依然具有稳定的声电转换能力. 与此同时, 文
献 [24-27]将热声发动机与直线发电机相结合, 利用

软件进行参数寻优 , 提高了热声发电系统的俘能

特性.
上述研究在对 TAPEH 起振行为、声学特性和

俘能特性进行预报时, 往往采用传递矩阵法、电网

络类比法等方法, 以上方法本质上是对工质流体进
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行空间离散的集总参数法, 这种方法原理清晰、推

导过程简单, 能够有效预报经典声学边界条件下热

声系统的声学特性. 然而, 在工程应用过程中, TAPEH
的声学边界较为复杂, 当声学边界变化时, 上述方法

须对理论模型进行重构, 不利于 TAPEH声学特性和

俘能特性的快速预报.
阻抗边界可以通过设定边界阻抗值模拟刚性边

界、软边界等经典边界, 具有适用范围广、求解声

学特性快等优点, 被广泛应用于结构振动与声学领

域. Li[28] 利用边界光滑傅里叶级数对梁位移进行级

数展开, 解决了位移导数在边界处不连续的问题, 在
此基础上建立了任意阻抗/约束边界条件下梁的动

力学响应预报模型. 因为结构振动与声的波动具有

相似性, Du等[29-30] 利用边界光滑傅里叶级数对声压

函数进行展开, 建立了任意阻抗边界条件下三维矩

形声腔的声学特性预报模型. 在此研究基础上, 本文

对任意阻抗边界条件下驻波 TAPEH 的声学特性和

俘能特性进行快速预报和参数研究. 分别对任意阻

抗边界条件下驻波 TAPEH 内部流场、压电换能器

和任意阻抗边界进行理论建模, 利用边界光滑傅里

叶级数对声压函数进行展开, 结合 Galerkin 原理得

到 TAPEH 的特征方程 ,  对其进行求解即可预报

TAPEH系统的声学特性和俘能特性. 在验证本文方

法稳定性和正确性的基础上, 研究热声管长、外接

负载和阻抗边界等参数对各种工质流体的 TAPEH
声学特性和俘能特性的影响规律.

 1     理论模型

图 1 为具有任意阻抗边界的驻波 TAPEH 物理

模型. TAPEH 由任意阻抗边界、热缓冲管、板叠、

谐振腔、压电薄膜及外接负载构成. 如图 1 所示,
TAPEH总长为 L, 阻抗值为 Z0 的阻抗边界位于 x = 0
处 ,  压电薄膜位于 x  = L 处 ,  外接负载的值为 RE .
p(x) 为 TAPEH 内声压分布函数, m, ZL 分别为压电

薄膜的等效质量和等效阻抗, V 为外接负载两端电

压. 通过设置 Z0 的值可以模拟包含经典声学边界条

件在内的任意阻抗边界条件. 理论上, 当 Z0 为零时,
表示软边界 (声压为 0); 当 Z0 虚部为无穷大时, 表示

刚性边界 (质点振速为零). 而在数值仿真中, 由于边

界阻抗出现在分母中, 无法将其设置为 0 和虚部无

穷大, 因此常设置一个接近于理论值的数值来模拟

软边界和刚性边界. 根据 Guo等[30] 确定经典声学边

界阻抗值的原理, 本文通过设置不同的边界阻抗值

以观察系统的声学特征. 观察发现, 当 Z0 的值分别

取为 Z0 = i × 10−4 及更小、Z0 = i × 106 及更大时, 系
统的声学特征与软边界和刚性边界下系统的声学特

征一致并保持不变, 因此本文通过设置 Z0 = i × 106

和 Z0 = i × 10−4 模拟刚性边界和软边界. ZL 的值由压

电薄膜和外接负载的物性参数决定. 由于 TAPEH是

流体、传热和压电等多物理场耦合系统, 其声学特

性以及俘能特性由阻抗边界、TAE系统结构参数、

压电薄膜物性参数和外界负载共同决定. 为简化求

解步骤, 本文忽略了板叠处的黏性和传热损失, 将压

电单元视作附加于系统边界处的单自由度系统.

 1.1    流场模型

本节对 TAPEH的内部流场进行建模, 内部工质

流体需要满足流体的连续性方程、动量方程和能量

方程, 即

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (1)

ρ
Du
Dt
= −∇p+µ∇2u (2)

ρcp
DT
Dt
=

Dp
Dt
+∇ · (K∇T ) (3)

Du
Dt
=
∂u
∂t
+ (u · ∇)u

式中, ρ, p, u, μ, cp, K 和 T 分别为流体的密度、声

压、流速、动力黏度、定压比热、导热系数和温度;

其中,    .

将工质流体视作理想气体, 因此工质流体还应

满足理想气体的状态方程

p = ρRT (4)

式中, R 为气体常数.

 

hot buffer stack resonator

Z0

piezo-diaphragm

ZL

m RE

RE

Vp (x)

p (x)

x = 0 x = L 
图 1   具有任意阻抗边界的驻波热声压电俘能系统物理模型

Fig. 1    Physical model of the standing-wave TAPEH with arbitrary
impedance boundaries
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经由 Rott[2] 提出的声学近似过程, 将声压、流

速和温度等物理量视作平衡量和振荡量之和

p (x,y,z, t) = pm+Re
(
p1 (x)eiωt

)
(5)

u (x,y,z, t) = Re
(
u1 (x)eiωt

)
(6)

T (x,y,z, t) = Tm (x)+Re
(
T1 (x)eiωt

)
(7)

式中, 下标 m 和 1 分别代表平衡量和振荡量, Re 为
物理量的实部, i为虚数单位, ω 为振荡圆频率.

将方程 (5) ~ (7)代入方程 (1) ~ (4)中, 忽略二阶

小量, 将速度 u在 x 方向上的分量 u1 在横截面上进

行积分,得到 TAPEH内部流场的热声控制方程

dp1

dx
=
−iωρm

S (1− fv)
U1 (8)

dU1

dx
=
−iωS
γpm

[
1+ (γ−1) fk

]
p1+

fk− fv
(1− fv) (1−Pr)

1
Tm

dTm
dx

U1 (9)

式中, S 为热缓冲管、板叠、谐振管的横截面积, γ,
U1 和 Pr 分别为流体的比热容比、体积流速和普朗

特数, fk, fv 分别为流体与板叠之间的传热和黏性损

失. 忽略传热和黏性损失, 将方程 (8) 与方程 (9) 合
并, 约去体积流速, 得到流场声压的二阶微分方程

d2 p1

dx2 +Ω
2 p1 = 0 (10)

式中, Ω 为波数.

 1.2    压电换能器模型

针对热声压电俘能系统压电单元的建模如下,
压电单元的本构方程为[

S 3
D3

]
=

[
1
/

cE33 d33

d33 εT

] [
T3
E3

]
(11)

cE33式中, S3, D3, T3, E3,    和 d33 分别为 x 方向的压电应

变、电位移、压电应力、电场强度、杨氏模量和压

电应变系数, εT 为介电常数.
对图 1中的压电薄膜建立力平衡方程

mẍ+bẋ−S EP (L)+T3S E = 0 (12)

式中, m, b 和 SE 分别为压电薄膜的等效质量、等效

阻尼和面积.
将方程 (12)代入方程 (11), 得到

mẍ+bẋ−S EP (L)+ cE33 (S 3−d33E3)S E = 0 (13)

同时, 压电薄膜应变和产生的电场强度可以表

示为 [
S 3
E3

]
=

1
tp

[
x
V

]
(14)

式中, tp 为薄膜厚度, V 为负载两侧电压.
将方程 (14)代入方程 (13)中, 可以得到

mẍ+bẋ+ sx−d33V −S P (L)/ks = 0 (15)

s = cE33S E
/

tp式中,    , s 为压电刚度系数, ks 为谐振管横

截面积与压电薄膜面积比.
同时, 电位移可以表示为

D3 = q/S E (16)

式中, q 为电荷量.
将方程 (16) 代入方程 (11) 中, 并对时间进行求

导可以得到

S EcE33

tp
d33 ẋ+

1− d2
33cE33

εT

 εTS E
tp

V̇ +
V
RE
= 0 (17)

k2
33 =

d2
33cE33

εT
ξ =

(
1− k2

33

) S Eε
T

tp
令   ,    , 则可将方程 (17)

简化为

sd33+ ξV̇ +
V
RE
= 0 (18)

结合方程 (15)和方程 (18), 针对正弦波, 将 V 消

去, 可以得到以下方程

ks
S

(
iωm+b+

s
iω
+

ψ2RE
1+ iωREξ

)
=

P (L)
ẋ

(19)

式中, ψ 为压电耦合因子的倒数.
方程 (19) 左侧应和热声管内 x = L 处的声学阻

抗一致

ZL =
ks
S

(
iωm+b+

s
iω
+

ψ2RE
1+ iωREξ

)
(20)

消耗在外接负载的电能为

ĖL =
1
2

Re
[
Vcon j (V)

RE

]
(21)

 1.3    任意阻抗边界

声压和边界阻抗之间的关系满足

dp1

dx
=
−iωρm

Z j
p1 (22)
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p|F = 0
∂p
∂x

∣∣∣∣∣F = 0

式中, j = 0或 j = L, Z0 和 ZL 表示 x = 0和 x = L 处的

声学阻抗. 观察方程 (22) 可以发现, 当 Zj = 0 时, 相

当于    , 可用以表示软边界; 当 Zj 的虚部为无

穷大时, 相当于   , 可用以表示刚性边界.

将声压利用标准傅里叶级数进行展开

p1 (x) =
∞∑

k=0

ak cos(λk x) (23a)

λk =
kπ
L

(23b)

式中, k 为傅里叶级数截断数.

将方程 (23)代入方程 (22), 有

dp1

dx

∣∣∣∣∣
x=0
=

∞∑
k=0

−λkak sin(λk x) = 0 (24a)

dp1

dx

∣∣∣∣∣
x=L
=

∞∑
k=0

−λkak sin(λk x) = 0 (24b)

可以发现, 方程左侧声压的一阶导数在 x = 0和 x = L
边界处均为 0, 此时无法将声压和阻抗边界统一表

示. 为解决声压导数在边界处不连续这一问题, 本文

引入边界辅助函数, 将引入边界辅助函数的标准傅

里叶级数称为边界光滑傅里叶级数. 此时再将声压

利用边界光滑傅里叶级数展开

p1 =

∞∑
k=0

ak cos(λk x)+b1φ1 (x)+b2φ2 (x) (25)

式中, φ1 和 φ2 为边界光滑辅助函数, b1 和 b2 为辅助

函数系数. 边界光滑辅助函数可以是解决声压导数

在边界处不连续的任意函数, 本文采用以下函数

φ1 (x) = x
( x

L
−1

)2
(26a)

φ2 (x) =
x2

L

( x
L
−1

)
(26b)

该辅助函数满足[
φ1 (x) φ2 (x)
φ′1 (x) φ′2 (x)

]∣∣∣∣∣∣
x=0
=

[
0 0
1 0

]
(27a)

[
φ1 (x) φ2 (x)
φ′1 (x) φ′2 (x)

]∣∣∣∣∣∣
x=L
=

[
0 0
0 1

]
(27b)

将方程 (25) ~ 方程 (27)代入方程 (22)中, 得到

dp1

dx

∣∣∣∣∣
x=0
=
−iωρm

Z0
p1 (0) =

−iωρm
Z0

∞∑
k=0

ak = b1

(28a)

dp1

dx

∣∣∣∣∣
x=L
=
−iωρm

ZL
p1 (L) =

−iωρm
ZL

∞∑
k=0

(−1)kak = b2

(28b)

将方程 (28)写为矩阵形式

B = ωZ A (29)

其中

A =
[

a0 a1 ... ak
]T

(30)

B =
[

b1
b2

]
(31)

Z = −iρm


1
Z0

1
Z0

...
1
Z0

1
ZL

−1
ZL

...
(−1)k

ZL

 (32)

 2     模型求解

本节对具有任意阻抗边界的驻波 TAPEH 的理

论模型进行求解, 预报 TAPEH的声学特性和俘能特

性. 本文将声学系统的声压分布函数展开为边界光

滑傅里叶级数形式, 结合 Galerkin 原理建立了系统

的特征值方程, 通过求解上述特征值方程得到系统

的声学特性和俘能特性.
对方程 (25) 进行求导, 得到声压的一阶导数和

二阶导数

dp1

dx
=

∞∑
k=0

(−λkak) sin(λk x)+b1φ
′
1 (x)+b2φ

′
2 (x)

(33)

d2 p1

dx2 =

∞∑
k=0

(
−λ2

kak
)
cos(λk x)+b1φ

′′
1 (x)+b2φ

′′
2 (x)

(34)

将辅助函数及其导数进行标准傅里叶展开, 联
合方程 (25), 一同代入方程 (10), 得到

∞∑
k=0

(
−λ2

kak +b1g1k +b2g2k
)
cos(λk x)−

ω2

c2

 ∞∑
k=0

(ak +b1c1k +b2c2k)cos(λk x)

 = 0 (35)

采用 Galerkin 法, 将 cos(λnx) (n = 0 ~ k) 作为权
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函数, 代入方程 (35), 在 0 ~ L 上进行积分, 得到

T (F2A+GB)−ω2T (A+CB) = 0 (36)

T k,n其中, c 为声速, T的第 k 行第 n 列元素   为

T k,n =
w L

0
cos(λk x)cos(λnx)dx (37)

F2 =


−λ2

0 0
−λ2

1
0 ...

−λ2
k

 (38)

C =
[

c10 c11 ... c1k
c20 c21 ... c2k

]T

(39)

D =
[

d10 d11 ... d1k
d20 d21 ... d2k

]T

(40)

G =
[

g10 g11 ... g1k
g20 g21 ... g2k

]T

(41)

将方程 (29)代入方程 (36), 得到(
K+ωX+ω2 M+ω3Y

)
A = 0 (42)

其中

K = TF2 (43)

X = TGZ (44)

M = − 1
c2 T4 (45)

Y = − 1
c2 TCZ (46)

方程 (42)不能由传统求解矩阵特征值的方法进

行求解, 因此将其转化为状态矩阵方程

(R−ωS) H = 0 (47)

通过求解该方程的特征值, 即可得到表 3 中的

模态频率. 需要注意的是, 矩阵 R, S 和 H 同样与振

荡频率 ω 有关. 因此在求解广义特征值方程时, 需要

先代入一试频率至系数矩阵中, 求得方程的特征值

后, 将该值与试频率进行对比. 若不同, 须将试频率

更新为该特征值并重复求解过程; 若相同, 此时的矩

阵特征值即为所求的模态频率. 在此基础上, 即可得

到声压和流速的模态分布

p1 (x) = N1 (E+ωCZ) A (48)

U1 (x) =
−1
ω

(N2F1+ωN1 DZ) A (49)

其中

N1 =
[

cos(λ0x) cos(λ1x) ... cos(λk x)
]

(50)

N2 =
[

sin(λ0x) sin(λ1x) ... sin(λk x)
]

(51)

F1 =


−λ0 0

−λ1
0 ...

−λk

 (52)

在求得声压和流速分布的基础上, 便可进一步

得到外接负载两侧的电压

V =
−ψREU (L)
iωξRE+1

(53)

求得电压后将方程 (53) 代入方程 (21) 即可求

出外接负载所能俘获的电能.

 3     数值结果与分析

根据前文推导结果, 本节采用数值仿真软件对

具有任意阻抗边界的 TAPEH 的声学和俘能特性进

行编程仿真. 首先, 研究边界光滑傅里叶级数的截断

数对 TAPEH声学特性和俘能特性稳定性的影响. 模
型验证所使用的 TAPEH参数与文献 [18]中保持一

致, 将本文结果与文献结果进行对比, 验证本文所提

方法在预报 TAPEH 声学特性和俘能特性时的正确

性. 在此基础上, 探究热声管长 L、外接负载 RE 和

任意阻抗边界 Z0 对不同工质气体的 TAPEH声学特

性和俘能特性的影响规律.

 3.1    模型验证

本文利用边界光滑傅里叶级数将声压函数进行

展开, 理论上声压函数由无穷项级数叠加而成. 而在

数值仿真时, 需要对傅里叶级数展开项进行截断. 计
算结果对截断数的敏感程度以及计算精度称为稳定

性与可靠性. 首先研究截断数对本文方法计算结果

的影响, 验证本文方法的稳定性. 然后将本文方法计

算结果与文献结果进行对比, 验证本文方法的可靠性.
在本文中, TAPEH 的材料参数与几何参数见

表 1. 不同工质流体的热力特性见表 2, He, N2 和

Ar的热力参数参考文献 [7].
首先, 研究截断数对边界光滑傅里叶级数法稳
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定性的影响. TAPEH材料参数与几何参数、工质流

体的热力性能见表 1和表 2. 采取 Ar作为工质气体,
任意阻抗边界值与表 1保持一致. 通过求解方程 (47)
的特征值, 得到 TAPEH的前 5阶模态频率见表 3.

从表 3 的计算结果可以看出, 随着截断数的不

断提高, 前 5 阶模态频率的值有不断变化、直至稳

定的趋势. 在截断数 k = 35时, 前 5阶模态频率已经

全部收敛; 在截断数 k = 40时, 前 5阶模态频率已保

持不变. 且 TAPEH 通常在第一阶振荡频率 (起振频

率)处运行, 为保证之后的声学和俘能特性求解及参

数研究结果的可靠性, 将截断数 k 取为 40.
在上述研究的基础上, 将本文所提方法的计算

结果与文献数据进行对比 ,  验证本文方法计算

TAPEH声学和俘能特性时的正确性. 在进行对比分

析时, 数据与文献 [18] 保持一致, 当量化振荡频率、

归一化声压实部和流速虚部以及负载可俘获电能的

对比结果见图 2 ~ 图 4. 图 4中之所以用负载俘获的

当量化电能而非俘能效率作为衡量 TAPEH 的性能

指标, 是因为 TAPEH内的热声振荡涉及多物理场耦

合问题, 能量流动情况复杂, 为简化求解往往将板叠

处的温度梯度而非高温端的能量输入视作已知条

件, 俘能效率较难得出. 与此同时, TAPEH旨在回收

常规手段无法利用的能量、提升能量品级, 因此能

量俘获效率并非 TAPEH的首要指标. 综合考虑理论

研究与工程应用中的需求, 本文的理论研究中沿用

负载俘获的当量化电能这一指标.
从图 2 的对比结果可以看出 ,  当管长 L 由

0.015 m 变化至 0.04 m 时, 本文方法计算得出的当

量化振荡频率与文献结果吻合良好.

 
表 1   热声压电俘能系统材料参数与几何参数

Table 1    Geometric and materials parameters of the TAPEH

Parameter Variable Value

length of tube L/m 0.04

area of tube S/m2 8 × 10−5

mean pressure Pm/Pa 105

temperature Tm/K 500

area ratio Ks 2

effective mass m/kg 3.5 × 10−7

effective damping b/(kg·s−1) 3.85 × 10−5

effective stiffness s/(N·m−1) 580

reciprocal piezoelectric coupling factor Ψ/(kg·m−1·Ω−1) 9.44 × 10−9

piezoelectric clamped capacitance ξ/F 2.76 × 10−8

impedance of electric load RE/Ω 1000

boundary impedance (x = 0) Z0/(Pa·s·m−3) i × 108

 
表 2   不同工质流体的热力性能

Table 2    Thermal properties of different working fluids

Gas M/(g·mol−1) Cp/(J·kg·K−1) μ0/(kg·(m·s−1)) nμ k0/(W·(m·K−1)−1) nk

H2 2.016 14 209 8.41 × 104 0.68 0.168 0.72

He 4.003 5193 1.894 × 105 0.647 0.144 0.71

N2 28.013 1042 1.663 × 105 0.67 0.024 2 0.74

Ar 39.948 520 2.125 × 105 0.72 0.016 3 0.73

Air 28.96 1006 1.716 × 105 0.666 0.024 1 0.81

 
表 3   不同截断数对应的前五阶模态频率

Table 3    The first five modal frequencies with different series
truncation numbers k

Truncation
number

k

1st
/(104·
rad·s−1)

2nd
/(104·
rad·s−1)

3rd
/(104·
rad·s−1)

4th
/(105·
rad·s−1)

5th
/(105·
rad·s−1)

5 2.279 3 5.554 8 8.841 2 1.215 2 1.552 5

10 2.278 9 5.550 4 8.823 2 1.209 8 1.537 7

15 2.278 8 5.549 8 8.821 3 1.209 3 1.536 6

20 2.278 8 5.549 7 8.820 8 1.209 2 1.536 4

25 2.278 8 5.549 6 8.820 6 1.209 2 1.536 3

30 2.278 8 5.549 6 8.820 5 1.209 2 1.536 3

35 2.278 8 5.549 6 8.820 5 1.209 1 1.536 2

40 2.278 8 5.549 6 8.820 5 1.209 1 1.536 2
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图 2   本文方法计算的当量化振荡频率与文献结果对比

Fig. 2    Comparison of the equivalent quantized oscillation frequencies
calculated by this paper with respect to the results of reference
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由图 3 可知, 本文方法得到的声压实部和流速

虚部的当量化振型与文献结果完全吻合. 由于 TAPEH

最左侧为刚性边界, 因此最左侧声压最大且流速为

0; 最右侧为压电薄膜, 并非单纯的刚性边界和软边

界, 而是有一定阻抗值的阻抗边界, 部分能量被薄膜

和外界阻抗所俘获, 因此声压在此处并非为最大值,
流速虚部也并非为 0. 值得注意的是, 与纯管的声压

波节出现于管长的 1/2 处不同, TAPEH 的波节位置

因压电薄膜及外接负载的存在发生改变.
由图 4 可知, 本文方法计算得出的负载所俘获

的能量与文献结果吻合良好. 在系统振荡频率仅受

管长影响时 (外接负载、横截面积及阻抗边界条件

保持不变), 负载俘获能量存在最大值, 即存在 TAE
和压电换能器的阻抗匹配问题.

综上所述, 针对本文的 TAPEH, 截断数 k 取为

40 可保证边界光滑傅里叶级数法的稳定性. 在此基

础上, 本文方法在计算 TAPEH的声学和俘能特性时

具有良好的稳定性和可靠性.

 3.2    热声管长对不同工质流体 TAPEH 声学和俘能特

性的影响

在工程实践中设计 TAPEH时, 振荡频率是核心

设计参数之一, 其直接关系到之后的阻抗匹配和负

载俘能工作. 改变管长是调控系统振荡频率难度最

小、调控范围最广的调控手段, 因此探究管长对热

声压电俘能系统声学和俘能特性的影响具有重要意

义. 同时, 理论研究和工程应用中因建造维护成本、

俘能密度、结构材料和应用场景等的不同, 往往采

用不同的流体作为工质. 在进行理论研究时, 研究人

员往往采用空气作为工质流体 , 旨在降低研究成

本、控制实验规模; 而在工程应用中, 常采用 H2、

He 和 N2 等稀有气体作为工质, 为了俘获较为可观

的能量, 往往需要对工质流体进行加压, 使用稀有气

体作为工质, 将会使得 TAPEH的制作和运行成本更

高. 因此考虑工质流体对热声压电俘能系统的结构

设计和参数研究的影响显得尤为必要.
本节研究热声管长对不同工质流体 TAPEH 声

学和俘能特性的影响. 首先探究管长对不同工质流

体热声压电俘能系统振荡频率的影响; 在此基础上,
以空气作为工质流体, 探究不同管长对声压实部和

流速虚部振型分布及负载俘能的影响. 计算结果见

图 5 ~ 图 7.
由图 5可知, TAPEH振荡频率与管长呈反比关

系. 同时可以看出, 以 Ar, N2 和 Air 为工质流体时,
TAPEH 的振荡频率处于高频, 且可调控范围较宽,
这一特点决定了使用这 3种气体作为工质时, TAPEH
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图 3   本文方法计算的模态振型分布与文献结果对比

Fig. 3    Comparison of the modal shape by this paper with respect to the
results of reference
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图 4   本文方法计算的负载所俘获的能量与文献结果对比

Fig. 4    Comparison of the energy generated by the load calculated by
this paper with respect to the results of reference
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对振荡频率精度要求较低, 且调控范围较广, 适用的

工业场景更多. 由于空气中 N2 含量较高, 因此二者

的热力性质和相同管长下系统的振荡频率相近. 值
得注意的是, 管长 L = 0.025 m 的 TAPEH 在以 Ar,
N2 和 Air为工质流体时, 三者的振荡频率一致, 这意

味着当管长和振荡频率符合要求时, TAPEH对工质

流体有更多的选择. 以 H2 和 He为工质流体时, 系统

共振频率较低, 可调范围窄, 当 TAPEH 的运行频率

为低频, 且对振荡频率调控精度较高时可使用这两

种气体作为工质.
从图 6的计算结果不难看出, 管长对 TAPEH声

压实部和流速虚部的振型分布影响较大. 图 6(a) 的
结果显示, 声压实部的振型分布在不同管长下的波

节的相对位置不同, 且管长越长, 波节的相对位置越

靠左. 当 L = 0.01 m和 L = 0.02 m时, 由于管长较短,
声压实部并未出现波节, L = 0.01 m 的情况下, 在压

电薄膜处尚有相对较大的波动声压; L = 0.03 m和 L =
0.04 m时, 出现了声压波节, 且管长越长、声压波节

的相对位置越靠左, 声压进一步发展的空间越大, 在
压电薄膜处的相对波动声压越高. 图 6(b) 的结果显

示, 管长对流速虚部的振型分布影响较大, 但管长与

流速虚部的极值点位置关系无规律, 流速虚部的振

型分布与管长和振荡频率间并非简单的线性关系.
图 7的结果显示, 当 TAPEH的外接负载为 RE =

100 Ω时, 各种工质流体下负载的俘能峰值出现的管

长不同, H2 和 He的俘能峰值出现在管长为 L = 0.04 m
的情况下, N2, Ar和 Air的俘能峰值出现在管长为 L =
0.015 m 的情况下. 可以看出, 以 H2 和 He 为工质流

体的低频范围内, 负载所俘获的当量化能量随管长

的增加和振荡频率的降低而提高 ;  以 N2 ,  Ar 和
Air为工质流体的高频范围内, 负载所俘获的当量化
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图 5   管长对不同工质流体 TAPEH共振频率的影响

Fig. 5    Effect of tube length on oscillation frequency of TAPEH with
different working fluids
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图 6   以空气为工质流体, 管长对 TAPEH振型分布的影响

Fig. 6    Effect of tube length on the modal shape of TAPEH with air as
working fluid
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图 7   管长对不同工质流体 TAPEH值为 100 Ω的负载所俘获当量

化能量的影响

Fig. 7    Effect of tube length on dimensionless energy generated by the
electric load of 100 Ω of TAPEH with different working fluids
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能量随管长的增加、振荡频率的降低而先提高后降

低, 存在极值点, 且均为 0.015 m处. 这是因为三者对

应的固有频率相近, 且与外接负载达成阻抗匹配关系.
综上所述, TAPEH振荡频率与管长呈反比关系.

利用管长调控振荡频率时, 不同工质流体对振荡频

率精度要求和调控范围差别较大. 管长对声压实部

的振型分布影响较大, 管长越长, 波节的相对位置越

靠左. 各种工质流体下负载的俘能峰值出现说明达

成外接负载与 TAPEH阻抗匹配.

 3.3    外接负载、热声管长对不同工质流体 TAPEH 俘

能特性的影响

外接负载影响着 TAPEH的运行效率, 负载俘能

大小也是衡量 TAPEH 的核心参数. 与此同时, 为了

达成阻抗匹配, 需要改变外接负载或者系统结构, 但
在某些特殊情况下, 系统的结构参数或者外接负载

无法改变, 因此探究不同负载下管长对 TAPEH的俘

能特性具有重要意义.
本节用以研究不同外接负载下, 不同管长对不

同工质流体的 TAPEH俘获的当量化电能的影响. 不
同管长的 TAPEH的负载为 RE = 10 Ω, RE = 1000 Ω,
RE = 10 000 Ω时, 俘获的当量化能量如图 8所示.

由图 8 可知, 随着负载的不断提高, 以 Ar, N2

和 air 为工质流体的 TAPEH 的变化较大, 结合图 7
中, RE = 100 Ω时, TAPEH的当量化能量大小, 可以

看出管长 L = 0.015 m 时, 外接负载与 TAPEH 达成

阻抗匹配关系的外接负载阻值在 10 Ω ~ 1000 Ω 之

间. 且当外接负载 RE = 10 000 Ω时, 以上述 3种气体

作为工质的 TAPEH已经失去了俘能能力, 无论管长

和振荡频率如何变化, 负载所俘获当量化能量几近

于 0. 从电网络理论的角度分析, 引入过大的负载相

当于电路开路, 此时微弱的声压波动已无法激起压

电薄膜的振动, 从而无法产生电能. 因此在接入负载

时, 为保护俘能电路安全, 可先接入大额电阻, 然后

逐步减小负载电阻, 直至俘能大小满足运行要求.
与之对应的, 以 H2 和 He为工质流体的 TAPEH

俘能变化并不明显, 虽在个别管长处出现波动, 但保

持管长越长、俘能越多的大体趋势. 与此同时, 从图 8
可以看出, 以空气作为工质流体的 TAPEH俘获当量

化能量并未占据明显优势, 且提前出现峰值. 这使得

设计人员在进行 TAPEH的前期设计时, 需要根据具

体的应用场景合理选择工质流体和管长. 以空气为

工质流体时, TAPEH具有工质流体容易获取、运行

成本低的优点, 但其俘获当量化能量并未占据明显

优势, 且由于空气中含有氧气, 对金属管、板叠具有

一定的侵蚀能力, 使得 TAPEH的维护成本较高.
综上所述, 随着负载的不断提高, 以 Ar, N2 和

Air为工质流体的 TAPEH在管长 L = 0.015 m时, 与
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图 8   管长对不同工质流体 TAPEH外接负载所俘获当量化能量的

影响

Fig. 8    Effect of tube length on dimensionless energy generated of
TAPEH with different working fluids
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其达成阻抗匹配关系的外接负载阻值在 10 Ω ~ 1000 Ω
之间. 且外接负载 RE = 10 000Ω 时, TAPEH 丧失俘

能能力. 与此同时, 以 H2 和 He为工质流体的 TAPEH,
保持管长越长、俘能越多的大体趋势.

 3.4    边界阻抗、热声管长对 TAPEH 声学特性的影响

除了改变管长, 作为另一种通过改变系统结构

进而改变系统俘能特性手段, 改变系统的边界阻抗

也可以调控系统的振荡频率和声压及流速分布, 进
而影响系统的俘能特性. 在工程实践中, TAPEH 无

俘能元件的一侧常用固体端板进行封闭, 但此时无

法利用阻抗边界改变系统声学和俘能特性. 为拓宽

系统应用场景, 增加系统可控手段, 边界可调是 TAPEH
发展的方向之一. 因此探究管长和边界阻抗对 TAPEH
声学特性的影响具有重要意义.

本节用以探究阻抗边界和管长对 TAPEH 声学

特性的影响 .  首先探究管长从 0 .005  m 变化至

0.04 m、边界阻抗从 i × 10−6 变化至 i × 108 时对振

荡频率的综合性影响, 在此基础上, 缩小边界阻抗范

围, 探究管长从 0.005 m 变化至 0.04 m、边界阻抗

从 i × 10−2 变化至 i × 104 时对振荡频率的综合性影

响. 然后选取管长为 L = 0.04 m, 探究边界阻抗对声

压实部和流速虚部分布的影响. 管长和边界阻抗对

振荡频率的影响见图 9 和图 10, 边界阻抗对声压实

部和流速虚部沿管长的分布影响见图 11.
图 9 的计算结果显示出, 在以空气为工质时,

TAPEH 的振荡频率受管长和边界阻抗的影响可分
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图 11   以空气为工质流体, 边界阻抗对 TAPEH振型分布的影响

Fig. 11    Effect of tube length and boundary impedance on the modal
shape of of the velocity of TAPEH with air as working fluid
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为 A 低敏感区、B 阻抗失效区和 C 高敏感区. 划分

依据为系统频率对管长和边界阻抗的敏感程度. 就
图 9 而言, B 阻抗失效区的范围为 (0.005 ~ 0.025 m,
i × 10−6 ~ i × 10−2), C 高敏感区的范围为 (0.005 ~
0.025 m, i × 10−2 ~ i × 106), 其余区域为 A 低敏感区.
然而, 这种分区方法是一种较为直观粗略的分区手

段, 旨在设计前期根据应用的工业场景不同选择相

应的管长和边界阻抗. 因此, 针对不同结构尺寸和负

载的 TAPEH, 其分区界限以及限定数值并不相同.
在区域 A 中, 振荡频率对管长和阻抗的变化并不敏

感, 因此当热声压电俘能系统对环境要求较低、运

行频率单一时, 可使热声压电俘能系统工作于区域

A; 在区域 B 中, 振荡频率随管长变化较明显, 但阻抗

的变化对振荡频率不能起调控作用, 因此当系统对

边界阻抗无要求, 但有调控振荡频率的需要时, 可使

TAPEH 工作于区域 B; 在区域 C 中, 振荡频率的变

化范围较大, 且对管长和边界阻抗较敏感, 因此当系

统需要运行的振荡频率范围较宽、想用较小的成本

实现振荡频率调控时, 可使 TAPEH 工作于区域 C.
因为区域 C 具有较高的调控价值, 为了进一步

探究高敏感区内管长和边界阻抗对振荡频率的影

响, 绘制了较小边界阻抗范围的图 10. 图 10 的结果

显示, 在边界阻抗 Z0 = i × 103 及以上时, 改变管长对

振荡频率的影响较小. 在一定的管长范围内, 如 L =
0.015 m 时, 随边界阻抗的不断增大, 振荡频率先降

低后升高. 而在全边界阻抗范围内, 保持边界阻抗不

变时, 振荡频率随管长的增加而降低, 这一结论与

图 5结论一致.
图 11中给出了管长不变时, 不同边界阻抗下声

压实部和流速虚部的当量化幅值沿管长的分布. 之
所以选择 “x/L” 而非管长这一具体的物理量作为其

横坐标, 是为了体现边界阻抗对声压实部和流速虚

部振型沿某一方向影响的广适性. 从其结果可以看

出, 声压实部和流速虚部沿管长的振型分布受边界

阻抗影响较大. 随着边界阻抗的不断提高, 左侧边界

处的声压实部的当量化幅值不断增大, 且声压实部

当量化幅值为零时的位置 (波节) 不断右移. 与此同

时, 声压实部的当量化振幅沿管长的分布在边界阻

抗值为 i × 10−4 ~ i和 i × 104 ~ i × 108 之间时一致, 说
明当边界阻抗在这两个阻抗带之间时 TAPEH 的声

学特性一致, 这一结论也同样适用于流速虚部的当

量化幅值沿管长的分布结果, 因此可将边界阻抗值

为 i × 10−4 ~ i 与 i × 104 ~ i × 108 划归为“声学特性一

致阻抗带”.
综上所述, 管长和边界阻抗对 TAPEH振荡频率

的影响分为低敏感区、阻抗失效区和高敏感区, 在
设计系统时可根据不同的需求选择工作区域. 同时,
边界阻抗范围内存在“声学特性一致阻抗带”, 在“声
学特性一致阻抗带”内, 系统的声学特性表现一致.

 4     结 论

本文建立了基于任意阻抗边界的驻波 TAPEH
声学和俘能特性的预报模型. 采用边界光滑傅里叶

级数对声压分布函数进行级数展开, 结合 Galerkin
原理得到 TAPEH的特征方程, 通过求解该方程得到

系统振荡频率、声压实部与流速虚部的振型分布以

及负载俘能等核心参数. 研究了截断数对边界光滑

傅里叶级数稳定性的影响, 在保证其计算精度的基

础上, 将计算结果与文献结果进行对比, 验证了本文

所提方法求解任意阻抗边界条件下 TAPEH 声学特

性和俘能特性的准确性. 在上述研究的基础上, 研究

了热声管长、外接负载和边界阻抗对系统振荡频

率、声压实部及流速虚部振型分布和负载俘能的影

响. 本文得到主要结论如下.
(1) 结合边界光滑傅里叶级数和 Galerkin 原理

能够在模态域上准确预报具有任意阻抗边界条件

的 TAPEH 的声学和俘能特性. 当截断数为 40 时,
TAPEH的前 5阶振荡频率收敛.

(2) TAPEH 振荡频率与管长呈反比关系. 在利

用管长调控振荡频率时, 若系统对振荡频率精度要

求较低且调控范围较广时, 可采用 N2, Ar 和空气作

为工质流体; 相反, 若 TAPEH 对振荡频率精度要求

较高、调控范围较窄时, 可采用 H2 和 He 为工质流

体. 各种工质流体下 TAPEH在俘能极大值处与外接

负载达成阻抗匹配关系.
(3) 以 Ar, N2 和空气为工质流体的 TAPEH在管

长 L = 0.015 m时, 与其达成阻抗匹配关系的外接负

载阻值在 10 Ω ~ 1000 Ω 之间, 且外接负载 RE =
10 000 Ω 时, TAPEH 失去俘能能力; 以 H2 和 He 为
工质流体的 TAPEH 管长与俘能能力间的变化趋势

与负载无关.
(4) 管长和边界阻抗对 TAPEH振荡频率的影响

分为低敏感区、阻抗失效区和高敏感区 , 在设计

TAPEH 时可根据不同的需求和应用场景选择其工

作区域. 边界阻抗范围内存在“声学特性一致阻抗
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带”, 在阻抗带内, TAPEH的声学特性表现一致.
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