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小样本数据下圆柱薄壳初始缺陷不确定性量化的

极大熵方法
1)

李建宇 *, †, 2)    杨    坤 *    王    博 †    张丽丽 **
* (天津科技大学机械工程学院, 天津 300222)

† (大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室, 辽宁大连 116023)

** (天津职业技术师范大学理学院, 天津 300222)

摘要　具有不确定性特征的初始缺陷被认为是导致薄壳结构实际临界载荷值与理论解不相符并呈现分散特征

的主要原因. 对实际薄壳结构初始缺陷的建模至少需要考虑两个方面的不确定性量化, 一是对缺陷分布形式和

幅值等固有随机性的量化, 二是对小样本量和不准确测量所导致缺陷统计量的不确定性的量化. 本文在利用随

机场的 Karhunen-Loeve展开法对薄壳初始几何缺陷建模的基础上, 提出一种基于极大熵原理的缺陷建模方法.
首先, 采用极大熵分布来估计 Karhunen-Loeve随机变量的概率密度函数, 以适应不能使用高斯随机场进行缺陷

随机场建模的情况. 随后, 通过将经典的等式约束极大熵模型扩展为区间约束极大熵模型, 实现对实际工程中

仅能获得少量薄壳结构几何缺陷样本数据所导致的认知不确定性的量化. 最后, 将所提方法用于对国际缺陷数

据库的 A-Shell进行缺陷建模和临界载荷预测. 研究表明, 所提基于区间约束极大熵原理的随机场建模方法在

能够有效表征实测数据高阶矩信息的同时, 还具备量化小样本数据导致的认知不确定性的能力, 并且高斯随机

场模型和基于等式约束极大熵原理的随机场模型是本文所提建模方法的两种特殊情况.

关键词　圆柱薄壳, 初始几何缺陷, Karhunen-Loeve展开, 极大熵原理, 小样本数据
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A MAXIMUM ENTROPY APPROACH FOR UNCERTAINTY QUANTIFICATION OF
INITIAL GEOMETRIC IMPERFECTIONS OF THIN-WALLED CYLINDRICAL SHELLS

WITH LIMITED DATA1)
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Abstract     Initial imperfections with uncertainty characteristics are well-known recongnized as the main reason why the
actual critical load values of thin-shell structures do not match the theoretical solutions and exhibit dispersion
characteristics. In order to model the initial imperfections of actual thin-shell structures more appropriately, seveal

第  55  卷 第  4  期 力      学      学      报 Vol. 55,  No. 4

2023  年  4  月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics Apr.,  2023

生物、工程及交叉力学

 

    2022–11–24 收稿, 2023–03–07 录用, 2023–03–08 网络版发表.

1) 国家自然科学基金 (11772228), 工业装备结构分析国家重点实验室开放课题 (GZ21103)和天津市教委科研计划 (2022ZD013)资助项目.

2) 通讯作者: 李建宇, 副教授, 主要研究方向为计算力学. E-mail: lijianyu@tust.edu.cn.cn
 

引用格式:  李建宇, 杨坤, 王博, 张丽丽. 小样本数据下圆柱薄壳初始缺陷不确定性量化的极大熵方法. 力学学报, 2023, 55(4): 1028-1038
Li  Jianyu,  Yang  Kun,  Wang  Bo,  Zhang  Lili. A  maximum  entropy  approach  for  uncertainty  quantification  of  initial  geometric
imperfections of thin-walled cylindrical shells with limited data. Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2023, 55(4):
1028-1038

https://doi.org/10.6052/0459-1879-22-556


sources of uncertainty quantification should be handled carefully, such as the quantification of the inherent randomness in
the form and magnitude of the imperfection distribution, and the quantification of the uncertainty in the statistics due to
small sample size and inaccurate measurements in practice. In this paper, a novel modeling approach for initial geometric
imperfections of thin-walled shells is proposed based on the principle of maximum entropy and the Karhunen-Loeve
expansion method of random fields. Firstly, the maximum entropy approach is used to estimate the probability density
function of the Karhunen-Loeve random variables, which is aimed to model the gemometric imperfections as random
fields without the assumpation of Gaussian and homogeneity. Secondly, the quantification of the epistemic uncertainty
caused by the availability of only a small size of data on geometric imperfections of thin-walled shells is achieved by
extending the classical equationally constrained maximum entropy model to an interval constrained maximum entropy
model. Finally, the proposed method is used for imperfection modeling and critical load prediction for A-Shell of the
international imperfection databank. It is shown that the proposed random field modeling approach based on the interval
constrained maximum entropy principle not only has the ability to quantify the epistemic uncertainty due to small size of
data, but also effectively characterizes the higher order moment information of the measured data. Furthermore, it is
shown that the Gaussian random field model and the random field model based on the equation constrained maximum
entropy principle are the two special cases of the proposed modeling approach in this paper.

Key words    thin-walled cylindrical shell, initial geometric imperfection, Karhunen-Loeve expansion, maximum entropy
principle, limited data

 引 言

薄壳类结构在实际生产制造和运维过程中, 不
可避免地会产生各类缺陷. 而根据薄壳结构稳定性

的缺陷敏感性理论[1-5], 即使是很小的缺陷变化, 也
可能会导致薄壳结构临界屈曲载荷很大的改变. 因
此, 仅通过对某种特定缺陷形式的分析并不能实现

对实际薄壳结构承载能力的完整预测. 目前被广泛

使用的特征值屈曲模态法[6]、单点窝陷法[7]、最优

多点窝陷法[8] 等, 其基本出发点是从最不利缺陷的

角度来估计薄壳结构极限承载能力的一个下限值.
然而, 由于所设定的最不利缺陷在实际应用中出现

的可能性较低, 导致其给出的设计往往偏保守[9]. 另
一方面, 薄壳缺陷成因的复杂性和不确定性导致无

法通过遍历所有缺陷形式来估算实际薄壳的极限承

载能力. 针对上述问题, 一种可行且有意义的解决途

径是采用概率统计的手段来研究实际薄壳结构极限

承载力与初始缺陷之间的关系[10-12].
从概率统计的角度研究工程薄壳结构的初始缺

陷敏感性, 其基本思路是将具有不确定性特征的薄

壳初始缺陷表征为概率随机模型, 然后通过随机分

析方法将初始缺陷的不确定性传播至薄壳结构的临

界载荷, 并最终给出基于可靠度的极限承载能力预

测结果[13]. 其关键步骤包括薄壳结构初始缺陷样本

数据的获取、初始缺陷随机统计模型的构建、含随

机初始缺陷薄壳结构的随机稳定性分析. 薄壳结构

初始缺陷样本数据的测量是获取薄壳结构初始缺陷

统计特征的基础, 具有重要意义和价值. 国内外多个

研究单位都开展了薄壳结构初始缺陷数据库建设方

面的工作, 例如由 Caltech、TU-Delft 等大学联合构

建的国际缺陷数据库[14]、德国航空航天中心 (DLR)
构建的复合材料薄壳筒缺陷数据[15]、大连理工大学

构建的圆柱壳缺陷数据[16] 等. 然而, 由于制造和试

验成本的限制, 能够获得的薄壳初始缺陷样本数据

往往是有限的, 例如国际缺陷数据库中 A-Shell试验

数据实际上只包含了 7 个实测样本数据. 样本数据

的有限性决定了薄壳结构初始缺陷随机统计模型的

构建属于小样本问题所研究的范畴. 在早期利用概

率统计方法研究薄壳结构稳定性的工作中, 如 Arbocz
等[17] 研究的双傅里叶级数随机模型, Schenk 等[18]

给出的高斯随机场模型, Criag 等[19] 研究的随机场

Karhunen-Loeve 模型等工作, 虽然引入了随机变量

或随机场来表征初始缺陷的不确定性, 但均没有考

虑样本数据不足对预测结果的影响. 文献 [20]表明,
基于实测缺陷数据的临界屈曲载荷估计值与样本量

之间具有相关性. 近期, 关于有限样本条件下薄壁圆

柱壳初始缺陷随机场模型的研究受到关注 [21-23], 如
文献 [23]提出将随机场模型中的相关长度等特征参

数表征为模糊变量, 从而构造模糊随机场模型来表

征样本数据不足所导致的不确定性. 该模型同时包

含了概率和非概率两类变量, 在不确定性传播分析

中需要求解一个双层抽样问题. 此外, 已有的初始缺
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陷随机场模型[21-25] 多引入了高斯性和平稳性等局限

性很强的假设条件, 但对于实际测量数据的统计检

验可能并不支持这些假设[26]. 因此, 在建模过程中放

松对初始缺陷随机场的假设条件, 构建更符合实际

的缺陷随机场模型, 在理论和实用方面均有价值.
针对上述研究现状, 本文从有限样本数据条件

下随机场重构的角度[27-29], 提出一种基于区间约束

极大熵原理的圆柱薄壳初始缺陷随机场建模方法.
所提方法的特点在于, 一是利用 Karhunen-Loeve 展
开法和极大熵原理来构建随机场模型, 从而避免了

对初始缺陷随机场的平稳性和高斯性假设; 二是通

过在极大熵原理中引入依赖于样本量的区间约束,
使得所构建的随机场模型能够考虑样本数据量不足

所导致的认知不确定性; 三是将初始缺陷的固有随

机性和样本量不足导致的认知不确定性统一利用极

大熵原理进行量化, 从而避免了不确定性传播分析

中对两类不确定性进行分层抽样的过程.

 1     圆柱薄壳初始缺陷的随机场模型

实际应用中, 轴压圆柱薄壳可能存在多种缺陷

形式, 如几何形貌偏差、材料属性和壁厚的空间随

机性以及轴压载荷的偏心等[3]. 其中几何缺陷被认

为是对轴压圆柱薄壳临界载荷最为敏感的缺陷形

式, 也是被研究最为广泛的缺陷形式. 为此, 下面以

几何缺陷为例阐述缺陷的随机场建模方法.
圆柱薄壳结构的初始几何缺陷表现为实际形状

与理想形状之间的形貌偏差, 具体表现为圆柱壳壁

的非直度、圆柱截面的非圆度、局部表面的凹陷等

多种形式. 将图 1所示高 H, 半径 R, 壁厚 t 的圆柱薄

壳沿其某一母线展开后, 令 z = (x, y) 为圆柱壳壁面

各点坐标, 其中 x 为环向坐标值 (0 ≤ x ≤ 2πR), y 为

轴向坐标值 (0 ≤ y ≤ H). 初始几何缺陷可以用圆柱

实际半径与理想半径之间的偏差来表征, 即

w (z) = R̃ (z)−R (1)

R̃ (z)

w (z,ω) ∈ L2 (Ω,F,P) L2 (Ω,F,P)

(Ω,F,P)

ω ∈ Ω

式中   表示圆柱表面坐标为 z 的点到截面圆心的

距离. 圆柱薄壳结构初始几何缺陷的形状、位置和

幅值大小等特征均具有随机性, 因此在数学上 w(z)
是一个随机场. 假设该偏差量为二阶连续随机场, 即

 , 其中   表示内积定义为

二阶矩的范数有限的泛函空间,    为概率三元

组,    为样本, F 表示事件域, P 为概率测度.

w1,w2, · · · ,wM

首先, 假设已经对 M 个圆柱薄壳的初始几何缺

陷进行了独立观测, 并令    表示对圆柱

薄壳径向缺陷 w(z, ω) = [ w(z1, ω), w(z2, ω>),∙∙∙, w(zN,
ω)] 的 M 次独立观测结果, 其中 N 表示每个样本筒

上的观测点数, [z1, z2, ∙∙∙, zN] 表示 N 个观测点的位

置. 基于观测数据, 可获得观测点集上缺陷随机场的

均值和协方差矩阵的统计结果, 即

µ̄ =
1
M

∑M

i=1
wi (2)

C̄w =
1

M−1

∑M

i=1
(wi− µ̄)T (wi− µ̄) (3)

µ̄ ∈ RN C̄w ∈
RN×N

其中   为缺陷随机场测量样本的统计均值,  
 为样本统计协方差矩阵.

C̄w其次, 将统计协方差矩阵    作为再生核, 并利

用 Karhunen-Loeve展开法表征缺陷随机场, 得

w (ω) = µ̄+
∑N

i=1

√
λiξ

(i) (ω)ϕi (4)

{λi}Ni=1 {ϕi}Ni=1 C̄w其中    和    分别是统计协方差矩阵    的特

征值和特征向量, 即满足

C̄wϕi = λiϕi (5)

ξ(i) (ω) (i = 1,2, · · · ,N)式 (4) 中的   称为 Karhunen-
Loeve 随机变量, 针对圆柱薄壳几何缺陷的 M 次测

量数据, 它有 M 个实现样本, 第 j 个样本为

ξ(i)j (ω) =
1
√
λi

⟨
w j− µ̄,ϕi

⟩
l2

(6)

⟨·, ·⟩l2其中   表示点积运算. 通过对式 (4)进行截断, 可
以得到缺陷随机场的降阶表征

w (ω) ≈ µ̄+
∑q

i=1

√
λiξ

(i) (ω)ϕi (7)

q ⩽ N
∑q

i=1
λi

/∑N

i=1
λi

ξ =
[
ξ(1), ξ(2), · · · , ξ(q)

]其中截断项数   , 并使得   充分接

近 1. 随机向量   满足如下两个条件

E
[
ξ(m)

]
= 0,E

[
ξ(m)ξ(n)

]
= δmn (m,n,= 1,2, · · · ,q) (8)

 

H

R

t

y

x

 
图 1   圆柱薄壳结构示意图

Fig. 1    Illustration of thin-walled cylindrical shell
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E [·]
q×q Iq×q

其中    表示取均值运算. 随机向量 ξ 的协方差矩

阵为   单位矩阵, 即   . 满足式 (8) 的随机向量

并不唯一, 例如正态分布或双峰分布的随机向量. 若
初始缺陷随机场 w(z, ω)是高斯随机场, 则随机向量

ξ 是一组均值为 0、方差为 1 的独立同分布高斯随

机变量, 否则它仅是一组均值为零、协方差矩阵为

单位矩阵的互不相关的随机变量, 其概率密度函数

是未知的. 研究如何构建 Karhunen-Loeve 随机向量

ξ的概率分布模型, 是对圆柱薄壳初始几何缺陷进行

随机场建模的关键.

 2     Karhunen-Loeve 随机变量概率分布的极

大熵估计

ξ(i), i = 1,2, · · · ,q p
(
ξ(i)

)

针对圆柱薄壳初始几何缺陷的 M 次独立观测

结果, 可由式 (6)获得随机向量 ξ的 M 个样本, 进而

可以采用各类基于样本数据的概率密度函数估计方

法对随机向量 ξ 进行统计建模, 例如核密度估计方

法、混沌多项式展开估计方法、极大熵分布法等[30].
这里研究利用极大熵原理估计随机向量 ξ的概率密

度函数. 为了简化计算, 假设随机向量 ξ的各分量之

间是相互独立的, 即所估计的概率密度函数为随机

向量 ξ 的边缘分布. 利用极大熵原理进行概率密度

函数估计的基本思想是, 在利用已知信息对随机变

量的概率密度函数进行推断时, 使得熵值取最大的

概率密度函数是最合理的. 极大熵原理给出的概率

分布被认为是已知信息下的最可几分布. 对于随机

变量   , 其概率密度函数   的极大

熵估计常表达为如下凸优化问题

max H (p) = −E
[
ln

(
p
(
ξ(i)

))]
s.t. E

[(
ξ(i)

)r]
= β(i)

r ,r = 0,1, · · · ,k

 (9)

β(i)
r ξ(i)等式约束的右端项   为随机变量   的已知第 r 阶

原点样本矩信息, 即

β(i)
r =

1
M

∑M

j=1

(
ξ(i)j

)r
(10)

模型 (9)中的约束是已知信息的表征, 约束的个

数一般表征了已知信息的多少. 随着已知信息的增

加, 约束的个数增多, 所估计的概率密度函数的熵值

也越小, 表示其所度量的不确定性也越小. 例如, 在
没有给定任何信息的条件下, 极大熵模型所估计的

概率分布为均匀分布, 即认为样本空间中每个事件

发生的可能性是相同的. 如果进一步给定了一阶矩

和二阶矩信息, 则极大熵模型所估计的概率分布为

高斯分布. 如果 Karhunen-Loeve 随机变量 ξ 不具备

高斯性, 利用极大熵模型估计其概率密度函数时, 需
要给定三阶矩以上的信息.

β(i)
r

进一步讨论模型 (9)中约束的右端项. 从统计学

的角度, 样本矩   是依赖于样本数据的一个随机变

量, 其分布特征与样本量相关. 若样本量足够大, 即
大样本问题, 样本矩的分散性较低, 由其所估计的极

大熵分布与总体分布的偏差较小. 若样本量很少, 即
小样本问题 (样本量小于 30), 样本矩的分散性大, 且
与总体矩的偏差大, 导致由其所估计的极大熵分布

与真实分布偏差较大, 而且对样本数据非常敏感. 为
了降低小样本条件下统计矩的不确定性对概率分布

估计结果的影响, 本文采用样本数据的区间类统计

量替代样本矩, 研究基于区间约束极大熵原理的概

率分布估计方法, 即

max H (p) := −E
[
ln

(
p
(
ξ(i)

))]

s.t.



E
[(
ξ(i)

)0
]
= 1

E
[(
ξ(i)

)1
]
= 0

E
[(
ξ(i)

)2
]
= 1

E
[(
ξ(i)

)r] ∈ [Lr,Ur] ,r = 3,4, · · ·,k


(11)

[Lr,Ur]其中    表示第 r 阶原点矩的区间估计. 相较于

模型 (9)中的等式约束, 区间约束下所估计的概率分

布的熵值会增大, 即其所度量的不确定性也越大. 考
虑如下两种特殊情况.

ξ(i) ∼ N (0,1)

lg
(√

2πe
)

(1) 如果区间约束足够大以至于成为无效约束,
则优化模型 (11) 退化到只包含一阶矩和二阶矩信

息, 其所估计的概率分布为正态分布   , 最
大熵值为   , 如文献 [19]. 由此所构建的缺陷

随机场模型 (式 (7)) 既包含了缺陷的固有随机属性,
又包含了信息缺失导致的最大认知不确定性.

(2) 如果区间约束足够小以至于成为等式约束,
则优化模型 (11) 所估计的概率分布同时满足 1 ~ r
阶样本矩信息, 如文献 [26], 熵值达到最小. 该模型

虽然精确满足了样本矩信息, 但所构建的缺陷随机

场模型没有包含样本有限所导致的认知不确定性,
其所估计的概率分布存在过拟合的问题, 与总体分

布的偏差较大.
小样本数据的特点是数据中既包含了关于总体

的有效信息, 也存在由于数据有限导致的认知不确

定性. 将高阶矩信息以区间约束的形式引入到极大
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熵模型中, 一方面达到了利用样本数据中所包含高

阶矩信息的目的, 另一方面又通过区间约束缓解了

有限样本数据导致的过拟合问题, 并将样本有限所

导致认知不确定性引入到所构建的随机模型中.
如何确定区间约束的上下限是必须要考虑的问

题. 可以遵循的一个原则是, 区间的大小依赖于样本

数据的数量, 即随着样本量的增加, 该区间的大小应

趋近于零. 实际应用中可以按照下式确定区间的上

下限

Lr = β
(i)
r −

δ
√

M

Ur = β
(i)
r +

δ
√

M

 (12)

δ > 0其中   为设定的控制参数, 可以采用交叉验证[31]

等手段确定具体的取值.

δ = 6

下面以一个简单的例子说明区间约束极大熵分

布的特征. 假设样本总体的概率分布已知, 如式 (13).
从总体中随机抽样生成样本数据, 针对不同样本量

的样本数据利用极大熵原理估计其概率分布, 其中

控制参数 

p (ξ) = 0.238 1e−1.114 1ξ+0.743 7ξ2+0.661 3ξ3−0.434 9ξ4 (13)

图 2 所示为所估计概率分布的熵值, 可以看出

区间约束极大熵分布的熵值总是大于等式约束极大

熵分布, 但又总是小于正态分布的熵值, 这说明区间

约束极大熵分布所度量的不确定性要比等式约束的

大, 同时它也包含了较正态分布更多的信息. 当样本

量很小时 (如 5个样本), 区间约束变为无效约束, 模

型退化为正态分布; 随着样本量的增加, 区间约束不

断缩小, 熵值减小, 表示样本数据所提供的信息在增

多, 不确定性在减小. 进一步考察极大熵分布的熵值
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图 2   区间约束极大熵分布与等式约束极大熵分布的熵值比较

Fig. 2    Comparison of entropy values between interval constrained
maximum entropy distribution and equation constrained maximum

entropy distribution
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图 3   不同样本量条件下区间约束极大熵分布与等式约束极大熵分布的比较

Fig. 3    Comparison of the interval constrained maximum entropy distribution and equation constrained maximum entropy distribution estimated from
sample data with different size
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随着样本量的变化情况可知, 区间约束极大熵分布

的熵值对样本量的敏感性要小于等式约束极大熵分

布, 这说明区间约束极大熵模型对于小样本问题的

概率分布估计具有较高的鲁棒性.
图 3展示了不同样本量下所估计概率密度函数

的图像. 由图可见, 等式约束极大熵原理所估计的概

率密度函数对于样本数据非常敏感, 特别是对小样

本量问题, 给出的概率密度函数与样本的总体分布

有较大偏差. 而区间约束极大熵原理所估计的概率

密度函数对于样本数据的敏感性要小很多, 对于小

样本量问题, 由于区间约束较大, 包含了信息不足导

致的认知不确定性, 其所给出的概率密度函数接近

正态分布. 区间约束极大熵分布的主要优势体现在

对小样本问题的估计, 而等式约束极大熵分布在大

样本问题中性能更佳.

 3     含缺陷薄壳结构的随机屈曲分析

建立了圆柱薄壳初始几何缺陷的随机场模型

后, 就可以在薄壳结构稳定性分析模型的基础上进

行随机屈曲载荷分析, 从而获得屈曲载荷的统计信

息或概率分布. 可用于随机屈曲载荷分析的方法包

括蒙特卡洛法 (Monte Carlo, MC)、矩方法和混沌多

项式展开法等. 其中蒙特卡洛法虽然存在计算成本

高的不足, 但是由于其在应用中几乎没有限制条件,
而且算法极其简便, 成为实际应用中最被广泛使用

的一种随机分析方法. 蒙特卡洛法的一般过程是, 抽
取一定量的样本, 随后计算样本点上的响应函数值,
并对响应函数的随机特性进行统计估计. 基于该思

路, 本文构建了如图 4 所示缺陷圆柱薄壳的随机屈

曲载荷分析流程.
鉴于圆柱薄壳初始几何缺陷的随机场模型中

的 KL 随机向量的概率分布为非标准分布, 其抽样

方法可采用马尔科夫链蒙特卡洛方法 (Markov Chain
Monte Carlo, MCMC)[30]. MCMC抽样的主要思想是,
构造具有特定状态转移概率的马尔可夫链, 使其抽

样点的平稳状态符合目标分布. MCMC 抽样法中的

关键步骤是如何由当前状态产生新的状态. 根据产

生新状态的方式 ,  MCMC 抽样又具体可以分为

Metropolis-Hasting 抽样、Gibbs 抽样、独立抽样和

随机游走抽样等. 本文采用Metropolis-Hastings法进

行抽样, 其细节参见文献 [30].
对样本缺陷薄壳进行屈曲分析进而获得其临界

载荷的方法目前已经比较成熟, 例如弧长法、显式

动力学方法等[32]. 显式动力学方法将结构的屈曲行

为视为动力学中的“模式跳跃 (model jumping)”, 通
过求解一个动力学问题来模拟结构的后屈曲行为.
在冲击速度很低的情况下 (准静态), 显式动力学方
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Cr 

图 4   缺陷轴压圆柱薄壳结构随机屈曲分析流程图

Fig. 4    Flow chart of stochastic buckling analysis for axial compressive thin-walled cylindrical shell with geometrical imperfection
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法能够给出后屈曲行为的近似解. 本文采用显式动

力学方法进行轴压圆柱薄壳屈曲分析.

 4     基于可靠度的折减因子估计

在薄壳结构稳定性研究中 ,  常使用折减因子

(knockdown factor, KDF) 来度量薄壳结构临界载荷

的缺陷敏感性. 在对含缺陷轴压圆柱薄壳结构随机

屈曲分析的基础上, 定义基于可靠度的折减因子, 具
体过程如下所述.

Pc0 Pcr

αc

令   和   分别表示理想圆柱薄壳和含缺陷圆

柱薄壳的临界载荷, 定义归一化因子为   , 即

αc =
Pcr

Pc0

(14)

AC

将圆柱薄壳初始缺陷表征为随机场模型后, 含缺陷

圆柱薄壳的屈曲载荷实为一个随机变量 , 因而式

(14) 定义了一个随机变量, 记为    , 其概率分布函

数为

FAC (αc) = Prob(AC ⩽ αc) =
w αc

−∞
pAC (x)dx (15)

pAC (x) AC

pAC (x)

其中   为随机变量   的概率密度函数. 在随机

屈曲分析的基础上, 对含缺陷圆柱薄壳屈曲载荷的

样本进行统计估计, 可得    . 基于式 (15), 定义

可靠度 R(α0)

R (α0) = Prob(AC ⩾ α0) = 1−FAC (α0) =

1−
w α0

−∞
pAC (x)dx (16)

α0 α0 = 0.99

R (α0) α0

其中   为可靠度标准, 例如取   . 基于式 (16),
可给出基于可靠度的 KDF估算方法, 即将可靠度为

 的    的估计值定义为薄壳结构临界载荷的

KDF值.

 5     数值算例

为了验证本文所提方法对实际问题的有效性,
具体针对国际缺陷数据库[14] 中的 A-shell 问题进行

缺陷不确定性建模. 如图 5所示, 两端简支、轴向压

缩作用下的圆柱薄壳结构, 表 1给出了模型参数, 其
尺寸和材料属性分别取样本筒的平均值. 采用显示

动力学方法进行压曲分析, 单元类型选为 S4R 壳单

元, 经计算结果的网格尺寸相关性分析, 确定网格尺

寸为 4 mm, 即环向布置 160个节点, 轴向布置 52个
节点. 缺陷数据库[14] 给出了 7个薄壁圆筒壳的傅里

叶级数形式的样本缺陷数据, 图 6 绘制出了 7 个样

本缺陷形式.

w (x,y) = t
∑N

i=0
Ai0 cos

( iπ x
L

)
+

t
∑N

k=0

∑N

l=1
cos

(
kπ x

L

)
·
[
Akl cos

(
ly
R

)
+Bkl sin

(
ly
R

)]
(17)

将这 7 个 A-shell 样本筒视为对同一批次生产

的薄壁圆筒壳的 7次独立观测, 按照式 (3)计算其样

本协方差矩阵, 并图形化显示为图 7. 由图可见, 协方

差矩阵的数值不仅取决于两个节点的相对距离, 而
且与节点的位置有关, 这表明初始几何缺陷不具备

平稳随机场的特征.
以样本缺陷的协方差矩阵为再生核, 按照式 (4)

建立初始缺陷随机场的 Karhunen-Loeve 模型. 通过

计算, 前 6 阶特征值的累计方差贡献率达到 99%.
对 Karhunen-Loeve 展开进行截取, 得到 A-Shell 的
初始几何缺陷随机场模型为

w (ω) ≈ µ̄+
∑6

i=1

√
λiξ

(i) (ω)ϕi (18)

ξ利用式 (6)求得随机向量   的样本, 并利用极大

熵方法估计其概率密度函数, 图 8 是所估计概率密

度函数的图像. 作为比较, 图中同时绘制了正态分

布、等式约束极大熵分布和样本数据统计直方图.
由图可见, 等式约束极大熵分布与样本数据拟合度
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图 5   轴向压缩圆筒壳示意图

Fig. 5    Illustration of the axially compressed cylinder shell

 
表 1   模型参数

Table 1    Model parameters
Radius
R/mm

Height
H/mm

Thickness
t/mm

Young's modulus
E/MPa

Poisson's
ratio ν

Density
ρ/(mg·mm−3)

101.60 202.29 0.116 0 104 410 0.3 2
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更高, 但对于本算例这类小样本问题, 它实际上是一

个过拟合的结果. 正态分布只表征了样本数据的均

值和方差特征, 没有体现出样本数据中的高阶矩信

息. 相比较而言, 区间约束极大熵分布在涵盖样本数

据高阶矩信息的同时, 对样本数据量变化的敏感性

降低, 具有更好的泛化能力.

Pcr Pcr

采用MCMC抽样法对 Karhunen-Loeve随机变

量 ξ(i)(i = 1,2,3,4,5,6) 进行抽样, 并按照式 (18) 生成

样本缺陷圆柱薄壳. 对每个样本壳采用显式动力学

方法进行屈曲分析, 获取薄壁圆柱壳的屈曲载荷, 其
中显示动力学分析的冲击速度设为 2 mm/s. 图 9 给

出了无缺陷筒和有缺陷筒的轴压力与轴压位移曲

线, 图中的最大压力为薄壁圆柱筒的极限承载压力

值, 记为   , 与经典线性屈曲载荷   进行比较, 得
到无量纲因子 αc, 即

αc =
Pcr

Pc0

=
Pcr

√
3
(
1− v2)

2πEt2 (19)

其中 E 为杨氏模量, v 为泊松比, t 为壳的壁厚.
对每种模型各进行 100 次抽样模拟, 表 2 列出

Karhunen-Loeve随机变量 ξ(i)(i = 1,2,3,4,5,6)分别为
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图 6   A-shell样本缺陷示意图

Fig. 6    Initial geometrical imperfections of A-shell
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图 7   缺陷随机场的样本统计协方差矩阵

Fig. 7    Covariance matrix of imperfection random field
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正态分布、等式约束极大熵分布和区间约束极大熵

分布时无量纲因子 αc 的均值和变异系数. 通过比较

可见, 正态分布的 KL 随机变量所得的 αc 具有最大

的变异系数值, 等式约束极大熵分布所得的 αc 的变

异系数最小, 而区间约束极大熵分布所得的 αc 的变

异系数居于两者之间.
图 10 展示了三种模型所预测屈曲载荷的频数

图像. 由图尾部数据可见, 高斯随机场模型所估计的

屈曲载荷具有更大的分散性, 表明其所蕴含的不确

定性更大, 而等式约束极大熵模型所估计的屈曲载

荷的分散性最小, 表明它所蕴含的不确定性最大.
表 3给出了利用三种模型所预测的 KDF值. 在

相同的可靠度条件下, 高斯随机场所预测 KDF值最

小, 区间约束极大熵模型所预测的 KDF 值居中, 等
式约束极大熵模型所预测的 KDF值最大. 相比较而
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图 8   Karhunen-Loeve随机变量 ξ(i)(i = 1,2,3,4,5,6)的概率密度函数估计结果

Fig. 8    PDF estimation of Karhunen-Loeve random variables ξ(i)(i = 1,2,3,4,5,6)

 
表 2   含缺陷薄壁圆柱壳轴压极限载荷无量纲因子 αc 的统计

均值和变异系数

Table 2    Mean and coefficient of variation of the cylindrical
shell limit load

Random field model
Number of
samples

Mean
Coefficient of
variation

Gaussian random field 100 0.904 1 0.016 9
equation constrained maximum

entropy random field
100 0.901 7 0.014 5

interval constrained maximum
entropy random field

100 0.901 7 0.015 3

test sample 7 0.897 3 0.017 5
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图 9   轴压薄壁圆柱筒的轴压力与轴压位移曲线

Fig. 9    Reaction force-displacement curve of axial compressive thin-
walled cylindrical shell  

4.55 4.60 4.65 4.70 4.75 4.80 4.85 4.90
0

5

10

15

20

25

30

35

40

fr
eq

u
en

cy

buckling load/kN

Gaussian random field

interval constrained maximum entropy random field

equation constrained maximum entropy random field

 
图 10   屈曲载荷频数图

Fig. 10    Statistical frequency of the buckling loads
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言, 高斯随机场模型给出的结果偏保守, 等式约束极

大熵模型给出的结果偏危险, 而区间约束极大熵模

型给出的结果处于两者之间.

 6     结论

本文研究了圆柱薄壳几何缺陷敏感性分析的不

确定性量化模型, 主要工作包括三个方面: 一是利用

随机场的 Karhunen-Loeve分解方法构建了表征几何

缺陷随机属性的随机场模型; 二是针对几何缺陷不

符合高斯随机场特征的情况, 提出利用极大熵原理

估计随机场模型中 KL 随机变量的概率分布; 三是

针对实测缺陷数据的有限性, 特别是小样本问题, 提
出一种区间约束极大熵方法, 给出能够同时考虑认

知不确定性和固有随机性的几何缺陷随机场建模方法.
算例验证与分析结果表明, 将薄壁圆柱壳几何

缺陷表征为随机场模型来研究缺陷敏感性是可行

的, 但随机场模型的概率分布对于缺陷敏感性的评

估具有明显影响. 本文所提出的区间约束极大熵方

法, 一方面能够避免在建模过程中引入与实际不相

符的假设, 例如随机场的高斯性、平稳性、各态历

经性等假设, 另一方面还能够考虑数据有限导致的

认知不确定性. 对于小样本问题, 本文所提区间约束

极大熵方法具有更好的鲁棒性, 对数据的敏感性更

低, 且文献中所提的 KL随机变量的正态分布模型[19]

和等式约束极大熵分布模型[26] 是本文所提模型的

两个特例.
除初始几何缺陷之外, 影响圆柱薄壳结构临界

载荷的因素还包括材料属性、壁厚、载荷等缺陷.
其中材料属性和壁厚可以通过直接测量的手段获得

缺陷信息, 因而本文的缺陷建模方法亦可用于这两

类缺陷的建模. 载荷的缺陷信息一般无法直接进行

测量, 但可以通过模型校正的手段对其进行建模. 研
究构建可同时量化这些因素不确定性的概率统计模

型, 是值得进一步研究的工作.
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