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钢筋混凝土界面的近场动力学方法
1)

路德春     高一鑫     王国盛 2)    宋志强     杜修力 
(北京工业大学岩土与地下工程研究所, 北京 100124)

摘要　近场动力学方法已被广泛用于钢筋混凝土的开裂破坏研究, 传统近场动力学方法的控制方程与参数是

基于同种均质材料的能量方程确定, 在处理不同种材料之间的相互作用时, 无法合理反映其界面的力学行为.

针对这一问题, 通过分析钢筋混凝土界面的黏结−滑移机理, 提出了近场动力学界面区材料点的相互作用模型,

发展了考虑钢筋混凝土界面黏结的键基近场动力学方法. 基于键基近场动力学与连续介质力学的能量密度等

效方法, 提出了界面微弹性参数的确定方法; 根据钢筋肋间混凝土的应力分布规律, 获得界面材料点域半径与

受限楔体半径的等效关系; 利用界面黏结−滑移曲线峰值应力对应的滑移变形, 给出了界面临界拉伸常数确定

方法. 通过与 2 组钢筋混凝土构件的拉拔试验对比, 验证了发展的界面近场动力学方法, 并开展了不同条件下

钢筋混凝土构件的数值试验. 结果表明, 发展的近场动力方法能够合理反映钢筋直径、锚固长度、混凝土强度

以及肋间距对钢筋混凝土界面黏结行为的影响, 体现了所提方法的合理性与优越性.

关键词　近场动力学, 钢筋混凝土, 材料界面, 黏结作用, 破坏分析

中图分类号: TU375       文献标识码: A       doi: 10.6052/0459-1879-22-470

PERIDYNAMIC METHOD FOR THE INTERFACE IN THE REINFORCED CONCRETE1)

Lu Dechun     Gao Yixin     Wang Guosheng 2)    Song Zhiqiang     Du Xiuli 
( Geotechnical and Underground Engineering Research Institute, Beijing University of Technology, Beijing 100124, China)

Abstract     The peridynamic (PD) method has been widely used to study the cracking and failure of reinforced concrete
structures. The control equations and material parameters of the traditional PD method are determined based on the
energy equation of homogeneous materials. When dealing with the interaction between different materials, the
mechanical behavior of their interfaces cannot be reasonably reflected in the traditional PD method. In order to solve this
problem, the interaction model of material points in the interface region of the PD method is proposed by analyzing the
bond-slip mechanism of the interface of reinforced concrete. Then the bond-based PD method considering the interface
bond of reinforced concrete is developed based on the proposed interaction model. Based on the energy density
equivalent principle of the bond-based PD and continuum mechanics, the method to determine the interface micro elastic
parameters of the PD is proposed. According to the stress distribution law of concrete between steel ribs, the equivalent
relationship between the point radius of interface material and the radius of restricted wedge is obtained. Based on the slip
deformation corresponding to the peak stress of the interfacial bond slip curve, a method for determining the critical
tensile constant of the interface is presented. So far, the PD method for the interface in the reinforced concrete has been
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established. By comparing with the pull-out test of two groups of reinforced concrete members, the developed interface
PD method of the reinforced concrete is verified, and numerical tests of reinforced concrete members under different
conditions are carried out. The results show that the developed PD can reasonably reflect the influence of rebar diameter,
anchorage length, concrete strength and rib spacing on the bond behavior of reinforced concrete interface, which well
reflects the rationality and superiority of the proposed method, which reflects the rationality and superiority of the
proposed method.

Key words    peridynamic, reinforced concrete, material interface, bond action, failure analysis

 引 言

钢筋混凝土结构由于其卓越的结构性能和相对

较低的成本, 已广泛应用于各类工程中. 钢筋混凝土

构件通常会带裂缝工作, 而裂纹的产生则会大大影

响结构的安全性和美观性. 因此, 研究载荷作用下钢

筋混凝土构件的开裂行为和机理对于结构安全评估

和设计具有重要作用[1-5]. 以有限元为代表的数值方

法在解决结构连续性力学响应问题中发挥了重要作

用, 并在其基础上衍生出非连续变形模拟方法, 如扩

展有限元法、黏结单元法等. 然而, 上述方法的控制

方程仍然采用微分方程, 在处理混凝土裂缝开展带

来的非连续问题时, 仍然会导致对裂纹扩展的不合

理预测[6-14]. Silling[15] 提出的近场动力学 PD以积分

形式而非偏微分形式重新表述了固体力学中的问

题, 避免了裂纹尖端出现的奇异性和裂纹间微分的

不连续性 , 使得该方法在处理固体结构的裂纹成

核、发展和分叉等非连续问题时表现出卓越的性

能[16-20]. 目前, PD 方法已被广泛用于研究同种、均

质结构的开裂和破坏行为[21-25], 获得了结构中裂纹

的演化规律, 再现了结构的破坏过程; 越来越多的研

究者用于模拟钢筋混凝土等多种材料组合而成结构

的开裂过程与破坏模式[26-32]. 然而, 原始 PD 方法的

控制方程与参数是基于同种均质材料的能量方程确

定的, 在处理不同种材料之间的相互作用时, 无法合

理反映不同种材料界面的力学行为, 从而导致对钢

筋混凝土构件界面处裂纹扩展预测不合理的问题.
为解决上述问题, 石宏顺等[33] 针对钢筋混凝土

结构提出同种键和异种键的概念, 采用中心插值的

方法给出了异种键微弹性参数和断裂准则的确定方

法, 得到的界面参数介于钢筋与混凝土参数取值之

间. Zhang 等 [34] 通过采用中心插值方法, 给出了考

虑温度变化的界面材料点相互作用模型, 进而提出

一种考虑热效应的扩展 PD 方法. 然而, 实际钢筋混

凝土界面的力学性能弱于或接近混凝土材料的力学

性能, 而采用中心插值法会过高估计不同种材料间

的相互作用, 导致数值计算结果与界面实际的力学

行为不符. Zhang 等[35] 开发了一种耦合轴向和剪切

相互作用的黏结−滑移模型, 通过耦合界面处材料点

之间的轴向力和剪切力来模拟混凝土和钢筋的剪切

作用. Zhang等 [36] 采用基于键能密度的失效准则来

反映界面的脱黏, 通过设置接触域建立不同种材料

间的接触键, 接触键的刚度采用 Popov[37]提出的接

触刚度. Xu等[38] 采用考虑剪切变形的微极 PD方法

建立了钢筋混凝土数值模型, 通过引入多点约束来

连接不同的节点和自由度, 使得钢筋材料点的自由

度数与其相邻混凝土材料点的自由度数相协调, 二
者在外载荷作用下同时变形, 不产生黏结滑移. 上述

研究从不同角度考虑了钢筋与混凝土之间的相互作

用, 推动了 PD 在不同种材料 (复合材料) 中的应用.
然而, 目前还缺乏专门针对界面建立材料点的力学

模型, 发展界面的 PD 方法; 关于如何合理确定界面

处 PD参数的问题仍然存在.
本文基于对钢筋混凝土界面黏结−滑移机理的

认识, 提出了键基 PD 界面区材料点的相互作用模

型, 建立了钢筋混凝土界面的 PD 控制方程; 根据

PD与连续介质力学的能量密度等效方法, 提出了界

面微弹性参数的确定方法; 基于钢筋肋间混凝土的

应力分布规律, 获得界面材料点域半径与受限楔体

半径的等效关系; 利用界面黏结−滑移曲线峰值应力

对应的滑移变形, 给出了界面临界拉伸常数确定方

法; 进而发展了钢筋混凝土界面的 PD方法.

 1     钢筋与混凝土的黏结−滑移机理

钢筋混凝土结构在受到载荷作用时, 由于两种

材料之间的不等量变形, 导致钢筋与混凝土在界面

处相互挤压、错动和摩擦, 从而产生相互作用, 这种

相互作用也被称为黏结应力. 黏结应力通常包括三
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部分[39]: (1) 化学胶结力, 当钢筋与混凝土之间产生

较小的滑移变形时被激活; (2) 摩擦应力, 在化学胶

结力被消耗后开始发挥, 取决于钢筋与混凝土之间

的摩擦系数和约束压力; (3) 钢筋肋的机械咬合力,

仅对带肋钢筋有效, 取决于混凝土的黏聚强度. 如

图 1 所示的钢筋混凝土, 钢筋的肋间距为 l, 肋的长

度为 e, 高度为 h. 当钢筋受到拔出载荷 F 的作用时,

钢筋与混凝土之间产生错动位移 dx. 此时, 钢筋每个

肋前方的混凝土将被压缩, 后方的混凝土会被拉裂.

因此, 界面的黏结强度介于混凝土抗压强度和抗拉

强度之间.

Ruiz[40] 通过数值模拟中界面区域主应力轨迹包

络线发现, 加载过程中肋间混凝土保持楔形体平衡,

进而建立了图 2 所示的楔体模型, 图中清晰地展示

了混凝土中应力的分布. 其中, 钢筋肋间混凝土产生

塑性变形, 塑性区如图中的扇形楔体. 由于楔体受到

周围混凝土的限制, 且另一侧与钢筋接触, 接触压力

垂直于接触面, 因此楔体区域内混凝土受到三向压

缩作用, 其他区域混凝土保持弹性变形或拉裂变形.
基于对钢筋混凝土界面相互作用机制的认识,

大量黏结−滑移本构关系被建立. 根据本构的建模思

路大致可以被分为两类: 其一是在塑性理论框架内

建立的理论模型[41-42]; 其二是通过拟合试验数据得

到的经验公式[43-46]. 钢筋与混凝土界面典型的黏结−
滑移关系曲线如图 3 所示, s 为滑动变形, τ 为剪应

力. 在加载初期 (点 A 前), 混凝土处于弹性状态, 钢
筋与混凝土仅在肋的局部范围产生挤压作用. 随着

应力的增大, 混凝土将产生塑性变形和损伤, 楔体的

范围不断增大, 参与变形的混凝土逐渐增多, 导致黏

结应力−滑移曲线呈非线性硬化规律. 当楔体半径

rB 增大到肋间距时, 楔体面积达到最大, 此时黏结应

力到达峰值点 B, 峰值点也被称为黏结强度, 影响黏

结强度的因素主要包括混凝土的强度和钢筋肋的形

式. 随着继续加载, 肋间混凝土被压碎, 楔体面积逐

渐减小, 黏结应力−滑移曲线产生软化现象, 如图中

点 C 所示, 此时楔体半径 rC < rB. 当肋间混凝土完全

失效钢筋在界面处发生滑动时, 黏结应力达到残余

应力点 D, 该应力值的大小取决于钢筋与混凝土之

间的摩擦系数和约束压力.
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图 3   钢筋混凝土界面的黏结−滑移力学行为

Fig. 3    Bond-slip mechanical behavior of reinforced concrete interface
 

 2     界面区材料点的运动方程

PD方法是一种非局部数值方法, 其控制方程采

用空间积分格式代替了微分格式, 因此在解决混凝
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图 1   钢筋与混凝土的相互作用模式

Fig. 1    Interaction mode between reinforcement and concrete
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图 2   钢筋肋间混凝土的应力分布

Fig. 2    Stress distribution of concrete between reinforcement ribs
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土材料非连续变形问题具有天然的优势.

 2.1    传统近场动力学的运动方程

传统 PD 方法适用于同种均质材料, 通过建立

任意材料点 i 的动力方程, 确定物体的变形. 材料点

i 与域 H 内所有材料点相互作用的集合控制着点

i 的运动, 运动产生的惯性力与总的相互作用力保持

平衡, 点 i 的运动方程如下

ρ(i)ü(i) =
w

H(i)

(
f(i)( j)− f( j)(i)

)
dH+ b(i) (1)

ρ(i)ü(i)式中,    为材料点 i 自身的惯性力, b(i) 为 i 受到

的外界作用力, f(i)(j) 与 f(j)(i) 为 i 与 j 之间的键力, 其
表达式如下

f(i)( j) =
1
2

1
V( j)

 ∞∑
i=1

∂ω( j)(i)

∂(x′( j)− x′(i))
V(i)


f( j)(i) =

1
2

1
V(i)

 ∞∑
i=1

∂ω(i)( j)

∂(x(i′)− x( j′))
V( j)




(2)

式中, ω(i)(j) 为质点 i 与 j 之间相互作用产生的微势

能标量值

ω(i)( j) =
1
2
κ( j)(i)

∣∣∣x(i)− x( j)
∣∣∣ 

∣∣∣x′(i)− x′( j)
∣∣∣− ∣∣∣x(i)− x( j)

∣∣∣∣∣∣x(i)− x( j)
∣∣∣

2

(3)

将式 (3)代入式 (2), 得

f(i)( j) =

1
2
κ(i)( j)

∣∣∣x′( j)− x′(i)
∣∣∣− ∣∣∣x( j)− x(i)

∣∣∣
V( j)V(i)

∣∣∣x( j)− x(i)
∣∣∣

 x′( j)− x′(i)∣∣∣x′( j)− x′(i)
∣∣∣

f( j)(i) =

1
2
κ( j)(i)

∣∣∣x′(i)− x′( j)
∣∣∣− ∣∣∣x(i)− x( j)

∣∣∣
V(i)V( j)

∣∣∣x(i)− x( j)
∣∣∣

 x′(i)− x′( j)∣∣∣x′(i)− x′( j)
∣∣∣


(4)

对于不同种材料, 界面处材料点的相互作用大

致可分为图 4所示的三种情况. 在不同情况下, 积分

域内同种材料点相互作用数量与不同种材料点相互

作用数量占比存在较大差异, 如何合理描述不同种

材料点的相互作用, 准确判断不同种材料点相互作

用的数量 ,  传统 PD 方法遇到了挑战 .  此外 ,  传统

PD 的参数是通过非局部域内应变能密度与连续介

质力学应变能密度等效来确定的, 其中点 i 的应变

能密度可以由如下方程表示

Θ =

n∑
j=1

[
1
2

f(i)( j) ·
(
u( j)−u(i)

)
V( j)

]
=

n∑
j=1

[
1
2

(∣∣∣ f(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣ · cosφ
)
V( j)

]
(5)

式中, φ 为键力矢量与位移矢量差的夹角. 在键基

PD中, 键力矢量方向与变形后材料点的轴线方向相

同, 此时 cosφ = 1, 式 (5)可变形为

Θ =  
nsame∑
j=1

[
1
2

(∣∣∣ f1(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣) ·V( j)

]
+

ndiff∑
j=1

[
1
2

(∣∣∣ f2(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣) ·V( j)

]
(6)

n = nsame+ndiff nsame

ndiff

式中,    为域内材料点总数, 其中   为

同种材料点数量,     为不同种材料点数量. 式 (6)
表明, 总的应变能密度由同种材料应变能密度与不

同种材料应变能密度累加得到, 不同种材料无法在

域内统一积分计算, 导致参数无法获得显式表达式.
同时, 当域内包含的不同种材料点数量占比不同, 会
带来应变能密度的差异, 导致不同情况下确定的参

数也会不同, 无法得到表征材料特性的单一参数.

 2.2    不同种材料界面的近场动力学的运动方程

为了解决传统 PD 方法在处理不同种材料相互

作用的问题, 基于钢筋与混凝土界面的黏结−滑移机

理, 将建立复合材料界面的 PD 方法. 钢筋混凝土的

力学行为包含三部分, 即钢筋的力学行为、混凝土

的力学行为以及钢筋与混凝土界面的力学行为. 其
中, 单独钢筋或混凝土的力学行为都遵循同种均质

材料的力学规律, 而钢筋与混凝土的界面会涉及界

面与钢筋和界面与混凝土的相互作用. 基于这一认

识, 假定不同种材料界面的相互作用模型如图 5 所

示, 在材料 A 和材料 B 交界处设置一层界面单元

(材料点). 对于钢筋混凝土, 界面单元的力学行为遵

循第 1节中钢筋与混凝土的黏结−滑移机理. 为了得

到合理的 PD 方程, 对图 5 的相互作用模型做如下

 
material A material B

(c) 情况 3

(c) Case 3

(a) 情况 1

(a) Case 1

(b) 情况 2

(b) Case 2

H(i)

H(i)

H(i)

i

i

i

δ
δ

δ

 
图 4   传统 PD界面处材料点相互作用模式

Fig. 4    Material point interaction model at the interface of the
traditional PD
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假定:
(1)假定界面单元无质量无体积;
(2) 界面材料点能够索引到半径为 δ 域内的钢

筋材料点和混凝土材料点;
(3) 钢筋材料点无法索引混凝土和界面材料点,

混凝土材料点也无法索引钢筋和界面材料点;
(4)界面材料点之间不进行相互作用.
基于上述假定, 对于单独钢筋或混凝土材料, 其

PD 控制方程与传统 PD 方程式 (1) 相同. 需要注意

的是, 在邻近界面位置需要进行边界修正, 修正的方

法采用 Madenci 等[47] 方法. 对于界面材料点, 其动

力方程包含两部分, 即界面材料点与钢筋材料点的

相互作用以及界面材料点与混凝土材料点的相互作

用, 其动力方程如下

ρ(i)ü(i) =
w

Hc(i)

(
fc(i)( j)− fc( j)(i)

)
dHc+w

Hs(i)

(
fs(i)( j)− fs( j)(i)

)
dHs+b(i) (7)

式中, Hc(i) 与 Hs(i) 分别代表界面材料点 i 索引范围

内混凝土材料点与钢筋材料点所占的域面积, 根据

图 5(a) 可知两种材料域面积相等, fc 与 fs 分别为界

面材料点与混凝土材料点以及钢筋材料点之间建立

的键力密度矢量.
参考 Ren 等[48-50] 在变域条件下材料点无法相

互索引时解决材料点相互作用不平衡力的方法, 本
研究中界面材料点 i 与边界处材料点 j 之间的相互

作用假定为图 6 的模型 . 由于假定边界处材料点

j 无法索引到界面材料点 i, 因此无法计算由 i 位移

引起的力 f(j)(i), 而界面材料点 i 可以索引到边界材料

点 j 位移引起的力 f(i)(j). 为了使得界面离散点实现不

同种材料边界力的交互, 当边界材料点 j 引起界面

离散点 i 运动时, 界面离散点 i 会反向施加给点 j 一
个反力−f(i)(j). 该方法可解决不平衡力的问题, 并且通

过界面材料点进行不同种材料相互作用的交互.
钢筋混凝土界面主要发生剪切破坏, 目前已发

展了能够合理考虑材料剪切行为的 PD方法[7,26,51-54].
本文的主要目标是建立不同种材料界面的键基 PD
方法, 因此是基于最简单的键基 PD 开展的, 发展的

界面 PD 方法能够在一定程度上反映材料的剪切破

坏行为. 尽管在微观层面, 键基 PD 材料点之间的相

互作用只有轴向作用, 键的变形包含轴向拉伸和压

缩两种方式, 无法在键中反映剪切行为. 但是, 在非

局部域内, 材料点周围有许多键, 不同方向上键受到

的作用是不同的, 部分键为拉伸状态, 部分键为压缩

状态, 采用最大拉应变准则和最大压应变准则来判

断键的断裂, 通过拉压不同能够在宏观层面上反映

剪切行为. 同时, 通过在材料参数的确定方法中考虑

剪切变形模式, 发展的界面 PD 方法也能更好反映

界面的剪切效应.

 3     参数的标定方法

在发展的钢筋混凝土界面 PD 运动方程中, 共
包含 3 个参数 , 即表征材料强度的临界拉伸常数

s0、反映非局部范围的域半径 δ 以及表征材料刚度

的微弹性参数 κ. 下面将分别给出 3个参数的确定方法.

 3.1    临界拉伸常数

在 PD 中, 键力与变形之间采用弹性本构关系,

 

(a) 界面材料点的域
(a) Peridynamic horizon of

interface material point

(b) 界面区边界材料点的域
(b) Peridynamic horizon of

material boundary point

material A material B interface material

H(i)

i

δ
H
s(i)

i

δ
H
c(i)

 
图 5   发展的界面区材料点的相互作用模式

Fig. 5    The interaction mode of material points in the developed
interface region
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material point

−f(j)(i)
−f(i)(j)
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图 6   界面材料点 i 与边界材料点 j 的相互作用

Fig. 6    The interaction between interface material point i and boundary
material point j
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一旦键的拉伸变形达到特定的值时, 键将发生断裂,
此时键力将消失. 式 (2)的键力密度矢量 f表达式可

变形为[20]

f
(
η,ξ

)
= κs

ζ

|ζ | ·µ (8)

式中, ξ为材料点 i 和 j 位移前的距离矢量, η为材料

点 i 和 j 位移后的相对位移矢量, ζ/|ζ|为运动之后材

料点 i 和 j 之间的矢量方向, 各位移矢量的几何关系

如图 7 所示; κ 为微弹性参数, 类似于弹性力学中的

弹性常数, 其确定方法将在 3.3 节具体介绍, μ 为历

史函数, 其表达式为

µ =
{1, s < s0

0, s ⩾ s0
(9)

式中, s 为材料发生位移后键产生的变形, 与连续介

质力学中的应变类似, 在 PD 中被称为键伸长, 当
s 达到或超过临界拉伸常数 s0 时, 键将发生断裂.
s 的表达式如下

s =

∣∣∣η+ξ∣∣∣− |ξ|
|ξ| (10)

对于钢筋混凝土材料, 单独钢筋或混凝土的临

界拉伸常数 s0 均采用 Silling 等[16] 建议的同种均质

材料的确定方法

s0 =

√
10G0

πκδ5
(11)

式中, G0 为材料的断裂能.
对于钢筋混凝土的界面, 其临界拉伸常数与界

面的力学行为相关, 因此采用如图 3所示界面黏结−
滑移关系中峰值点 B 所对应的滑移值

sF
0 = su (12)

式中, su 可通过试验测得. 当缺少试验数据时, 可采

用徐有邻等[43] 基于大量试验结果拟合得到的经验

公式

su = 0.036 8ϕs (13)

ϕs式中,    为钢筋直径.

 3.2    域半径

PD作为一种非局部方法, 近场域的取值对数值

计算结果的精度以及计算效率影响显著, Silling等[16]

通过对近场域取值进行分析, 发现域半径过小会导

致裂纹扩展存在网格依赖性, 且无法捕捉裂纹分叉

行为; 而域半径过大会导致计算量急剧增大, 并且数

值解与解析解的差异会随着波频散过大而变大. 通
过分析讨论, 在综合平衡计算精度与计算效率下, 建
议近场域半径的取值为

δ = 3∆ (14)

式中, Δ 为材料点边长.
对于钢筋混凝土材料, 单独钢筋或混凝土的近

场域半径同样采用式 (14)的取值. 对于界面材料点,
其近场域半径取决于界面的影响范围. 图 2 的界面

黏结−滑移机理表明, 受限楔体内的混凝土均受到界

面的影响. 因此, 假定界面材料点的影响范围与受限

楔体应力影响范围相同, 此范围内的材料点与界面

材料点都会产生相互作用. 图 1表明, 受限楔体半径

r 可通过肋间距、肋长与滑移距离确定

r = l− e−dx (15)

式 (15) 表明, 随着滑移量 dx 的增大, r 逐渐减小, 这
一规律也可以在图 3中发现. 为了计算方便, 近场域

半径 δ 取 r 的最大值, 即

δF = rmax = l− e (16)

 3.3    微弹性参数

通过将 PD 与连续介质力学之间进行能量密度

等效, 即可确定 PD 的微弹性参数. 对于单独钢筋或

混凝土材料, 其微弹性参数的确定方法与 Madenci
和 Oterkus[47] 提出的传统 PD 微弹性参数确定方法

相同, 公式如下

κc =
9Ec

πhδ3

κs =
9Es

πhδ3

 (17)
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图 7   变形前后位移矢量的几何关系

Fig. 7    Geometric relationship of displacement vectors before and after
deformation
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式中, κc 与 κs 分别为混凝土和钢筋的微弹性参数,
Ec 和 Es 分别为混凝土和钢筋的弹性模量, 可以看

出, 在相同离散条件下, 同种材料相互作用时, 微弹

性参数 κ 只与材料自身弹性模量相关.
对于界面材料点微弹性参数, 其能量密度包含

钢筋和混凝土两部分, 因此需要重新推导钢筋与混

凝土界面的微弹性参数. 在二维状态下, 连续介质力

学的弹性本构关系被用来计算弹性应变能密度, 其
方程如下

σ = Dε (18)

式中, D是弹性刚度矩阵, 其表达式为

D =

 K +G K −G 0
K −G K +G 0

0 0 G

 (19)

式中, K 和 G 分别是材料的弹性体积模量和弹性剪

切模量. G 可用杨氏模量 E 和泊松比 υ 表示为

G =
E

2(1+υ)
(20)

在二维状态 K 的定义与三维状态下是不同的,
二维状态下 K 定义为[55]

K =
p
εv
=
σ11+σ22

2(ε11+ε22)
(21)

式中 ,  p 是平均应力或静水压力 ,  ɛv 是体积应变 ,
σii 及ɛii 分别为应力分量和应变分量. 根据广义胡克

定律, 式 (21)可表示为

K =
E

2(1−υ) (22)

式中, υ 是材料的弹性泊松比, 定义为横向正应变分

量与轴向正应变分量之比

υ = −ε22

ε11
(23)

在连续介质力学中, 根据应变能的定义, 弹性应

变能密度可以表示为

Θ =
w

Dεdε (24)

根据在力作用方向上做功的定义, 键基 PD 弹性应

变能密度可以表示为

Θ =

n∑
j=1

(
1
2

∣∣∣ f(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣ ·V( j)

)
=

1
2

h
w δ

0

w 2π

0

(∣∣∣ f(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣)ξdθdξ (25)

式中, (θ, ξ) 表示极坐标. 对于钢筋混凝土界面处的

材料点, 其索引范围包括一半钢筋和一半混凝土, 因
此, 式 (25)变形为

Θ =
1
2

h
w δ

0

w π

0

(∣∣∣ f1(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣)ξdθdξ +
1
2

h
w δ

0

w 2π

π

(∣∣∣ f2(i)( j)
∣∣∣ · ∣∣∣u( j)−u(i)

∣∣∣)ξdθdξ (26)

式中, f1 与 f2 分别为界面材料点对钢筋材料点和混

凝土材料点的力密度矢量.
钢筋混凝土在界面处通常产生的是剪切变形,

在纯剪切变形条件下, 连续介质力学与 PD 的变形

模式分别如图 8(a) 和图 8(b) 所示, 图中代表性体积

单元的应变矢量可表示为ɛT = {0, 0, γ }, 其中 γ 为工

程剪应变. 将其代入式 (24) 得连续介质力学的弹性

应变能密度为

Θ =
w ε

0
DFεdε =GFγ

2/2 (27)

如图 8(c) 所示, 键拉伸与剪应变之间的几何关

系可以表示如下∣∣∣u( j)−u(i)
∣∣∣ = γ sinθcosθ · |ξ| (28)

键力密度矢量可以表示为

f1(i)( j) =
1
2
κ1 ·γ sinθcosθ · ζ|ζ |

f2(i)( j) =
1
2
κ2 ·γ sinθcosθ · ζ|ζ |

 (29)
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图 8   界面的剪切变形模式

Fig. 8    Shear deformation mode of interface
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分别将式 (28) 和式 (29) 代入式 (26), 得 PD 的应变

能密度为

Θ =
1
4

hκ1γ2
w δ

0

w π

0
ξ2(sinθcosθ)2dθdξ+

1
4

hκ2γ2
w δ

0

w 2π

π
ξ2(sinθcosθ)2dθdξ =

π
48
κFhγ2δ3 (30)

令式 (27) 和式 (30) 中弹性应变能密度相等, 得纯剪

切变形模式下界面离散点微弹性参数 κF

κF =
24GF

πhδ3
(31)

式 (31) 表明微弹性参数 κF 与界面处剪切模量

GF、近场域半径 δ (通过式 (16) 确定) 及材料点边

长 Δ 相关. 其中, 近场域半径 δ 与材料点边长 Δ 均

为 PD 离散过程中的几何参数, 而界面的剪切模量

GF 才是钢筋混凝土界面的材料参数, 该参数将利用

Ruiz 等[40] 建议的方法确定. 图 9 为 Ruiz 等[40] 假定

的钢筋周围楔形体三维模型, 基于图中的几何关系,
得界面处的力为

Fx =
w α f

α0
σc cosα (πϕα)rdα (32)

对式 (32)求积分, 得

Fx = πσcr
{[
ϕs

(
sinα f − sinα0

)]
+{ r

2

[
cos(2α0)− cos

(
2α f

)]}}
(33)

ϕs

α0 α f

式中, σc 为混凝土无侧限抗压强度,    为钢筋直径,
 为受限楔体起始角度,    为受限楔体终止角度.

将水平力平均分布在肋间距 l 上, 式 (32) 可以

由黏结应力 τ 表示为

Fx = τ (πϕsl) (34)

将式 (34)代入式 (33), 推导得到黏结应力为

τ = σc
r
ϕsl

{[
ϕs

(
sinα f − sinα0

)]
+{ r

2

[
cos(2α0)− cos

(
2α f

)]}}
(35)

对于界面的剪切模量, 通常利用钢筋−混凝土黏

结滑移曲线峰值应力对应的割线模量进行标定

GF = τu/su (36)

联立式 (31)、式 (35) 和式 (36), 界面处微弹性模量

κF 最终推导为

κF =
24σcr
ϕslsuπhδ3

{[
ϕs

(
sinα f − sinα0

)]
+{ r

2

[
cos(2α0)− cos

(
2α f

)]}}
(37)

 4     界面 PD 方法的试验验证

本章利用两组钢筋混凝土构件的拉拔试验, 从
钢筋直径以及锚固长度两方面做了对比模拟, 验证

了发展的钢筋混凝土界面 PD方法的合理性.

 4.1    不同钢筋直径下与试验结果的比较

利用夏晋[56] 开展的单根钢筋的钢筋混凝土构

件拉拔试验来验证所提 PD 方法的合理性, 构件的

几何参数、载荷条件和边界条件如图 10所示. 其中,
立方体混凝土砌块的尺寸为 150 mm × 150 mm ×
150 mm, 混凝土保护层厚度为 65 mm; 钢筋位于混

凝土砌块的轴线处, 试验所用的直径分别为 12 mm,
16 mm 和 20 mm, 对应的肋间距分别为 8 mm,
9 mm 和 10 mm; 试件加载端采用内径较钢筋大

0.5 mm、长度为 50 mm塑料套管, 将钢筋与混凝土

隔开, 以消除端部的边界效应. 混凝土的强度等级为

C25, 其抗压强度 fc = 25.93 MPa, 杨氏模量 Ec =
28 .0  GPa,  密度 ρ c  =  2400 kg/m 3 .  钢筋型号为

 
σc

σc

r

αf
α0

σc

r
α

ϕs ϕα

(a) 楔形体平面几何关系
(a) Plane geometric relationship of wedge

(b) 楔形体三维积分面
(b) Three-dimensional integral surface of wedge 

图 9   钢筋肋间混凝土应力分布

Fig. 9    Stress distribution of concrete between reinforcement ribs
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HRB335, 其抗拉强度为 335 MPa, 杨氏模量 Es =
200.0 GPa, 密度 ρs = 8000 kg/m3. 试验中, 试件的底

端被固定, 侧边设置滑动边界, 钢筋受到竖直向下的

拉力作用.
在数值建模中, 将钢筋混凝土构件离散为体积

相等且排列规则的材料点 ,  材料点的边长 Δ   =
0.5 mm, 数量为 100 548 个. 利用第 3 节中参数的确

定方法, 计算得到单独钢筋区域和单独混凝土区域

离散点的域半径为 δ = 3Δ = 1.5 mm, 由方程 (16) 计
算得到试验的界面离散点域半径分别为 7 mm,
8 mm 和 9 mm; 由方程 (17) 计算得到混凝土和钢筋

微弹性参数分别为 κc = 4.68 × 1022 N/m6, κs = 3.34 ×
1023 N/m6, 由方程 (37) 计算得到试验的界面微弹性

参数分别为 κF  = 7.98 × 1021  N/m6 ,  κF  = 8.52 ×
1021 N/m6 和 κF = 8.78 × 1021 N/m6; 由方程 (11)计算

得到混凝土和钢筋的极限拉伸参数分别为 s0c = 8.32 ×
10−4, s0s = 1.16 × 10−2, 由方程 (13) 计算得到 3 组试

验的界面极限拉伸参数分别为 s0F = 4.42 × 10−4,
s0F = 5.89 × 10−4 和 s0F = 7.36 × 10−4. 载荷通过位移

边界条件施加在钢筋底端边界区域上, 在混凝土底

端以及两侧均附加三排离散点用于设置边界条件,
数值模型的边界条件与试验条件相同. 在图 10中边

界的体积校正和表面效应的处理与 Madenci 等[47]

一致. 显式积分的最小时间步长采用 Silling等[16] 建

议的稳定性准则确定, 其值与材料的弹性模量呈正

相关, 根据钢筋、混凝土及界面弹性模量的最小值

确定的, 即采用界面处弹性模量确定的显式积分最

小时间步长为 dt = 1.53 × 10−7 s. 发展的界面 PD 模

型计算仍基于传统键基 PD方法, 计算效率不会增加.
图 11 为对照试验钢筋直径 20 mm 情况下的钢

筋混凝土构件在拉拔过程中的模拟结果, 图 11(a) ~
图 11(f)分别为不同时刻混凝土的损伤情况, 红色区

域为混凝土材料完全开裂的状态. 在加载初期, 钢筋

与混凝土界面接触端部最先发生损伤. 随着钢筋的

拔出, 损伤逐渐向混凝土内部扩展, 一方面沿着底端

向顶端传播, 另一方面沿着钢筋与混凝土的界面向

内部传播, 形成大量斜裂纹. 在加载后期时, 裂纹逐

渐贯通, 钢筋周围的混凝土破碎, 构件最终在钢筋与

混凝土界面处发生剪切破坏. 如图 12, 模拟结果的最

终裂纹形态与试验结果的裂纹形态[57] 吻合较好, 说
明发展的 PD 方法能够合理捕获钢筋混凝土构件的
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图 10   钢筋混凝土试件几何尺寸及载荷条件

Fig. 10    Geometric dimensions and load conditions reinforced concrete
specimens  

(a) 0.10 ms (b) 0.11 ms (c) 0.12 ms

(d) 0.13 ms (e) 0.14 ms (f) 0.15 ms

damage
1.0

0.6

0.4

0.2

0

0.8

 
图 11   钢筋混凝土在拉拔过程中的损伤演化

Fig. 11    Damage evolution of reinforced concrete during drawing
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宏观破坏行为.
在数值计算结果中, 提取不同钢筋直径下钢筋

混凝土构件界面黏结力和端部位移与试验结果比

较, 来定量评估所提 PD 方法的合理性, 试验与模拟

的黏结力−位移曲线对比如图 13 所示. 从图中可以

发现, 黏结力−位移曲线的峰值承载力和峰值承载力

对应的位移都逐渐增大. 其原因是, 随着钢筋直径的

增大, 肋间距、界面的极限拉伸参数以及微弹性参

数均增大. 在峰值前, 模拟结果与试验结果均吻合良

好, 可以发现在加载初期钢筋混凝土界面的变形较

小, 这一过程主要由界面处的化学胶结力主导; 当作

用载荷增大到峰值承载力的约 30% 时, 黏结力−位
移曲线开始呈现较大的非线性行为, 这一过程中化

学胶结力逐渐失效, 机械咬合力发挥主导作用, 对应

于图 11(b) 的损伤状态; 随着力继续增大, 界面处产

生大量斜裂纹并逐渐贯通, 导致混凝土发生局部破

碎, 对应于图 11(c) ~ 图 11(d)的损伤过程; 当载荷达

到峰值时, 界面处混凝土发生了大面积破碎, 其损伤

状态对应于图 11(e). 峰值后承载力迅速降低, 界面

处开始出现较大的滑移变形. 图 13 中钢筋直径为

16 mm 的模拟结果与试验结果有差异, 可能是试验

结果的偏差所导致 ,  因为试验中钢筋直径为

16 mm 的峰值应力比直径 12 mm 的峰值应力还低,
且发生较小的软化行为, 这与实际情况是不符的.

 4.2    不同锚固长度下与试验结果的比较

利用冀晓东[58] 开展的钢筋混凝土黏结−滑移试

验进一步验证所提 PD 方法的合理性, 试验的载荷

条件与边界条件与图 10夏晋开展的试验类似, 不同

之处为混凝土保护层厚度为 89 mm, 混凝土抗压强

度 fcu = 30.71 MPa, 杨氏模量 Ec = 35.92 GPa, 钢筋直

径为 12 mm, 肋间距为 8 mm, 试验中钢筋锚固长度

la 分别为钢筋直径的 5 倍、7 倍和 9 倍, 即 60 mm,
84 mm 和 108 mm. 在数值建模中, 将钢筋混凝土构

件离散为体积相等且排列规则的材料点, 材料点边

长 Δ = 0.5 mm, 数量为 96 150个. 利用第 3节参数确

定方法, 计算得到单独钢筋和单独混凝土区域离散

点的域半径为 δ = 3Δ = 1.5 mm; 由方程 (16) 得到界

面离散点域半径为 7 mm; 由方程 (17)得到混凝土和

钢筋微弹性参数分别为 κc = 5.85 × 1022 N/m6, κs =
3.34 × 1023 N/m6, 由方程 (37) 得到界面微弹性参数

为 κF = 1.46 × 1022 N/m6; 由方程 (11) 得到混凝土和

钢筋的极限拉伸参数分别为 s0c = 1.53 × 10−3, s0s =
1.16 × 10−2, 由方程 (13) 得到界面极限拉伸参数为

s0F = 1.04 × 10−3. 显式积分最小时间步长为 dt = 8.57 ×
10−8 s. 其他条件设置与 4.1节相同.

试验与模拟的黏结力−位移曲线对比如图 14所
示. 从图中可以发现, 随着钢筋锚固长度的增大, 黏
结力−位移曲线的峰值承载力以及峰值位移不断增

大, 其原因是钢筋与混凝土之间的界面作用区间逐

渐增加, 钢筋混凝土界面的胶结面积增大. 图 15 为
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图 12   数值模拟与试验的开裂模式对比

Fig. 12    Comparison of cracking modes between numerical simulation
and test
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图 13   数值模拟与试验黏结力−位移曲线的对比

Fig. 13    Comparison of bond force-displacement curves between
numerical simulation and test
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图 14   不同锚固长度下界面黏结力−位移曲线

Fig. 14    Bond force-displacement curves under different anchorage
lengths
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不同锚固长度下试件的破坏模式, 从图中可以发现,
随着锚固长度增大, 试件中裂纹数量不断增多. 模拟

结果与试验结果的比较表明, 发展的 PD 方法不仅

能再现钢筋混凝土界面的宏观破坏现象, 也能定量

描述钢筋与混凝土界面的黏结力−位移反应.
图 16 为锚固长度 la = 7d = 84 mm 下钢筋混凝

土构件在拉拔过程中的模拟结果, 图 16(a) ~ 图 16(f)
分别为不同时刻下混凝土的损伤情况, 红色区域为

混凝土材料完全开裂的状态. 与 4.1节模拟损伤情况

类似, 损伤最先发生在界面端部, 随后逐渐沿着钢筋

向内部扩展, 形成大量的裂纹并逐渐贯通. 不同的是

在局部黏结−滑移试验最终破坏结果中, 钢筋混凝土

界面黏结尾端破坏模式由滑移破坏变为剪切破坏,
其原因是局部黏结−滑移试验与中心拉拔试验钢筋

锚固尾端的边界约束条件不同所致. 中心拉拔试验

能够更简便地反映钢筋混凝土的黏结性能, 而局部

黏结−滑移试验去掉端部边界影响, 更能反映钢筋与

混凝土在接触面处的力和位移的基本规律[58].
  

(a) 0.12 ms (b) 0.13 ms (c) 0.14 ms

(d) 0.15 ms (e) 0.16 ms (f) 0.17 ms

damage
1.0

0.6

0.4

0.2

0

0.8

 
图 16   钢筋混凝土在拉拔过程中的损伤演化

Fig. 16    Damage evolution of reinforced concrete during drawing
 

 5     钢筋混凝土力学特性分析

第 4节的试验和数值模拟分析了钢筋直径和锚

固长对钢筋混凝土力学特性的影响, 本节将采用验

证后的数值方法, 分析混凝土强度及钢筋肋间距对

构件力学特性的影响.

 5.1    混凝土强度的影响

采用与 4.1节钢筋直径为 20 mm相同的数值模

型, 保持其他参数不变只改变混凝土的强度等级, 分
别考虑 C20, C25, C30, C35, C40和 C45六种混凝土

强度, 计算得到构件最终的黏结力−位移曲线和损伤

分布分别如图 17和图 18所示. 从图中可以发现, 随
着混凝土强度等级提高, 黏结力−位移曲线的峰值承

载力和峰值承载力对应的位移都逐渐增大, 即混凝

土的抗剪强度和断裂能逐渐增大, 导致图 18中最终

破坏时刻剪切裂缝的数量逐渐减少, 裂缝的倾角逐

渐向竖直方向偏移[46,59].
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图 17   不同混凝土强度下界面处黏结力−位移曲线

Fig. 17    Bond force-displacement curves at interface under different
concrete strength
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图 18   不同混凝土强度下试件破坏模式

Fig. 18    Failure modes of specimens under different concrete strength
 

 5.2    肋间距的影响

保持其他参数不变的条件下, 改变钢筋的肋间

距, 分别设置肋间距为 3 mm, 5 mm, 7.5 mm, 10 mm,
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图 15   不同锚固长度下试件的破坏模式

Fig. 15    Failure modes of specimens under different concrete strength
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12.5 mm 和 15 mm, 其中 10 mm 和 12.5 mm 为实际

钢筋常见的肋间距. 从第 3 节参数的确定方法可知,
肋间距的改变主要影响边界离散点域的半径及微弹

性参数的取值. 将不同的肋间距代入参数确定公式

中 , 得到界面处对应的微弹性参数分别为 6.06 ×
1021 N/m6, 6.84 × 1021 N/m6, 7.81 × 1021 N/m6, 8.78 ×
1021 N/m6, 9.75 × 1021 N/m6 和 1.07 × 1022 N/m6; 域半

径分别为 2 mm, 4 mm, 6.5 mm, 9 mm, 11.5 mm 和

14 mm. 不同肋间距下计算得到构件最终的黏结力−
位移曲线与损伤分布分别如图 19和图 20所示.

图 19 表明, 随着肋间距的增大, 峰值承载力先

增大后减小, 原因是钢筋横肋与肋间混凝土之间的

楔块效应随肋间距变化, 当肋间距过小时, 带肋钢筋

与光圆钢筋类似, 横肋与混凝土无法有效作用产生

较大的机械咬合力; 当肋间距过大时, 相同尺寸的试

件中横肋与混凝土相互咬合的数量不足, 也无法产

生较大的机械咬合力. 图 20中不同肋间距下试件中

裂纹分布情况可以发现, 随着肋间距的增大, 试件中

裂纹数量先增多后减少, 也说明横肋与混凝土的机

械咬合力先增大后减小[60-61]. 4.1节中不同钢筋直接

的结果表明, 微弹性参数同时受到钢筋直径与肋间

距的影响, 导致彼此间数值并未有明显改变.
上述研究表明, 发展的不同种材料界面 PD 方

法能够再现钢筋混凝土构件的破坏过程, 钢筋与混

凝土界面力学响应受到钢筋直径、钢筋锚固长度、

混凝土强度及钢筋肋间距的影响. 其中, 钢筋直径主

要影响钢筋混凝土的临界拉伸常数, 界面的峰值承

载力及对应的位移与钢筋直径大小呈正相关; 混凝

土强度直接影响钢筋混凝土的黏结性能, 界面的损

伤程度与混凝土强度呈负相关; 钢筋锚固长度主要

影响界面的作用范围, 锚固长度越大钢筋混凝土的

黏结作用越强; 肋间距会影响界面处钢筋横肋与混

凝土的作用模式, 进而影响楔块效应的强弱. 本文发

展的界面 PD 方法能够考虑以上 4 种因素对钢筋混

凝土力学行为的影响, 并且能合理描述钢筋与混凝

土之间的黏结−滑移力学行为, 该方法可为钢筋混凝

土结构设计分析提供非连续数值计算方法.

 6     结 论

在键基 PD 框架内, 发展了钢筋混凝土界面的

PD方法, 通过结合钢筋肋间混凝土楔体模型、界面

黏结滑移曲线以及与连续介质力学能量密度等效方

法获得了 PD 临界拉伸常数、域半径和微弹性参数

的确定方法. 利用钢筋混凝土构件拉拔试验, 验证了

所提界面 PD方法的有效性. 主要结论如下:
(1)基于钢筋混凝土界面的黏结机理, 提出了界

面区材料点的相互作用模型, 为不同种类材料的力

学交互架设了桥梁, 并给 PD 界面参数赋予了物理

意义;
(2)通过与两组试验结果比较表明, 发展的界面

PD 方法不仅能够合理捕获界面区混凝土的裂纹演

化规律, 而且从定量上可比较精确地预测钢筋混凝

土的强度和变形规律;
(3) 通过设计不同钢筋直径、锚固长度、不同

混凝土强度以及肋间距的数值试验, 探究了这些因

素对钢筋混凝土界面力学行为的影响规律. 结果表

明, 界面的黏结性能随着混凝土强度的增大而提升,
随锚固长度的增大而增强, 随钢筋肋间距的增大先

增强后减弱.
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图 19   不同肋间距下界面黏结力-位移曲线

Fig. 19    Bond force-displacement curves at interface with different rib
spacing
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图 20   不同肋间距下试件破坏模式

Fig. 20    Failure modes of specimens with different rib spacing
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发展的钢筋混凝土界面 PD 方法为处理复合材

料相互作用提供了一种新思路, 该方法不仅可用于

模拟钢筋混凝土结构, 也可模拟混凝土在细观尺度

上骨料与砂浆的相互作用、新旧混凝土界面的力学

行为等. 通过给出三维条件下材料参数的确定方法,
发展的界面 PD方法可扩展用于三维条件.
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