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近场动力学系统中波传播特性的探究
1)

朱竞高     任晓丹 2)

(同济大学土木工程学院, 上海 200092)

摘要　近场动力学是一类基于非局部思想的新固体力学方法, 其采用积分形式的控制方程, 自然地适用于极端

载荷下材料破碎和裂纹发展的模拟, 被广泛用于国防安全等领域的研究. 但是, 非局部性会引入色散效应, 对波

的传播产生不利影响, 制约其对断裂等固体行为的捕捉能力. 为此, 采用谱分析方法, 对近场动力学系统的色散

行为进行了全面的研究. 发现相比于低频成分, 高频成分的色散关系呈现出振荡趋势和零能模式, 色散问题更

为严重. 高频域的色散行为还随波的传播方向发生改变, 呈现出沿 45°的对称性. 而近场动力学系统本身缺乏数

值耗散, 无法抑制色散问题带来的不利影响. 因此, 从引入数值耗散的角度出发, 在合理保留传统近场动力学理

论框架的基础上, 建立了黏性引入的控制方程. 并考虑固体中常见的体积变形和对高频成分的选择性抑制, 构

造了相应的黏性力态. 最后, 在数值研究中模拟了极端载荷下激波的产生, 以探究波的间断性对色散行为的影

响. 发现间断性强的波表现出更为显著的色散行为, 呈现出 Gibbs 不稳定性. 这些均能有效地被黏性力态所抑

制, 验证了所提方法的正确性. 这为在近场动力学系统中实现对波传播过程的正确捕捉, 获得正确的固体行为

提供了重要参考, 从而为国防安全领域研究提供了技术支撑和借鉴.

关键词　近场动力学, 波色散, 高频波, 间断, 黏性
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STUDY OF WAVE DISPERSION AND PROPAGATION IN PERIDYNAMICS1)

Zhu Jinggao     Ren Xiaodan 2)

( College of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract     Periydnamics (PD) is a new nonlocal method reformulated from solid mechanics. It adopts the integral form
of governing equation and is naturally suitable to model fragments and cracks under extreme events, thus widely applied
in the field of national defense security. However, the nonlocality in PD introduces the dispersion effect and imposes
adverse effect on wave propagation, which will greatly restrict its capability in capturing solid behaviors, especially the
fractures. For this purpose, we employ the spectral analysis method to study the dispersion behavior of PD system
comprehensively. It is found that compared to the low frequencies, the dispersion relation of high frequency components
shows an oscillation trend and zero-energy modes, leading to more serious dispersion problems. The dispersion behavior
of high frequencies changes with the wave propagation direction and shows 45° symmetry in the spatial wave
propagation. As the PD system itself is non-dissipative, the adverse effect of the dispersion problem can not be
suppressed. As a result, the simulation accuracy may be greatly influenced. To introduce the numerical dissipation for
dispersion effect suppression, the governing equation of viscosity introduction is proposed as a minimum variation of
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conventional PD. Both the typical deformation in solids and the selective suppression on high frequencies are considered
then the corresponding viscous force state is constructed. Finally, a numerical study is conducted to model the shock
waves under extreme events and investigate the influence of wave discontinuity. It is indicated that the wave
discontinuity aggravates the dispersion problem and shows Gibbs instability in the wave propagation. These can be
effectively suppressed by the viscous force state, which verifies the proposed method. This provides an important
reference to reproduce the correct wave propagation process and obtain the reasonable solid behavior in PD, thus helps to
support and guide the research of national defense security field.

Key words    peridynamics, wave dispersion, high frequency, wave discontinuity, viscosity

 引 言

在载荷的作用下, 固体的变形并不是瞬间完成

的[1], 而是波传播、演化的结果. 从这种意义上来说,
波的传播对固体的行为有着极其重要的影响, 是固

体力学中的基础问题[2]. 特别是对于断裂问题, 波的

传递更是影响着裂纹萌生、成核、分岔乃至破碎的

全过程[3-5], 是正确捕捉裂纹扩展的关键.
随着计算机技术的发展和固体力学研究的深

入, 数值计算方法纷纷涌现[6-8], 为研究固体力学中

的科学问题提供了更为便捷的途径. 其中, 近场动力

学作为一类基于非局部思想的新固体力学方法[9],
从邻域内粒子间的相互作用出发, 考虑了微纳米尺

度下的长程力, 在模拟裂纹方面更具合理性. 该方法

采用积分形式的控制方程, 利用微观键的失效来描

述断裂, 能够从根本上避免求解不连续问题的奇异

性和复杂性, 无需特殊处理即可实现对裂纹发展的

捕捉[10-12], 被广泛用于断裂问题的求解. 经过发展,
目前形成了键基[13-14] 和态基[15-17] 近场动力学两大

分支. Zhou等[18] 和 Zhu等[19] 还引入了剪切效应, 以
更准确地描述材料的力学性能. 随着对材料非线性

研究的深入, Gu等[20] 和 Liu等[21] 建立了弹塑性模型,
王涵等则发展了热黏塑性模型[22-23], 在预测各类材

料的断裂失效问题中取得重要的进展[24-27].
然而, 近场动力学作为一种非局部系统, 不可避

免地会引入波色散问题. 波色散会改变波的传播特

性, 不利于对固体行为的正确捕捉, 进而影响对裂纹

扩展的准确预测. Silling[13] 在提出键基模型时, 首先

发现了近场动力学中的非线性色散行为. 2016年, 随
着 Bazănt 等[28] 从非局部性的角度对色散关系开展

了进一步研究后, 近场动力学中的色散问题逐渐引

起了学者们的关注. Butt 等[29] 对态基近场动力学中

的色散关系进行了研究, 提出调整邻域半径尺寸和

影响函数来减弱波色散的方法. Wildman[30] 分析了

键基近场动力学中的色散关系, 并实现了通过改变

微弹模参数来匹配所需的色散方程 . Gu 等 [31] 和

Li等[32] 也开展了相关研究, 探讨不同衰减函数对近

场动力学中色散关系的影响. 除了通过调整参数来

减小波色散外, 还有学者[33-34] 从借鉴有限差分法中

色散研究的角度出发, 提出有限差分增强的近场动

力学方法. 但是, 这些研究主要局限于低频成分, 忽
视了高频成分的色散行为, 同时也缺乏对波间断性

的考虑.
近年来, 恐怖袭击和局部战争频发, 极端载荷作

用下工程结构的安全性问题引起广泛关注, 成为国

防安全领域的研究重点. 极端载荷, 如爆炸、冲击作

用, 往往伴随着激波的产生[35-37], 激波的传播又影响

着材料破碎和裂纹发展, 是进行工程结构安全设计

的关键. 而激波因其高频、强间断的复杂性, 给相关

分析理论和计算方法带来了挑战. 近场动学方法采

用积分形式的控制方程, 自然地适用于激波引起的

材料破碎和裂纹发展模拟, 但该方法对激波的准确

捕捉却不可避免地会受到高频、强间断成分色散特

性的制约.
因此, 对近场动力学的波色散特性展开全面系

统的研究, 纳入对高频成分和波间断性的考虑, 构成

了文章的出发点. 理论研究表明, 相比于低频成分,
高频成分还表现出振荡关系和零能模式, 色散问题

更为突出. 高频域的色散关系会随波的传播方向发

生变化, 引起空间传播的方向性. 数值计算则发现强

间断性波的色散现象更为显著, 呈现出 Gibbs 不稳

定性. 说明色散不仅会对波的传播特性产生不利影

响, 还会引起数值不稳定性. 为了解决上述问题, 通
过黏性引入耗散来抑制色散行为, 并考虑对高频成

分的选择性抑制, 构造了相应的黏性力态. 本文研究

工作将为在近场动力学的框架下准确模拟波的传播
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过程, 正确捕捉固体行为提供重要参考.

 1     近场动力学方法

 1.1    基本思想

δ近场动力学通过引入特征长度   , 定义了邻域范围

Hx = Hx (x, δ) :=
{
x′ ∈ R :

∥∥∥x′− x
∥∥∥ ⩽ δ} (1)

Ω

t x

x′

如图 1 所示, 在邻域范围内, 粒子间由键相连, 键随

着粒子运动而发生变形. 对某一空间域   , 假设在某

一时刻   , 域内任一物质点   只与其邻域范围内的其

他物质点   之间存在相互作用力, 则根据牛顿第二

定律可得近场动力学的控制方程为[38]

ρ (x) ü (x, t) =
w

Hx
f
(
x, x′

)
dV ′+ b (x, t) (2)

ρ u b

f

其中,    为物质密度;    为物质点的位移;    为体力密

度;    为力密度函数, 包含了材料的本构关系.
根据本构关系不同, 可将近场动力学分为键基

近场动力学和态基近场动力学. 键基近场动力学由

于模型简单、计算方便, 在断裂问题中的应用更为

广泛. 因此, 本文的研究将基于键基模型进行展开.
这里, 对键基近场动力学作简要介绍.
  

Ω

x

x′

H
x

 
图 1   近场动力学模型示意图

Fig. 1    The schematic of peridynamics
 

 1.2    键基近场动力学

相比于态基近场动力学, 键基近场动力学的模

型较为简化. 该模型认为键与键之间相互独立, 力密

度函数只与单一键有关[13]. 若定义粒子间的相对位

置和相对位移为

ξ = x′− x
η = u

(
x′

)−u (x)

}
(3)

ξ η+ξ则未变形的键和变形后的键可以分别用   和   表

示. 由于采用了键间独立性的假定, 粒子间的相互作

用可视为中心弹簧, 将微观势函数表示为

w
(
η,ξ

)
=
C (∥ξ∥) s2 ∥ξ∥

2
, s =

∥∥∥η+ξ∥∥∥−∥ξ∥
∥ξ∥ (4)

s C (∥ξ∥)其中,    为键的相对伸长量,    为微弹性模量. 对
势函数求导可得力密度函数的表达式

f
(
η,ξ

)
=
∂w

(
η,ξ

)
∂η

= C (∥ξ∥) s∥ξ∥ ∂s
∂η
= C (∥ξ∥) sn (5)

n其中   为变形后键的方向

n=
η+ξ∥∥∥η+ξ∥∥∥ (6)

c微弹性模量有多种函数形式, 当取为常数    时,
键基近场动力学就变成了微观弹脆性模型, 将被用

于后面的理论分析和数值计算. 该模型根据应变能

等效, 可得不同维度下的微弹性模量

c =


2E/(Aδ2), 1D
9E/(Bπδ3), 2D
12E/(πδ4), 3D

(7)

E A B其中,    为弹性模量,    为一维杆的横截面积,    为二

维板的厚度, 二维情况只选取了平面应力问题作为

代表. 此时, 力密度函数可写为

f
(
η,ξ

)
= csn (8)

 2     波的传播特性分析

这里, 将从微观弹脆性模型入手, 兼顾低频和高

频成分, 对近场动力学系统中波的传播特性展开全

面的分析. 采用小变形假设, 微观弹脆性模型的控制

方程可以写为[28]

ρ (x) ü (x, t) =
w

Hx
C (∥ξ∥) [u (

x′, t
)−u (x, t)

]
dV′ (9)

C (∥ξ∥) = c
∥ξ∥其中,    , 体力项为 0. 基于式 (9), 采用谱

分析方法[39], 先对一维情况进行研究, 再扩展到二

维, 探究波的空间传播特性.

 2.1    一维谱分析

对于一维问题, 式 (9)可以写为

ρ (x) ü (x, t) =
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [u (x + ξ, t)−u (x, t)
]
Adξ (10)

A其中,    为一维模型的横截面积. 为了研究波的传播

特性, 有必要在频域内展开分析. 这里关注线弹性问

题, 因此, 可对位移项进行傅里叶展开
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u (x, t) = aexp[iκ (x− vt)] (11)

i i2 = −1 a v

κ 2π

其中,    为虚数单位, 满足   ;    为幅值;    为相速

度;    为   长度内的波数. 将式 (11) 代入式 (10), 可

约去时间项得

−ρκ2v2 = A
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [exp(iκξ)−1
]
dξ (12)

进一步, 考虑邻域的对称性, 可约去奇数项得

−ρκ2v2 = A
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [cos(κξ)−1
]
dξ (13)

若定义与波数有关的项为

Mκ = A
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [1− cos(κξ)
]
dξ (14)

v则式 (13)可视为相速度   的方程

v2− Mκ
ρκ2
= 0 (15)

求解可得相速度为

v =

√
Mκ
ρκ2

(16)

显然, 式 (16)中的虚数项为 0, 故近场动力学系统中

没有数值耗散. 当波色散产生不利影响时, 如数值振

荡、非物理变形等, 系统本身无法对其进行抑制. 随

着不利因素的逐渐累积, 数值计算的精度将会受到

严重的影响, 无法保证对固体行为的正确捕捉. 这一

方面说明了进行近场动力学系统中波色散研究的必

要性, 另一方面为抑制色散现象提供了方向.

进一步, 考虑数值计算中的空间离散, 对近场动

力学系统的色散特性进行分析. 根据邻域的对称性,

经过数值离散, 式 (14)变为

Mκ =
(m−1)/2∑

j=1

2c∥∥∥ξ j
∥∥∥ [

1− cos(κh j)
]
Ah (17)

m h c其中,    为一维邻域内的粒子数,    为粒子间距,    为

微弹性模量. 采用式 (7)中的微弹性模量, 式 (17)可

写为

Mκ =
4E
δ2

(m−1)/2∑
j=1

[
1− cos(κh j)

]
j

(18)

将式 (18) 代入式 (16), 可得一维近场动力学系统的

色散关系

∣∣∣∣∣ v
v0

∣∣∣∣∣ = 2
κδ

√√√√(m−1)/2∑
j=1

[
1− cos(κh j)

]
j

(19)

v0其中,    为弹性理论波速

v0 =

√
E
ρ

(20)

E ρ κδ κξi κh

Nh = κh/ (2π)

δ = 3.015h

其中,    为弹性模量,    为密度. 由于   和   均与 

有关, 式 (19) 可视为    的函数, 表示粒子

间距内的波数 .  若取邻域半径为     ,  式
(19)中的色散关系将如图 2所示.

v
v0
= 1

由图 2可知, 在一维近场动力学系统中, 相速度

与理论波速的比值偏离局部理论的结果, 表现出色

散行为. 局部理论各个频率成分的波的传播速度相

同, 在传播时会同时达到. 而近场动力学中各个频率

成分的波的传播速度不同, 在传播时会分先后达到.
对于传播速度小于理论波速的频率成分, 在传播中

会落后于其他波, 表现为拖尾波. 因此, 定义临界点

为与局部理论色散关系的交点, 即   的点. 可以

看出, 大部分频率成分位于临界点以下, 在波的传播

中表现为拖尾波.
Nh ⩾ 1

0 ⩽ Nh < 1

λ ⩽ h

λ > h h

为区分色散行为和研究方便, 将   定义为高

频域,    定义为低频域. 即高频域与低频域的

划分与波长有关, 高频域的波长范围为   , 低频域

的波长范围为   , 其中   为粒子间距. 显然, 低频

成分 (虚线段) 和高频成分 (实线段) 分别呈现出不

同的色散特性. 在高频域, 波速不仅存在振荡的趋势,
还在某些频率处等于 0. 根据文献 [28-29], 这些点的

相速度为 0, 对应于零能模式点. 另有学者将零能模

式定义为群速度为 0的频散带, 在这种定义下, 首先

有必要给出一维模型的频率表达式. 基于式 (19), 有
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图 2   一维近场动力学系统的色散关系

Fig. 2    The dispersion relation of 1D peridynamics
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∣∣∣∣∣ ωω0

∣∣∣∣∣ = 2κh
κδ

√√√√(m−1)/2∑
j=1

[
1− cos(κh j)

]
j

=

2h
δ

√√√√(m−1)/2∑
j=1

[
1− cos(2πNh j)

]
j

(21)

Nh

∣∣∣∣∣ ωω0

∣∣∣∣∣ Nh

显然, 由于余弦函数具有周期性, 频率将呈现在  
取整区间内的周期性变化. 为了更加直观地说明此

周期性, 将频率   与   的关系绘制成图 3.

  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nh (num. of wavelengths per particle)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

|ω
/ω

0
|

−1.0

−0.5

0

0.5

1.0
∂ω

/∂
K

×10−4

 
图 3   一维近场动力学系统的频率关系

Fig. 3    The frequency relation of 1D peridynamics
 

∂ω

∂κ

如图 3 中蓝色线所示, 频率随波数呈现周期性

变化, 并在波数取整处为 0. 与图 2不同的是, 这种周

期性在低频域 (虚线) 和高频域 (实线) 呈现相同的

变化规律. 由于频率呈现从 0到 0的周期性变化, 对
应的斜率应当呈现从正到负或从负到正的周期性变

化. 而频率的斜率正比于群速度   , 说明存在群速

度为 0的点. 为了进一步验证上述结论, 基于频率的

表达式 (21), 求导得到群速度与波数的关系, 绘制图

像进行表示. 如图 3中红色线所示, 群速度会在整波

数区间内从正变为负, 并在从正变为负的过程中出

现零点. 在这种情况下, 零能模式点对应于图 3中红

色线与 y = 0水平线的交点.
综上所述, 无论是采用何种形式的零能模式定

义, 一维近场动力学模型中均存在零能模式点. 振荡

趋势和零能模式均是非物理响应, 会加重色散行为

带来的不利影响. 因此, 相比于低频成分, 高频成分

的色散问题更为严重, 应当给予关注.

 2.2    二维谱分析

x1 x2

下面, 考虑波的空间传播, 对二维系统展开分

析. 此时, 除方向    外, 还需引入方向    , 控制方程

(9)变为

ρ (x) ü (x, t) =
w δ
−δ

w √δ2−r2

−
√
δ2−r2

C (∥ξ∥) [u (x+ξ, t)−
u (x, t)] Bdwdr (22)

B ξ其中,    为二维模型的厚度,    为相对位置

ξ = x′− x = rx1+wx2 (23)

同时, 位移项的傅里叶展开变为

u (x, t) = aexp[iκ (x · b− vt)] (24)

a u b其中,     为与位移    共线的幅度向量;     为波传播方

向的单位矢量 ;  其他变量的定义同式 (11).  将式

(24)代入式 (22), 可同时约去矢量项和时间项, 有

−ρκ2v2 =
w δ
−δ

w √δ2−r2

−
√
δ2−r2

C (∥ξ∥) [exp(iκξ · b)−1
]
Bdwdr

(25)

同样地, 根据邻域的对称性, 可约去奇数项得

−ρκ2v2 =
w δ
−δ

w √δ2−r2

−
√
δ2−r2

C (∥ξ∥) [cos(κξ · b)−1
]
Bdwdr

(26)

仍可将与波数有关的项用一个变量进行表示

Nκ =
w δ
−δ

w √δ2−r2

−
√
δ2−r2

C (∥ξ∥) [1− cos(κξ · b)
]
Bdwdr (27)

此时, 关于波速的方程可写为

v2− Nκ
ρκ2
= 0 (28)

解得相速度为

v =

√
Nκ
ρκ2

(29)

与一维的谱分析结果相同, 相速度的虚数项为

0, 没有数值耗散, 无法抑制色散带来的不利影响; 实
数项与波数有关, 表现出色散行为.

Nκ进一步, 考虑数值计算, 对   进行空间离散, 有

Nκ =
n∑

j=1

c∥∥∥ξ j
∥∥∥ [

1− cos
(
κξ j · b

)]
Bh2 (30)

n h ξ j · b其中,    为二维邻域内的粒子数,    为粒子间距,  
为相对位置在波传播方向上的投影. 仍采用式 (7)中
的微弹性模量, 式 (30)可写为

Nκ =
9E
πδ3

n∑
j=1

[
1− cos

(
κξ j · b

)]∥∥∥ξ j
∥∥∥ h2 (31)

将式 (31) 代入式 (29), 可以得到二维近场动力学系
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统的色散关系∣∣∣∣∣ v
v0

∣∣∣∣∣ = 3
κδ

√√√
h
πδ

n∑
j=1

h∥∥∥ξ j
∥∥∥ [

1− cos
(
κξ j · b

)]
(32)

v0其中,    为式 (20) 定义的弹性理论波速. 显然, 在二

维问题中, 波的色散行为不仅与频率有关, 还与波的

传播方向有关.
x2

b′ x2

ξ j
′

如图 4所示, 对于对称邻域, 对关于   轴对称的

传播方向   , 一定可以同样对称地找到关于   轴对

称的相对位置向量   , 使式 (30)中的投影相等

ξ j
′ · b′ =

(
−ξx1

j

)
cos(π− θ)+ ξx2

j sinθ = ξ j · b (33)

ξ j x2

ξ j
′

x1

由于邻域内每个相对位置向量   , 都存在关于   轴

对称的相对位置向量   满足投影相等关系, 故最终

求和得到的式 (30)也相等. 同样地, 对于   轴也满足

此对称性

ξ j
′ · b′ =ξx1

j cosθ+
(
−ξx2

j

)
sin(−θ) = ξ j · b (34)

θ = 0 ∼ 90◦

0◦ ∼ 90◦ 45◦
因此, 可将波的传播方向缩小至   范围内进

行研究. 显然, 在   范围内, 关于   方向存在

对称性

ξ
x2
j cos

(π
2
− θ

)
+ ξ

x1
j sin

(π
2
− θ

)
= ξ

x1
j cosθ+ ξx2

j sinθ (35)

45◦因此, 二维键基模型的色散行为将表现出沿   的对

称性.
x1

θ = 0◦ ∼ 45◦

Nh = κh/ (2π)

θ = 0◦,30◦,45◦

x1

基于此对称性, 对波传播方向与    方向的夹角

在   之间的色散行为进行研究. 这里, 仍取

 为横坐标 ,  并取波的传播方向分别为

 , 式 (32) 中的色散关系将如图 5 所示.
由图 5可知, 当波沿   方向传播时, 二维近场动力学

系统中色散关系的变化趋势与一维系统较为一致,
即在低频成分和高频成分表现出不同的色散行为,
并在高频域呈现出振荡趋势和零能模式. 但随着传

播方向改变, 高频成分色散关系的振荡程度发生变

化, 零能模式点的位置也在移动.

0◦ ∼ 360◦

45◦

0◦ ∼ 45◦

为了更加直观地表征不同方向的频散行为, 提
取高频成分色散关系变化率的最大值作为振荡程度

的衡量指标, 将    范围内高频成分色散关系

的振荡程度绘制雷达图进行对比分析. 如图 6 所示,
对于对称邻域, 高频成分色散关系的变化趋势呈现

出关于    方向的对称性, 验证了前述分析的正确

性. 在   方向范围内, 随着波的传播方向改变,
振荡指标的大小发生变化, 与图 5的分析结果相一致.

综合上述分析, 相比于低频成分, 高频成分的色

散行为更为严重, 表现出振荡趋势和零能模式. 高频

域的色散关系会随波的传播方向变化 , 呈现出沿

45°的对称性. 而近场动力学系统本身没有数值耗散,
无法抑制色散带来的不利影响, 会严重影响对固体

行为的正确捕捉.
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45°
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图 4   二维键基模型色散关系的对称性

Fig. 4    The symmetry of dispersion relation for 2D peridynamics
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图 5   二维近场动力学系统的色散关系

Fig. 5    The dispersion relation of 2D peridynamics
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图 6   不同方向频散行为的雷达图

Fig. 6    Radar chart of dispersion behavior in different directions
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 3     近场动力学方法的改进

事实上, 作为一种非局部理论, 近场动力学在高

频段呈现频散行为是非局部效应的合理体现. 对于

非均质材料, 频散行为是真实存在的, 可以通过近场

动力学来模拟非均质材料中的非线性色散关系, 且
近场作用半径与非均质材料的特征尺寸具有强相关

性[29]. 但是, 对于变异性不大的材料, 通常可以认为

是均质材料, 近场动力学的频散行为就会带来不利

影响. 根据第 2章的研究, 近场动力学的频散行为在

高频域表现出振荡趋势. 也就是说, 理论上应该同时

达到的不同频率成分的波, 在近场动力学的计算中

传播速度会出现差异, 这种差异会在数值模拟中引

起非物理变形和损伤.
对于极端载荷作用下的问题, 一方面这种不利

影响会加重, 严重影响数值模拟的精度. 另一方面,
极端载荷作用往往伴随着裂纹的产生, 而裂纹的扩

展与波的传播紧密相关, 异常的波传播过程必定会

对裂纹扩展的预测产生不利影响. 而极端载荷作用

下工程结构的安全性问题是国防安全领域的研究重

点, 近场动力学方法的优势正是对于裂纹扩展捕捉

的能力. 因此, 有必要抑制近场动力学中的频散行为,
提高其对波传播的模拟精度, 进而保证其对极端载

荷作用下计算的可靠性, 为国防安全邻域研究提供

理论指导和技术支撑. 本章将从引入数值耗散的角

度出发, 对近场动力学体系的色散行为进行抑制. 并
考虑高频域色散更为严重的特点, 对高频成分进行

选择性抑制.

 3.1    黏性效应的研究

在固体力学中, 通常认为黏性与数值耗散有关,
为近场动力学中耗散机制的引入提供了方向. 首先,
有必要对黏性效应进行研究, 证明黏性引入的有效

性. 这里, 仍从微观弹脆性模型入手. 考虑到黏性与

应变率的相关性, 可将黏性项取为力密度函数的率

形式

fvs
(
x, x′

)
= γ ḟ

(
x, x′

)
(36)

γ其中,    为无量纲系数. 在小变形下, 有

fvs
(
x, x′

)
= γC (∥ξ∥) d

[
u (x + ξ, t)−u (x, t)

]
dt

=

D (∥ξ∥) [u̇ (x + ξ, t)− u̇ (x, t)
]

(37)

D (∥ξ∥) = γC (∥ξ∥) = γc∥ξ∥其中,    . 引入黏性效应, 控制方

程 (9)变为

ρ (x) ü (x, t) =
w

Hx
C (∥ξ∥) [u (x + ξ, t)−u (x, t)

]
+

D (∥ξ∥) [u̇ (x + ξ, t)− u̇ (x, t)
]
dV′ (38)

以一维问题为例, 式 (38)可化简为

ρ (x) ü (x, t) = A
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [u (x + ξ, t)−u (x, t)
]
+

D (∥ξ∥) [u̇ (x + ξ, t)− u̇ (x, t)
]
dξ (39)

A其中,    为一维模型的横截面积. 沿用第 2 章的谱分

析方法, 采用式 (11)中的傅里叶展开, 式 (39)可写为

−ρκ2v′2 = A
w δ
−δ

[
C (∥ξ∥)− iκv′D (∥ξ∥)] [exp(iκξ)−1

]
dξ =

A
w δ
−δ

[
C (∥ξ∥)− iκv′D (∥ξ∥)] [cos(κξ)−1

]
dξ (40)

v′其中,    为黏性作用下的相速度. 仍采用式 (14)中对

波数相关项的定义, 式 (40)可表示为相速度的方程

v′2+
γMκ
ρκ

iv′− Mκ
ρκ2
= 0 (41)

求解可得相速度

v′ = vii+ vr = −
γMκ
2ρκ

i+

√
Mκ
ρκ2
−

(
γMκ
2ρκ

)2

(42)

此时, 虚数项不再为 0

vi = −
γMκ
2ρκ

(43)

说明黏性项能够引入数值耗散, 这与文献 [40-43]的
研究结论相一致, 证明了黏性引入的有效性.

进一步, 考虑高频域色散更为严重的特点, 对黏

性项在不同频率成分的表现进行研究. 由于数值耗

散的引入是为了抑制色散行为带来的不利影响, 这
里关注虚数项 (43) 与原始相速度 (16) 的比值. 借助

式 (18), 比值可以表示为

∣∣∣∣∣vi

v

∣∣∣∣∣ = γMκ
2ρκ

√
ρκ2

Mκ
=
γv0

δ

√√√(m−1)/2∑
i=1

[1− cos(κhi)]
i

(44)

v0 γ

δ h Nh = κh/ (2π)

其中,    为式 (20)定义的弹性理论波速,    为无量纲

系数,    为邻域半径,    为粒子间距. 仍取 

为横坐标, 归一化后式 (44) 中的比值关系将如图 7
所示. 由图 7可知, 数值耗散对色散行为的抑制作用

在低频域 (虚线段) 和高频域 (实线段) 呈现相同的

周期变化, 即黏性效应对低频和高频成分的表现相

同. 实际上, 式 (37) 本质上是一种线性黏性, 无法实
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现对不同频率成分的选择性抑制.

 3.2    黏性效应的引入

因此, 可将黏性效应引入近场动力学, 抑制波色

散带来的不利影响. 并有必要在黏性项的构造中, 考
虑对高频成分的选择性抑制. 基于近场动力学的非

局部性和键基模型的键间独立性假设, 将在键层次

以非局部作用的方式引入黏性效应. 相应地, 将控制

方程定义为

ρ (x) ü (x, t) =
w

Hx
f
(
x, x′

)
+ fvs

(
x, x′

)
dV ′+ b (x, t) (45)

f fvs其中,    为力密度函数, 是传统力态;    为黏性力态.
同时, 考虑到在键基模型中, 力密度函数的方向为变

形后键的方向, 故满足线动量守恒

− f
(
η,ξ

)
= f

(−η,−ξ) (46)

和角动量守恒

f
(
η,ξ

)⊗ (
η + ξ

)
= 0 (47)

为了保持上述守恒关系, 取黏性力态的方向与

力密度函数的方向相同. 此时, 黏性力态可以分解为

标量项和方向项

fvs
(
x, x′

)
= fvs

(
x, x′

)
n (48)

fvs n其中,    为黏性力态的标量形式,    为变形后键的方

向. 显然, 这种引入方式不仅保留了传统近场动力学

模型的理论框架, 而且只需要给出黏性力态标量形

式的定义.
下面, 将针对体积变形, 这一常见的固体变形模

式, 构造黏性力态的标量表达式. 参照连续介质力学

中体积黏性的定义[44-45]

p = βρcdLeε̇vol (49)

β cd Le其中,    为无量纲体积黏性系数;    为膨胀波速;  

ε̇vol为单元的特征尺寸;    为体积应变率

ε̇vol = ε̇ii = ∇ · u̇ (50)

u其中,    为位移场. 定义体积黏性力态的标量形式为

f1 = b1
ρv0

VH
ζ (51)

b1 v0

VH ζ

s

其中,    为无量纲体积黏性系数;    为式 (20)定义的

弹性理论波速;    为邻域的体积;    为应变率. 在键

基模型中, 键的相对伸长量   为一种应变测量, 可用

于应变率的计算

ζ = ṡ =
η̇ · n
∥ξ∥ (52)

∥ξ∥ η̇ · n如图 8所示,    为键的初始长度 (蓝线),    为键的

速度在变形后键的方向上的投影 (红线).
基于上述定义, 可得体积黏性力态的标量表达式

f1 = b1
ρv0

VH

η̇ · n
∥ξ∥ = b1αp

η̇ · n
∥ξ∥ (53)

αp =
ρv0

VH
其中,    . 将式 (53)代入式 (48), 当发生小变形

时, 体积黏性作用下的近场动力学的控制方程为

ρ (x) ü (x, t) = A
w δ
−δ

C (∥ξ∥) [u (x + ξ, t)−u (x, t)
]
+

b1αp

∥ξ∥
[
u̇ (x + ξ, t)− u̇ (x, t)

]
dξ (54)

b1αp = γc当   时, 式 (54)与式 (39)相同, 证明了 3.1中
黏性效应分析的正确性.

由 3.1 中黏性效应分析可知, 式 (53) 本质上是

一种线性黏性, 无法实现对不同频率成分的选择性

抑制. 考虑到高频成分波色散的严重性, 有必要对其

进行非线性改进. 这里, 将引入二次项, 以放大对高

频成分的抑制作用

f2 = sign (ζ)
ρδ

VH
(b2ζ)2 = sign

(
η̇ · n
∥ξ∥

)
αq

(
b2
η̇ · n
∥ξ∥

)2

(55)
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图 7   数值耗散对不同频率成分的抑制作用

Fig. 7    The dissipation effect on different frequencies
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图 8   应变率的运动学表示

Fig. 8    The kinematic expression of strain rate
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b2 αq =
ρδ

VH
其中,    为无量纲二次黏性系数,    , 其余变量

的定义与式 (51) 一致. 为充分发挥一次项和二次项

的黏性效应, 将式 (53)和式 (55)进行多项式组合

fvs = f1 + f2 = b1αp
η̇ · n
∥ξ∥ + sign

(
η̇ · n
∥ξ∥

)
αq

(
b2
η̇ · n
∥ξ∥

)2

(56)

b1 b2其中,    和   分别为一次项和二次项的黏性系数, 得
到的黏性力态称为多项式黏性.

式 (48) 给出了引入黏性的理论框架, 式 (56) 则
从体积变形出发, 考虑了对高频成分的选择性抑制,
构造了多项式黏性力态, 完成了对近场动力学方法

的改进.

 4     数值算例

本章基于波传播的数值算例, 开展数值模拟研

究. 旨在对理论分析进行验证的同时, 考察波间断性

的影响. 在近场动力学中, 通常采用 EMU方法[46] 进

行数值计算, 该方法对控制方程进行空间离散

ρ (x) ü (x, t) =
N∑

i=1

f (x, xi)∆Vi+ b (x, t) (57)

N ∆V其中,    为邻域内的粒子数目,    为离散粒子的体

积. 由于波的传播为动力问题, 采用显式中心差分方

法进行求解

u̇t+1 = u̇t +
üt + üt+1

2
∆t

ut+1 = ut + u̇t∆t+
üt + üt+1

4
∆t2

 (58)

u u̇ ü ∆t其中,    ,    和    分别为加速度, 速度和位移;    为满

足稳定条件的时间步长.

 4.1    一维波传播问题

对一维算例, 首先考虑带理论解的波传播问题,
进行对比研究, 以验证理论分析的正确性. 再在此基

础上, 考虑极端载荷下的激波传播问题, 探究波间断

性的影响.

 4.1.1    带理论解的波传播问题

t = 77.3

为了验证理论分析的正确性, 并说明对不同间

断性波的适用性, 这里取具有解析表达式的光滑正

弦波和间断方波为研究对象, 对一维波的传播问题

进行了研究. 将 1 m长的弹性杆一端固定, 另一端输

入目标波, 提取    μs 时沿杆长的位移分布, 将
键基模型、线性黏性和多项式黏性的计算结果与理

论解进行对比分析. 图 9和图 10分别给出的是正弦

波和方波的计算结果. 显然, 两种波的键基模型计算

结果均在波后出现了数值振荡. 结合理论分析结果,
一维近场动力学系统中存在波色散, 且大部分频率

成分的波速小于理论波速, 表现为拖尾波的形式, 第
二章中谱分析的正确性得到了验证.
  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

position/m

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

d
is

p
la

ce
m

en
t/

m
m

bond-based PD
bulk viscosity
polynomial viscosity
theoretical resilt

 
图 9   带理论解的一维正弦波传播结果对比

Fig. 9    Comparative study of 1D sine wave propagation problem with
theoretical result

 

  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

position/m

−0.02
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

d
is

p
la

ce
m

en
t/

m
m

bond-based PD
bulk viscosity
polynomial viscosity
theoretical result

 
图 10   带理论解的一维方波传播结果对比

Fig. 10    Comparative study of 1D square wave propagation problem
with theoretical result

 

提取波后振荡进行进一步研究, 发现在两种波

形的计算结果中, 黏性的引入均可以有效地抑制数

值振荡. 且多项式黏性能够在抑制波后振荡的同时,
更好地保持原始波峰和波形, 得到了更为合理的波

传播结果. 这验证了第 3章所提方法的正确性. 需要

注意的是, 相比于正弦波, 方波的波后振荡更为显著,
说明近场动力学中的色散行为与波的间断性有关,
这将在后续算例中进行研究和讨论.

 4.1.2    激波传播问题

ρ = 8027 kg
/
m3

考虑 1 m 长弹性杆, 在两端受爆炸载荷作用的

波传播问题. 如图 11 所示, 两端炸药距杆端均为

0.5 m, 且同时发生爆炸. 为探究波间断性的影响, 设
置小当量炸药 (W = 1 kg)和大当量炸药 (W = 80 kg)
两类工况进行计算. 杆的材料参数为   ,
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E = 193 GPa

δ = 3.015h

 . 将一维杆离散成 1000 个粒子进行计

算, 邻域半径取    , 采用压力时程模拟爆炸

载荷, 并忽略负压区的影响.

(1)小当量工况 (W = 1 kg)
t = 50,100,

150,200,250

图 12和图 13分别为 5个典型时刻 ( 

  μs)沿杆长方向的位移和应力分布. 根据

杆长和材料特性, 波的传播周期为

T =
L
v
=

L√
E/ρ
=

1√
1.93×1011/8027

= 2.04×10−4 s

(59)

计算结果表明, 爆炸载荷产生压力波, 压力波由

杆的两端向中间传播. t=100 μs 时在中点 (A 点) 相
遇后, 继续向前进行传播. t=200 μs时达到杆端后, 反

射产生拉伸波, 向相反方向进行传播. 模拟得到的波

的传播周期与式 (59) 相符, 验证了数值计算的正确

性. 相比于图 12, 图 13中的应力波并不光滑, 在波后

出现了数值振荡. 结合第 2章的谱分析结果, 一维近

场动力学系统中存在波色散, 且大部分频率成分的

波速小于理论波速, 表现为拖尾波的形式, 谱分析的

正确性得到了验证.

t = 100

t = 300

进一步, 提取 A 点的应力波时程, 对黏性效应进

行研究. 如图 14所示, 两端的压力波在    μs时
相遇叠加, 反射产生的拉伸波在    μs时再次相

遇叠加, 波的传播周期与理论解相符. 对波峰处放大

进行观察, 键基系统的计算结果在波后出现了数值

振荡, 这与图 13的计算结果相一致. 施加黏性后, 数
值振荡得到了有效地抑制, 证明了黏性引入的有效性.

对比两种黏性力态, 多项式黏性能够在抑制波

后振荡的同时, 更好地保持原始波峰和波形, 得到更

为合理的波传播结果. 这是因为数值耗散的引入会

消耗波的能量, 从而影响波峰和波形. 而多项式黏性

中含有二次项, 可以放大对高频成分的抑制作用, 在
同等的抑制效果下减小了能量耗散, 降低了对原始

波峰和波形的影响. 为了更直观地从能量角度进行

说明, 对图 14 进行频域分析, 得到应力波的能量谱

密度曲线. 如图 15所示, 相比于体积黏性, 多项式黏

性能够降低能量耗散, 且二者的差异主要集中在 105 ~
106 的频率区间.

 
A

500 1000 500

 
图 11   一维波传播算例示意图 (单位: mm)

Fig. 11    The schematic of numerical example for 1D wave
propagation (unit: mm)
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图 12   沿一维杆长方向的位移分布

Fig. 12    Displacement distribution along the 1D bar
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图 13   沿一维杆长方向的应力分布

Fig. 13    Stress distribution along the 1D bar
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图 14   A 点的应力波时程

Fig. 14    Time history of stress wave at point A
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图 15   A 点应力波的能量谱密度曲线

Fig. 15    Energy spectrum density of stress wave at point A
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(2)大当量工况 (W = 80 kg)

t = 50,100,150,200,250

下面, 纳入对波间断性的考虑, 对大当量工况进

行计算. 此时,     μs时刻沿杆长

方向的位移和应力分布分别如图 16 和图 17 所示.
显然, 相比于小当量工况, 此时的位移和应力的波形

变得更为尖锐, 即波的间断性变强, 对应于激波的产

生. 与小当量的计算结果相比, 位移也出现了波后振

荡, 应力的数值振荡也更加明显. 说明强间断性波的

色散行为更为显著, 呈现出 Gibbs 不稳定性. 因此,
色散在对波传播特性产生不利影响的同时, 还将引

起数值不稳定性.
仍提取点 A 的应力波时程进行进一步分析, 应

力波时程和能量谱密度曲线分别如图 18和图 19所

示. 与图 17的计算结果相一致, 图 18中波的间断性

变强, 波后的振荡加剧. 与小当量工况相同, 黏性能

够有效地抑制色散造成的数值振荡, 且多项式黏性

能够更好地保持原始波峰和波形, 说明所提方法对

激波同样适用. 图 19则从能量角度说明了多项式黏

性的优势, 即减小了能量耗散, 从而降低了对波峰和

波形的影响.
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图 19   A 点应力波的能量谱密度曲线

Fig. 19    Energy spectrum density of stress wave at point A
 

综合一维计算结果, 近场动力学系统中的波色

散在一维波传播问题中表现为波后振荡, 强间断性

波的色散行为更为显著, 呈现出 Gibbs不稳定性. 黏
性能够有效地抑制波后振荡, 且多项式黏性能够更

好地保持原始波峰和波形.

 4.2    二维波传播问题

ρ = 2000 kg
/
m3 E = 30 GPa

h = 10 mm

对二维算例, 考虑内径 0.15 m, 外径 0.3 m 的圆

环在爆炸载荷作用下的波传播问题. 如图 20 所示,
炸药在圆环的中心位置处爆炸, 距圆环内壁 0.15 m.
圆环的材料参数为     ,       .  这

里, 取炸药质量 W = 70 kg, 对大当量爆炸下的激波

传播进行模拟. 在数值计算中, 粒子间距取   ,
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图 16   沿一维杆长方向的位移分布

Fig. 16    Displacement distribution along the 1D bar
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图 17   沿一维杆长方向的应力分布

Fig. 17    Stress distribution along the 1D bar
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图 18   A 点的应力波时程

Fig. 18    Time history of stress wave at point A
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图 20   二维波传播算例示意图 (单位: mm)

Fig. 20    The schematic of numerical example for 2D wave
propagation (unit: mm)
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δ = 3.015h邻域半径取   , 爆炸载荷仍采用压力时程进

行模拟, 并忽略负压区的影响.

中心爆炸下圆环中波的传播本质上是球形腔加

压问题, 存在理论解[47]. 这里, 关注压力云图, 并采用

对比研究的方式, 以考察色散对波的空间传播行为

的影响. 由图 21 (a1) ~ 图 21(c1) 可知, 爆炸理论上会

产生压力波, 压力波沿周向均匀分布, 并逐渐沿径向

向外传播. 而在键基系统的计算结果中, 如图 21 (a2) ~

图 21(c2) 所示, 压力波的分布并不均匀, 呈现出沿

45°的对称性. 结合第 2 章的谱分析结果, 二维系统

中高频成分振荡的色散关系具有沿 45°方向的对称

性, 数值计算结果验证了谱分析的正确性.

此外, 相比于一维问题, 二维情况下的拖尾波现

象更为显著, 拖尾波的峰值 (3 GPa)甚至超过了波前

峰值 (1.5 GPa). 拖尾波的存在不仅会在波后引起非

物理变形, 还会消耗波前峰值, 不利于对波传播过程

的正确捕捉. 因此, 在二维情况下, 波色散会通过影

响波的空间分布和传播过程, 对波的空间传播行为

产生不利影响.

进一步, 观察多项式黏性的计算结果, 以探究黏
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(c3) t = 25 μs 键基模型计算结果
(c3) Viscosity result at t = 25 μs

trailing

waves

45°

 
图 21   二维圆环的压力云图

Fig. 21    The pressure cloud map of 2D ring
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δ

性在二维问题中的表现. 如图 21 (a3) ~ 图 21(c3) 所
示, 此时的拖尾波得到了有效的抑制, 降低了对波前

峰值的消耗, 波的传播过程得到了较好地捕捉. 同时,
压力波的分布更为均匀, 与理论解更为一致. 因此,
在黏性的作用下, 近场动力学系统中波的空间传播

行为更为合理, 证明了黏性引入的有效性. 此时, 压
力波的分布宽度相比理论解有所增加, 这应当与特

征长度和数值耗散有关. 近场动力学引入了特征长

度, 即邻域半径   , 在特征长度范围内考虑粒子间的

相互作用. 特征长度的存在会在一定程度上扩大影

响范围, 使波的分布宽度变大. 另一方面, 由一维数

值模拟结果可知, 数值耗散会消耗波的能量, 在一定

程度上增大波宽. 但总体来说, 黏性的引入, 使得波

前峰值和波的空间分布均得到了较好地捕捉, 证明

了所提方法同样适用于多维问题.

 5     结 论

本文采用谱分析方法, 对近场动力学系统中不

同维度、不同频率成分的色散特性进行了研究, 并
提出了相应的改进方法. 同时进行数值计算, 验证理

论分析结果, 并探究波间断性的影响, 主要结论如下.
(1) 相比于低频成分, 高频成分的色散关系还呈

现出振荡趋势和零能模式, 色散问题更为突出.
(2) 高频成分的色散行为会随波的传播方向发

生变化, 呈现出沿 45°的对称性.
(3) 色散在影响波传播特性的同时, 还会引起Gibbs

不稳定性, 表现为强间断性波的色散现象更为显著.
(4) 黏性能够引入数值耗散, 抑制色散带来的不

利影响. 二次项的引入可以放大对高频成分的抑制

作用, 在同等的抑制效果下, 减小对原始波峰和波形

的影响.
(5) 色散在一维波传播中引起波后振荡, 在二维

问题中将引起更为严重的拖尾波和波空间分布的不

均匀性.
本文研究可为减小近场动力学系统中波色散的

不利影响, 获得正确的波传播过程和固体行为提供

重要参考. 同时, 尚存在一些值得进一步研究的问题,
如在冲击问题中的应用、对零能模式的抑制等. 事
实上, 若想纳入针对零能模式的抑制作用, 需要先识

别出近场动力学中的零能变形模式, 再针对其进行

抑制. 零能模式是一种不引起外力的虚假变形模式,
可以从零能模式的特点出发, 对近场动力学中的零

能变形模式进行研究, 确定其变形特征. 再在本文提

出的数值黏性的基础上, 根据研究出的近场动力学

中零能模式的变形特征, 对变形相关项进行修改, 以
实现对零能模式的抑制效果.
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