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广义热弹模型的热力学基础与瞬态响应
1)

吴    华 *    邹绍华 *    徐成辉 *    尉亚军 *, †, 2)    邓子辰 *, 3)

* (西北工业大学力学与土木建筑学院, 复杂系统动力学与控制工信部重点实验室, 西安 710129)

† (西安交通大学机械结构强度与振动国家重点实验室, 西安 710049)

摘要　微纳科技的快速发展与超短脉冲激光技术的广泛运用, 对描述微纳尺度超快热冲击的广义热传导及其

热弹耦合理论提出迫切需求. 基于拓展热力学原理, 本文建立了考虑热传导双相滞后效应和高阶热流率的广义

热弹耦合理论. 类比于力学领域黏弹性本构关系的串联、并联模型, 并受 Green-Naghdi (GN)广义热传导模型

启发, 本文提出了热学“弹性”单元和“黏性”单元模型, 并采用串联、并联方法实现了 Cattaneo-Vernotte (CV)、

GN、双相滞后 (DPL)和Moore-Gibson-Thompson (MGT) 热传导模型的重构. 理论推导进一步表明, 本文新建

模型对应于热学 Burgers模型, 并得到了新模型中各相位滞后中松弛时间之间的比例关系. 运用拉普拉斯变换

方法, 研究了一维结构受边界热冲击和移动热源作用下的瞬态响应, 计算结果表明: 新模型克服了热波速度无

限大的悖论; 仅有边界热冲击载荷时, 新模型得到的响应结果均较大, 响应范围最小; 相比于无热源作用情形,

受移动热源作用时, 新模型会产生更大的峰值响应. 新模型与经典弹性理论耦合构建了广义热弹性理论, 运用

该理论, 可以清晰观察到在热波和弹性波波前的应力突变. 理论方面, 本文推动了拓展热力学与连续介质力学

的结合, 对于远离平衡态极端力学基础理论问题的研究具有启发意义; 应用方面, 本文研究结果可为激光等移

动热源作用下材料的瞬态响应分析提供理论基础和数值方法.

关键词　广义热弹耦合, 连续介质热力学, 双相滞后热传导, 拓展热力学, 热学伯格斯模型
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THERMODYNAMIC BASIS AND TRANSIENT RESPONSE OF GENERALIZED
THERMOELASTICITY1)

Wu Hua *    Zou Shaohua *    Xu Chenghui *    Yu Yajun *, †, 2)    Deng Zichen *, 3)
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Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710129, China)
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Abstract     The rapid development of micro/nano technology and the wide application of ultrashort pulsed laser
technology have put forward an urgent need for generalized heat conduction and thermoelastic coupling theory to
describe ultrafast thermal shock at micro/nano scale. Based on extended thermodynamic principle, a generalized
thermoelastic coupling theory considering the dual-phase-lagging effect of heat conduction and the rate of higher order
heat flux is established. Inspired by Green-Naghdi (GN) generalized heat conduction model, thermal "elastic" and
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"viscous" element models are proposed, which are similar to the series and parallel models of viscoelastic constitutive
relations in the field of mechanics. The Cattanoe-Vernotte (CV), GN, dual-phase-lag (DPL) and Moore-Gibson-
Thompson (MGT) heat conduction models were obtained by series and parallel methods. Theoretical derivation further
shows that the newly formulated model corresponds to the Burgers model of heat conduction. In these models, the
proportional relationship between the relaxation time of each phase lag is also obtained. Laplace transform method is
used to study the transient response of one-dimensional structure under thermal shock and moving heat source. The
results show that the present model overcomes the paradox of infinite thermal wave velocity. When the boundary thermal
shock load is applied, the results obtained by the new model have higher peak and the smallest affected region. And
under the effect of moving heat source, the new model can generate a larger peak response. The new model could
coupled with the classical elastic theory and built a generalized thermoelasticity. With this theory, the jump of stress at
wavefront of thermal wave and elastic wave can be clearly observed. Theoretically, this paper promotes the combination
of extended thermodynamics and continuum mechanics, which is of enlightening significance to the study of fundamental
theoretical problems far from equilibrium of extreme mechanics. For applications, this work can provide theoretical basis
and numerical method for the transient response analysis under the moving heat sources.

Key words    generalized thermoelastic coupling, continuum thermodynamics, dual-phase-lag heat conduction, extended
thermodynamics, Burgers model of heat conduction

 引 言

热传导理论是热弹耦合理论的重要基础, 经典

傅里叶热传导定律为

q(r, t) = −k∇T (r, t) (1)

k q T其中,    为热传导系数,    为热流,    为温度. 傅里叶

定律及其热弹耦合理论被广泛用于描述热力共同作

用下材料/结构的热传导和变形行为. 同时, 傅里叶

定律表明[1-3]: 热以无限大速度传导, 即一点的温度

变化能瞬间传导到无穷远处. 解决这一理论“悖论”
成为不断推动热传导方程深入发展的动力. 同时, 飞
速发展的激光、集成电路等技术领域, 具有作用载

体和作用环境极小、作用时间极短的特点, 使得器

件在极小空间、极短时间内产生大量热量. 建立在

宏观、近平衡态的经典热传导和热力耦合关系不再

适用于此类以微纳尺度和超快热冲击为代表的极端

非平衡态问题[4-6].
为此, 国内外学者提出了多种广义热传导模型,

并建立了相应的广义热弹性理论 . Cattaneo [7 ] 和
Vernotte[8] 提出了 CV (Cattaneo-Vernotte)热传导模型

q(r, t)+τq̇(r, t) = −k∇T (r, t) (2)

τ q̇其中,    为松弛时间,    为热流率, 松弛时间与热流率

的引入表征了热流的滞后效应. Tzou[9] 引入了热流

与温度梯度的松弛时间, 得到了双相滞后 (DPL)模型

q(r, t+τq) = −k∇T (r, t+τT ) (3)

τq τT其中,     ,     分别为热流相、温度梯度相的松弛时

间. 若左右两端分别按一阶泰勒级数展开, 可得到

q(r, t)+τq q̇(r, t) = −k
[
∇T (r, t)+τT∇Ṫ (r, t)

]
(4)

Green等[10-11] 提出了 GN (Green-Naghdi)热传导模型

q (r, t) = − [
k∗∇χ (r, t)+ k∇T (r, t)

]
(5)

k∗ χ χ̇ = T k∗ = 0其中,    为导热比,    为热位移:    . 当   时, 该
式退化为傅里叶定律. 对式 (5)求导, 可得

q̇(r, t) = −
[
k∗∇T (r, t)+ k∇Ṫ (r, t)

]
(6)

k∗ = k/τ通过量纲分析, 引入关系式    , 则 GN 热传导

方程可进一步改写为

τq̇(r, t) = −
[
k∇T (r, t)+ kτ∇Ṫ (r, t)

]
(7)

在 GN模型 (5)中也考虑热流率和松弛时间, 可以得

到 MGT (Moore-Gibson-Thompson) 热传导方

程[12-13]

q(r, t)+τq̇(r, t) = − [
k∗∇χ(r, t)+ k∇T (r, t)

]
(8)

k∗ = k/τ同样地, 考虑到关系式   , 则有

τq̇(r, t)+τ2 q̈(r, t) = −
[
k∇T (r, t)+ kτ∇Ṫ (r, t)

]
(9)

其他的广义热传导模型包括: Cao 等[14] 基于相

对论理论, 并计及声子质量, 建立的热质热传导方程;
Kuang[15] 通过引入惯性熵的概念, 建立的惯性熵理

论等.
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广义热传导的研究直接推动了广义热弹耦合理

论的发展. Lord 等[16] 在 CV 热传导模型的基础上,
建立了 LS 广义热弹性模型; Bazarra 等[17]在该模型

的基础上探讨了材料孔隙率对瞬态响应的影响 ;
Green 等[11] 建立了无耗散的 GN 热弹性理论; El-
Karamany 等[18] 考虑了滞后效应, 建立了 GN 模型

Ⅱ型和Ⅲ型的单相滞后、双相滞后模型; Alizadeh
Hamidi等[19] 探讨了 GN模型在 Euler-Bernoulli梁的

运用; Tzou[20-21] 由理论推导建立了 DPL热弹耦合理

论, 针对瞬态响应和滞后效应开展了大量实验研究;
Singh[22] 模拟了平面波在横观各向同性双相滞后广

义热弹性固体中的传播, 以图形方式显示了双相滞

后热弹性和 LS 广义热弹性情况下的传播角度 ;
Quintanilla[23] 发展了MGT热弹性理论, 并考虑了双

温下的扩展, 证明了解的多项式衰减; Youssef[24] 基
于热质热传导方程, 构建了双温度广义热弹性理论;
文献 [25-27] 建立并发展了 GL 热弹耦合理论, 讨论

了应变率的影响, 证明了解的唯一性定理. 此外, 考
虑空间尺度效应和时间记忆效应的热弹耦合理论也

已取得较大进展, 如分数阶微积分[28-31] 和非局部效

应[32-33] 的引入等.
综上, 广义热传导模型的形式多样, 对应的热弹

耦合理论也很丰富. 因此, 存在的问题有: (1) 如何从

连续介质力学视角, 建立起相关理论模型的热力学

基础; (2) 各模型之间存在怎样的关联, 如何揭示之.
基于拓展热力学原理, 本文建立了广义热弹耦

合理论的新模型, 是现有相关模型的统一形式, 可通

过参数赋值实现模型的退化. 此外, 提出了热学“弹
性”单元和“黏性”单元, 通过串并联模式实现了上述

模型的重构, 从而揭示了已有模型间的关系. 结合数

值分析结果, 研究了各模型中松弛时间等对瞬态响

应结果的影响规律.

 1     拓展热力学和广义热弹耦合理论

根据连续介质力学, 热力学第一定律为

ρU̇ = −∇ · q+ r+σ : ε̇ (10)

ρ U r σ

ε

其中,    为密度,    为比内能,    为内热源,    为应力

张量,    为应变张量. 热力学第二定律为

ρη̇+∇ · J s− r
T
⩾ 0 (11)

η J s其中,    为比熵,    为熵流矢量. 引入比亥姆霍兹自

ψ由能 

ρψ = ρU −ρTη (12)

由式 (10)~式 (12), 有

−ρψ̇+σ : ε̇−ρṪη−∇ · q+T∇ · J s ⩾ 0 (13)

根据拓展热力学, 现引入高阶热流[34]

−∇ ·Q(n) = Q̇(n−1) (n = 2,3) (14)

Q(1) q = Q(1)

ρη

其中一阶热流    是经典热流    . 经典热力学

中, 熵   是比内能和应变的函数. 对于拓展热力学,
假设其也是各阶热流、温度梯度的函数, 则拓展的

吉布斯方程为

ρη̇
(
U,ε,Q(1),Q(2),Q(3),∇T

)
=

ρ

(
∂η

∂U

)
U̇ +ρ

(
∂η

∂ε

)
: ε̇+

3∑
n=1

−αnQ(n) n
⊗ Q̇(n)−Υ∇T · ∇Ṫ (15)

n
⊗其中,    表示 n 阶内积, 可得

ρ

(
∂η

∂Q(n)

)
= −αnQ(n), ρ

(
∂η

∂∇T

)
= −Υ∇T

ψ由式 (12) 进一步可知, 比亥姆霍兹自由能   是

温度、应变、各阶热流和温度梯度的函数, 故有

ρψ̇
(
T,ε,Q(1),Q(2),Q(3),∇T

)
=

ρ

(
∂ψ

∂T

)
Ṫ +ρ

(
∂ψ

∂ε

)
: ε̇+

3∑
n=1

ρ

(
∂ψ

∂Q(n)

)
n
⊗ Q̇(n)+ρ

(
∂ψ

∂∇T

)
· ∇Ṫ (16)

其中

ρ

(
∂ψ

∂Q(n)

)
=

(
∂ψ

∂η

)
ρ

(
∂η

∂Q(n)

)
= TαnQ(n)

ρ

(
∂ψ

∂∇T

)
=

(
∂ψ

∂η

)
ρ

(
∂η

∂∇T

)
= TΥ∇T

代入式 (16), 有

ρψ̇
(
T,ε,Q(1),Q(2),Q(3),∇T

)
=

ρ

(
∂ψ

∂T

)
Ṫ +ρ

(
∂ψ

∂ε

)
: ε̇+

3∑
n=1

TαnQ(n) n
⊗ Q̇(n)+TΥ∇T · ∇Ṫ (17)

由式 (13)和式 (17)可得
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−ρ
(
η+

∂ψ

∂T

)
Ṫ +

(
σ−ρ∂ψ

∂ε

)
: ε̇− 3∑

n=1

TαnQ(n) n
⊗ Q̇(n)+TΥ∇T · ∇Ṫ + ∇ · q−T∇ · J s

 ⩾ 0

(18)

可得

σ = ρ
∂ψ

∂ε
(19)

ρη = −ρ∂ψ
∂T

(20)

−
( 3∑

n=1

TαnQ(n) n
⊗ Q̇(n)+TΥ∇T · ∇Ṫ+

∇ · q−T∇ · J s
)
⩾ 0 (21)

J s = T−1q经典热力学的熵流为   , 通过考虑高阶热流

项, 将其拓展为

J s = T−1q+β1Q(2) · q+β2Q(3) : Q(2) (22)

上式代入式 (21), 并由正定性得

−TΥ∇Ṫ −A1T−1q = χ0∇T (23)

−A2T−1∇T −Tα1 q̇+Tβ1∇ ·Q(2) = χ1q (24)

Tβ1∇q−Tα2Q̇(2)+Tβ2∇ ·Q(3) = χ2Q(2) (25)

Tβ2∇Q(2)−Tα3Q̇(3) = χ3Q(3) (26)

A1 A2 A1+A2 = 1 χi (i = 0,1,2,3) ⩾ 0其中,    和   满足   ,    . 考
虑式 (14), 并由式 (26)可得

Q(2) =
Tβ1

χ2
∇q− Tα2

χ2
Q̇(2)+

T 2β2

χ2

(
β2

χ3
∇ ·∇Q(2)− α3

χ3
∇ · Q̇(3)

)
(27)

将上式代入式 (24), 有

q+
Tα1

χ1
q̇ = −A2

χ1
T−1∇T+

Tβ1

χ1

Tβ1

χ2
∇2q+

Tβ1

χ1

Tα2

χ2
q̈−

Tβ1

χ1

Tβ2

χ2

Tβ2

χ3
∇2 q̇− Tβ1

χ1

Tβ2

χ2

Tα3

χ3

...q (28)

A1+A2 = 1考虑到   , 则式 (23)可改写为

A2∇T = −TΥ
χ0
∇Ṫ − A1T−1

χ0
q−A1∇T (29)

代入式 (28)(
1− A1T−2

χ0χ1

)
q+

Tα1

χ1
q̇ =

A1T−1

χ1
∇T +

Υ

χ0χ1
∇Ṫ+

Tβ1

χ1

Tβ1

χ2
∇2q+

Tβ1

χ1

Tα2

χ2
q̈−

Tβ1

χ1

Tβ2

χ2

Tβ2

χ3
∇2 q̇− Tβ1

χ1

Tβ2

χ2

Tα3

χ3

...q (30)

若取

Tαi = τq

(τq

l

)2n−2
χ1

(
1− A1T−2

χ0χ1

)
, i = 1,2,3 (31)

Tβi = −τq

(τq

l

)2n−2
χ1

(
1− A1T−2

χ0χ1

)
, i = 1,2 (32)

χi =

(τq

l

)2n−2
χ1

(
1− A1T−2

χ0χ1

)
, i = 2,3 (33)

以及

k = −A1T−1

χ1

(
1− A1T−2

χ0χ1

)−1

, τT =
Υ

A1T−1χ0

式 (30)可更新为

q+τq q̇ = −k∇T − kτT∇Ṫ+

l2∇2q−τ2
q q̈ + τql2∇2 q̇−τ3

q
...q (34)

ρψ

至此, 得到了广义热传导方程. 虽然, 本文中自由能

 与应变、温度以及各阶热流相关, 但由式 (19)和
式 (20) 可看出, 应力和熵本构关系具有经典热弹耦

合理论的形式. 广义热传导方程 (34) 同时考虑了时

空尺度效应, 若忽略空间尺度效应, 可得

q+τq q̇+τ2
q q̈+τ3

q
...q = −k∇T − kτT∇Ṫ (35)

显然, 上式可退化为 CV 模型 (2)、DPL 模型

(4)、GN模型 (7)和MGT模型 (9).

 2     热学“弹性”单元和“黏性”单元及广义热

传导方程的重构

上节中, 基于拓展热力学, 通过考虑热弹耦合得

到了应力、熵本构关系和广义热传导方程. 若将其

与运动学方程、能量守恒方程和应变−位移关系结

合, 则可建立广义热弹耦合模型. 同时发现, 本文得

到的广义热传导模型可退化为 CV,  DPL,  GN,
MGT等模型.
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χ χ̇ = T ω = ∇χ

为了进一步阐释各模型之间的内在关联, 类比

于黏弹性力学, 本节提出热学“弹性”单元和热学“黏
性”单元, 并通过串并联方式, 实现各广义热传导模

型的重构. 为此, 在一维问题中, 考虑 GN模型 (5)中
热位移   的概念 (   ), 热位移梯度记为   , 则
傅里叶定律 (1)可写作

q = −kω̇ (36)

k∇TGN模型 (5)中若忽略   项, 可得

q = −k∗ω (37)

q k∗ k

k∗ = k/τ

类比于力学, 称式 (37) 为热学“弹性”单元, 式 (36)
为热学“黏性”单元. 其中    为热流,     和    分别为热

学“弹性”单元和热学“黏性”单元的传热系数, 满足

关系式   . 基于以上单元, 现通过串并联模型,
揭示广义热传导模型间的关联. 基本模型如图 1所示.
  

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

(a)
(b)

(d)(c)

(e) 
图 1   热学黏弹性单元组合模型

Fig. 1    Combination model of thermovisco and thermoelastic elements
 

 2.1    CV 模型

如图 1(a) 示, 热弹性单元和热黏性单元串联组

合, 其结构与黏弹性理论中的Maxwell模型一致. 模
型两端的热流相等, 即

q = q1 = q2 (38)

χ而模型的总热位移   为各单元热位移之和, 则

ω = ω1+ω2 (39)

对式 (39)求导

ω̇ = ω̇1+ ω̇2 (40)

其中

ω̇1 = −
q̇
k∗
, ω̇2 = −

q
k

(41)

因此

ω̇ = −q
k
− q̇

k*
(42)

整理后可得 CV热传导模型

q+τq̇ = −k∇T (43)

 2.2    GN 模型

如图 1(b) 示, 热弹性单元和热黏性单元并联组

合, 其结构与黏弹性理论中的 Kelvin模型一致. 模型

的热位移与各单元的热位移相等, 而总热流为各单

元热流之和

ω = ω1 = ω2, q = q1+q2 (44)

可得到

q̇ = q̇1+ q̇2 = −kω̈1− k∗ω̇2 (45)

整理后可得 GN热传导模型

τq̇ = −k∇T − kτ∇Ṫ (46)

 2.3    DPL 模型

如图 1(c) 所示, 两端总热流和各部分的热流相

等, 总热位移为各单元热位移之和

q = q1 = q2, ω = ω1+ω2 (47)

对第 1部分有

q1 = −k1ω̇1 (48)

对第 2部分有

q̇2 = −k2ω̈2− k*2ω̇2 (49)

联立式 (47)~式 (49), 可得

ω̈ = − q̇
k1
− q̇

k2
− 1
τ2

(
ω̇+

q
k1

)
(50)

整理可得 DPL型热传导方程

q+ (1+
k1

k2
)τ2q̇ = −k1ω̇− k1τ2ω̈ (51)

k = k1 = k2 τ2 = τ

进一步, 若设定第 1 和 2 部分的单元参数一致, 即
 ,    , 方程改写为

q+2τq̇ = −k∇T − kτ∇Ṫ (52)

τq τT

值得指出的是, 该方法推导出的 DPL 模型是特殊

形式, 和一般形式 (具有两个松弛时间, 热流相松弛

时间    和温度梯度相松弛时间    ) 存在差异, 这是

因为推导过程中假定了两个黏性单元参数保持

一致.
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 2.4    MGT 模型

如图 1(d)示, 两端总热流和各部分的热流相等,
总热位移为两部分之和

q = q1 = q2, ω = ω1+ω2 (53)

对第 1部分有

q1 = −k∗1ω1 (54)

对第 2部分有

q2 = −k∗2ω2− k2ω̇2 (55)

联立式 (53)~式 (55)可得

ω = ω1+ω2 = −
q
k*1
− 1

k∗2
(q+ k2ω̇2) (56)

其中

ω̇2 = ω̇− ω̇1 = ω̇+
q̇
k∗1

(57)

联立式 (56)和式 (57)有

k∗1ω = −q−
k∗1
k∗2

q− k∗1τ2ω̇−τ2q̇ (58)

k = k1 = k2 τ2 = τ k∗1 = k∗2同样地, 若    ,     ,     , 则式 (58) 整
理为

2τq̇+τ2q̈ = −k∇T − kτ∇Ṫ (59)

q̇, q̈, ∇T, ∇Ṫ

虽然式 (59) 和 MGT 方程的一般形式仍有差别, 但
两式都是由    等分别作为函数构成的等

式, 仅仅是系数的差异. 而这一问题可以通过对常系

数的赋值加以解决. 事实上, 区分热传导模型也可以

通过对比所含的函数这一方法来完成.

 2.5    新模型——热场 Burgers 模型

基于以上的组合思想, 自然可以形成一种新的

模型. 如图 1 (f)示, 该模型在结构上是由Maxwell模
型和 Kelvin 模型串联组合形成, 与黏弹性理论中的

Burgers 模型的结构一致. 在前文推导的基础上, 可
以直接得出第 1和第 2部分的方程分别为

q1+τ1q̇1 = −k1ω̇1 (60)

q2 = −k∗2ω2− k2ω̇2 (61)

而对于该模型, 两端总热流和各部分两端热流仍然

相等, 总热位移为各部分热位移之和

q1 = q2 = q, ω = ω1+ω2 (62)

联立式 (60)~式 (62)并求导可得

q+
(
τ1+τ2+

k1

k2
τ2

)
q̇+τ1τ2q̈ = −k1ω̇− k1τ2ω̈ (63)

k = k1 = k2 τ = τ1 = τ2 k* = k*1 = k*2

假设模型中的弹性单元、黏性单元各自的参数均保

持一致, 即    ,     ,     , 则可

将式 (63)整理为

q+3τq̇+τ2q̈ = −k∇T − kτ∇Ṫ (64)

至此, 通过热学“弹性”和“黏性”单元的串并联组合,
重构了 CV, GN, DPL, MGT 热传导模型, 并通过

Burgers 模型得到了第 1 节基于拓展热力学的广义

热传导模型. 特别指出的是, 串并联模型给出了广义

热传导方程中各松弛时间的关系. 综合 2.1~2.5节的

推导, 广义热传导各模型的控制方程如表 1第 2列所示.
  

表 1   广义热传导模型的变换和统一化

Table 1    Transformation and unification of generalized heat conduction models

Model Heat conduction equation Transformed equation M̄  N̄ 

CV q+τq̇ = −k∇T  q+τsq = −k∇T  1+τs  1

GN τq̇ = −k∇T − kτ∇Ṫ  τsq = −k∇T − kτs∇T  τs  1+τs 

DPL q+2τq̇ = −k∇T − kτ∇Ṫ  q+2τsq = −k∇T − kτs∇T  1+2τs  1+τs 

MGT 2τq̇+τ2q̈ = −k∇T − kτ∇Ṫ  2τsq+τ2 s2q = −k∇T − kτs∇T  2τs+τ2 s2  1+τs 

new model q+3τq̇+τ2q̈ = −k∇T − kτ∇Ṫ  q+3τsq+τ2 s2q = −k∇T − kτs∇T  1+3τs+τ2 s2  1+τs 

 

 3     算例计算

考虑一维半无限的材料受边界热冲击和移动热

源的作用, 假设无穷远处不受扰动, 且左侧边界无应

力, 因此, 边界条件可表达为

σ(x, t)x=0 = 0, θ(x, t)x=0 = T0H(t)
u(x, t)x→∞→ 0, θ(x, t)x→∞→ 0

θ = T −T0 T0 H(t)其中,    为温度变化值,    为起始温度,  
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u为 Heaviside 单位阶跃函数,    为位移. 一维问题下,
运动平衡方程为

∂σ

∂x
= ρü (65)

考虑了热力耦合的应力本构方程为

σ = (λ+2µ)ε− (3λ+2µ)αθθ (66)

λ µ αθ其中,    和   是拉梅常数,    是热膨胀系数. 几何方程为

ε =
∂u
∂x

(67)

能量守恒方程为

∂q
∂x
= Q−ρT0η̇ (68)

Q其中   为热源. 熵本构方程为

ρT0η = (3λ+2µ)αθT0ε+ρcEθ (69)

为简单起见, 表 1中的广义热传导方程统一写为

Mq = −Nk
∂θ

∂x
(70)

M = 1+τ∂t N = 1

M = 1+3τ∂t +τ
2∂tt N = 1+τ∂t

其中, M 和 N 是微分算子, 如表 1 第 2 列所示: 对于

CV 模型, 有   ,    ; 对本文新建模型, 有
 ,    . 热传导方程经拉普拉

斯变换后的变换方程如表 1第 3列所示.
联立式 (65)~式 (70), 可得位移和温度的控制方程

(λ+2µ)∇2u−γ∇θ = ρü (71)

kN∇2θ = M(T0γ∇u̇+ρcE θ̇−Q) (72)

∇ = ∂

∂x
γ = (3λ+2µ)αθ其中   为微分算子,    .

定义无量纲变量如下

(x̃, ũ) = n1n2(x,u)

(t̃, τ̃) = n2
1n2(t, τ)

σ̃ =
σ

µ

θ̃ =
θ

T0

Q̃ =
Q

kT0n2
1n2

n1 =

√
λ+2µ
ρ

n2 =
ρcE

k
其中   ,    . 式 (66)、式 (71) 和式

(72)无量纲化后为 (为了简洁, 省略了波浪线)

σ = β2∇u−bθ (73)

β2∇2u−b∇θ = β2ü (74)

N∇2θ = M(g∇u̇+ θ̇−Q) (75)

其中 

β2 =
λ + 2µ
µ

b =
(3λ+2µ)αθT0

µ

g =
(3λ+2µ)αθ

kn2

本文运用拉普拉斯变换方法求解这一问题, 为
此对式 (73)~式 (75)做拉普拉斯变换, 可得

σ̄ = β2∇ū−bθ̄ (76)

β2∇2ū−b∇θ̄ = β2s2ū (77)

N̄∇2θ̄ = M̄(gs∇ū+ sθ̄− Q̄) (78)

M̄ N̄其中 ,  变换后的 M 和 N(即    和     ) 如表 1 第 4、
5列所示. 联立式 (77)和式 (78)可得

A∇4ū−B∇2ū+Cū = D (79)

其中 
A = N̄β2

B = N̄β2s2+ M̄gbs+ M̄β2s

C = M̄β2s3

D = −M̄b∇Q̄

至此, 可以通过设定不同的热源函数求解不同条件

下的式 (79).

Q̄ = 0 3.1    热源函数 

式 (79)退化为

A∇4ū−B∇2ū+Cū = 0 (80)

该方程的特征方程有 4 个根, 考虑到一维半无限问

题下, 无穷远处不受扰动, 故舍去两个正根. 位移、

温度、应力解的形式为

ū =
2∑

i=1

ūie−ki x̄

θ̄ =

2∑
i=1

θ̄ie−ki x̄

σ̄ =

2∑
i=1

σ̄ie−ki x̄


(81)

2802 力            学            学            报 2022  年 第  54  卷



ki =

√
B±
√

B2−4AC
2A

(i = 1,2)其中   .

将式 (81)代入式 (76)~式 (78)中, 可解得

ūi = ūθi θ̄i, ūθi = bki/(β2s2−β2k2
i ) (82)

σ̄i = σ̄
θ
i θ̄i, σ̄θi = −(β2kiūθi +b) (83)

边界条件经拉普拉斯变换后为

2∑
i=1

σ̄i = 0,
2∑

i=1

θ̄i =
1
s

(84)

联立式 (82)~式 (84), 可得方程组

σ̄1 + σ̄2 = 0

θ̄1 + θ̄2 =
1
s

 (85)

联立式 (83)和式 (85), 可解得温度表达式为

θ̄1 =
σ̄θ2(

σ̄θ2− σ̄
θ
1

)
s

θ̄2 =
σ̄θ1(

σ̄θ1− σ̄
θ
2

)
s


(86)

ūθi σ̄θi

θ̄i

ūi σ̄i

由式 (82)可知,    已知, 可由式 (83)进一步解得   ,
又由式 (86)可解得   , 再回代至式 (82)和式 (83), 分
别解得   和   . 至此, 求得响应的拉普拉斯域解答.

Q̄ = L(Q) =
Q0

ν
e−

s
ν x

 3.2    移动热源 

式 (79)具体表示为

A∇4ū−B∇2ū+Cū = De−
sx
v (87)

D =
bs
v2 M̄Q0

uQe−
sx
v

其中,    . 同样地, 舍去特征方程的两个正

根, 方程特解形式为   , 则位移方程为

ū = ū1e−r1 x̄ + ū2e−r2 x̄ + ūQe−
sx̄
v (88)

其中 

r1 =

√(
B−

√
B2−4AC

)
/(2A)

r2 =

√(
B+

√
B2−4AC

)
/(2A)

ūQ =
D

A(s/v)4−B(s/v)2+C

拉普拉斯域中的温度、应力解同样可表示为

θ̄ = θ̄1e−r1 x̄ + θ̄2e−r2 x̄ + θ̄Qe−
sx̄
v (89)

σ̄ = σ̄1e−r1 x̄ + σ̄2e−r2 x̄ + σ̄Qe−
sx̄
v (90)

将式 (88)和式 (89)代入式 (76), 可得

ūi = ūθi θ̄i, ūθi = bri/(β2s2−β2r2
i ) (91)

ūQ = ūθQθ̄Q, ūθQ =
bv

β2s(v2−1)
(92)

联立式 (76)、式 (88)、式 (91)和式 (92), 可解得

σ̄i = σ̄
θ
i θ̄i, σ̄θi = −(β2riūθi +b) (93)

σ̄Q = σ̄
θ
Qθ̄Q, σ̄θQ = −[(s/v)β2ūθQ+b] (94)

边界条件经拉普拉斯变换为

σ̄1+ σ̄2+ σ̄Q = 0

θ̄1+ θ̄2+ θ̄Q = F(s) =
1
s

 (95)

联立式 (94)和式 (95), 可得

θ̄1 =
σ̄θ2− σ̄

θ
Q

σ̄θ1− σ̄
θ
2

θ̄Q−
σ̄θ2

σ̄θ1− σ̄
θ
2

F(s)

θ̄2 =
σ̄θ1− σ̄

θ
Q

σ̄θ2− σ̄
θ
1

θ̄Q−
σ̄θ1

σ̄θ2− σ̄
θ
1

F(s)


(96)

其中 
θ̄Q =

D

ūθQ[A(s/v)4−B(s/v)2+C]

σ̄θQ = −
(

b
v2−1

+b
)

σ̄1 σ̄2 ū1 ū2进一步,    ,    ,    ,    可由式 (89)、式 (90) 和
式 (92) 联立得到. 将相关参数代入拉普拉斯空间中

的应力、温度、位移方程即得解拉普拉斯域下的应

力、温度、位移响应.

 4     结果与分析

x = 0.12

在上一节中对问题进行了描述并给出了数值方

法. 本节将对所得数据进行讨论. (1) 在无热源的情

况下, 将对四个基本模型和新模型的温度、位移、

应变响应进行对比; (2) 在移动热源下的各模型温

度、位移、应变响应对比; (3)对比不同热源移速下

 处 DPL 模型和新模型温度、位移、应变的

时间演化特征. 材料常数如表 2示.

M N通过对   和   的不同赋值可以实现不同模型的

转化 ,  由此可以计算得到无热源状态下各模型
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t = 0.06

x = 0.3

x = 0.3

x = 0.3

x = 0.3

x = 0.3

 时刻的空间响应如图 2 所示. 图 2(a) 为无热

源状态下各模型位移响应的空间分布特征. 新模型

表现出相比于其他模型更为激进的变化, 而 GN 模

型则更趋保守. 具体为: 新模型会发生更大的峰值位

移, 同时位移在空间上递减更快, 至热波边界 

处为 0, 变形区域更小. 相反地, GN模型产生最小的

峰值位移响应, 位移递减的曲线也最为平缓, 变形区

域最大. 图 2(b) 为无热源状态下各模型应力响应的

空间分布特征. 各模型均在约产生突变, CV, MGT
和新模型在约     ,  即热波边界处产生突变 ,

 处以外的区域热波尚未到达, 不产生应力响

应. 而 GN 和 DPL 模型并没有清晰的波前突变, 反
映出光滑连续的分布特点 .  新模型相比于 CV 和

MGT模型在波前产生的应力更小. 图 2(c)为无热源

状态下各模型温度的空间分布特征. 与应力特征类

似, CV, MGT和新模型在约   , 即波前处的温度

并不连续, 热边界条件对    以外的区域不产生

温度影响. 新模型在波前的温度响应更小, 而 GN和

DPL模型的温度分布光滑连续, 逐步归于无响应. 综
合以上信息, 新模型在热波到达时, 位移与应力响应

峰值更大, 但响应区域更小. 新模型和 CV, MGT 模

型均有明显的波前突变, 在热波未达区不产生响应,
但新模型的波前突变更小. GN 和 DPL 模型则呈现

光滑连续的变化, 响应区域更大.
v = 2

x = 0.12

在移动热源移速    的作用下, 各模型位移、

应力、温度的空间分布如图 3 所示. 图 3(a) 为移动

热源下各模型位移响应的空间分布, 相比于无热源

状态, 各模型的位移均有较大增加, 尤其在  

处即移动热源作用处, 位移达到最大值. 新模型仍然

具有各模型中最大的位移, 同时位移在空间上的递

减也更快, 变形区域最小. 图 3(b)为移动热源下各模

型应力响应的空间分布, 热源作用下的应力峰值相

比于无热源状态明显增大. 无热源状态下的应力峰

值约为 0.05, 移动热源下的峰值应力已跃升至约

0.125, 且应力峰值出现在移动热源作用处. 新模型表

现出最大的峰值应力, 而 GN 模型应对热源作用产

生的应力变化则最小. 图 3(c) 为移动热源下各模型

温度的空间分布. 热源作用下必然会引起各模型温

度峰值的上升, 其中尤为明显的是 CV, MGT和新模

型. 其温度曲线也在, 即波前处发生突变, 回复为常

温状态. GN 和 DPL 模型的温度曲线是光滑连续的,

表 2   材料常数表 (铜)

Table 2    Material constants (copper)

λ/GPa  µ/GPa  αθ/
(
m ·K−1

)
  ρ/

(
kg ·m−3

)
  cE/

(
J ·kg−1 ·K−1

)
  T0/K 

77.6 38.6 1.78 × 10−5 8945 381 293
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图 2   无热源下各模型位移、应力、温度响应

Fig. 2    Displacement, stress and temperature responses of each model
without heat source
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x = 0.12

x = 0.12

温度沿空间逐步降至常温, 故温度变化的区域更广.
由于移动热源的作用, 导致各模型无论在波前、波

后均产生更大的位移、应力和温度响应, 同时在移

动热源作用点   处相比无热源情况明显升高.
同无热源状态的响应特点相似的是: CV, MGT和新

模型在波前的响应也存在突变, 新模型的突变更小.
与无热源状态的响应特点不同的是: CV, MGT和新

模型在热源作用点   处也产生了突变, GN 和

DPL 模型无论在热源作用点和波前处, 均呈现光滑

连续的变化特点.
x = 0.12 v = 2 v = 4

t = 0.06 t = 0.03

v = 2

DPL 模型和新模型在    处受    和  

的移动热源作用, 移动热源到达该点的时间分别为

 和   , 其时间演化特征如图 4所示. 图 4 (a)
为该作用环境下位移随时间演化的规律. 两模型均

在经历过移动热源的加热后产生较大位移 , 其中

 热源作用下的位移响应更大.
新模型的位移响应较 DPL模型峰值更高. 图 4(b)

为 DPL和新模型的应力时间演化曲线. 由于移动热
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图 3   移动热源下各模型的位移、应力、温度响应

Fig. 3    Displacement, stress and temperature responses of each model
under moving heat source
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图 4   移动热源下 DPL模型和新模型位移、应力、温度的时间

演化特征

Fig. 4    Evolution laws of displacement, stress and temperature of DPL
model and new model under moving heat source
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源的加热作用, DPL 和新模型均在热源到达时取得

极值. 新模型具有比 DPL 模型更大的峰值应力. 在
移动热源离开该点后, 新模型的应力响应迅速回复

至与 DPL模型相近的水平. 图 4(c)为该作用环境下

温度的时间演化曲线. 与图 4(b) 类似, DPL 和新模

型经历热源作用后, 温度均有明显上升. 在温度上升

阶段, 新模型表现出比 DPL 模型更大更快的变化,
拥有更高的峰值温度. 新模型的温度回复也较快, 与
应力时间演化曲线呈现的特点一致, 新模型在受热

源作用前后产生了突变. 离开移动热源作用后, 新模

型的温度响应迅速回复至与 DPL 模型相近的数值,
之后两模型以较为近似的曲线缓慢下降. 热源移速

的变化, 使得各项数据的达峰时间随移速的增大而

提前. 在时间演化特征曲线上, 可以明显看到新模型

在热源作用时产生的响应突变, 而 DPL模型则呈现

为光滑连续的变化, 这一点和空间响应呈现的特征

是一致的.

 5     总 结

q̇ ∇Ṫ

超快热冲击等极端热作用环境下, 以傅里叶定

律为代表的经典热传导理论不再适用, 为发展非平

衡态热弹耦合新理论提出迫切需求. 学者们通过拓

展经典热传导方程, 已提出多种广义热传导模型, 并
通过热力耦合建立了广义热弹性理论. 为了阐清已

有各模型间的内在关联, 并进一步发展极端热弹耦

合理论, 本文基于拓展热力学原理, 建立了考虑高阶

项的广义热传导理论, 其可退化为已有相关理论. 同
时, 类比于黏弹性力学理论, 本文抽象出热学“弹性”
单元和“黏性”单元模型, 基于串并联方式实现了已

有各广义热传导方程的重构, 并通过 Burgers模型得

到了本文新建立的热传导方程, 又利用拓展热力学

原理, 在原理层面上推导支撑了新模型的理论基础.
广义热传导方程的重构过程也揭示了部分模型中,
热流率相与温度梯度率相的松弛时间的比例关系.
如对 DPL模型而言, 热流率   相与温度梯度率   相

的松弛时间的比例为 2:1. 数值结果表明: 无移动热

源作用时, 新模型得到的位移、应力、温度响应峰

值更大, 影响范围较小; 在移动热源作用下, 新模型

预测的响应峰值明显升高, 且高于其他模型. 对比

DPL模型, 新模型在拥有 DPL模型双相滞后特点的

同时, 解决了热波速度无限大的悖论, 在响应曲线上

反映出清晰的波前突变. 本研究将推动远离平衡态

极端热弹耦合理论的发展, 并为相关问题的求解提

供了分析方法.
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