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移动载荷作用下浮冰的非线性动力学响应
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摘要　本文考虑非线性、惯性和阻尼的影响, 研究了任意深度二维理想流体顶部浮冰的振动. 对相关的拟微分

算子进行展开并将非线性项保留至三阶后, 完全非线性问题被简化为仅与自由面上的变量相关的三阶截断模

型. 为了验证简化模型的准确性, 重点关注了自由孤立波解. 在不考虑阻尼的情况下, 采用多重尺度方法推导了

三阶非线性薛定谔方程 (NLS), 利用该方程预测了任意水深下原始欧拉方程中自由波包型孤立波解的存在性及

三阶截断模型的准确性. 相比于 Dinvay等所提出的二阶模型, 三阶截断模型的优势在于其对应的三阶 NLS具

有准确的非线性项系数, 能够在最小相速度附近更好地模拟冰层的动力学响应. 进一步地对自由孤立波解进行

数值计算, 数值结果表明三阶截断模型在分岔曲线和孤立波波形上均与完全欧拉方程吻合良好, 准确性高于二

阶截断模型. 基于三阶截断模型, 探究了匀速局域化载荷作用下的浮冰非线性动力学响应并将时间依赖解与实

验测量数据进行比较, 数值计算结果与实验记录吻合良好.
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Abstract     Vibrations of a floating ice cover on top of a two-dimensional ideal fluid of arbitrary depth are studied when
the effects of nonlinearity, inertia, and damping are all considered. We reduce the fully nonlinear problem to a cubic-
truncation system involving variables on the free surface by expanding the relevant pseudo-differential operators and
retaining nonlinear terms up to the third order. To validate the accuracy of the reduced model, we focus on the free
wavepacket solitary wave solutions. In the absence of damping, the normal form analysis is performed to derive the cubic
nonlinear Schrödinger equation, which predicts the existence of free wavepacket solitary waves in the primitive equations
and the accuracy of the cubic-truncation model. The main advantage of the cubic-truncation approximation over the
quadratic-truncation model is that the resultant NLS equation has correct coefficient of the nonlinear term, which allows a
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better approximation of dynamic responses of the ice cover near the phase speed minimum. Solitary waves are then
numerically computed, and it is shown that the cubic-truncation approximation agrees well with the full Euler equations
for bifurcation curves and wave profiles, indicating that the reduced model is more accurate than the quadratic truncation
model. The nonlinear dynamic response of a floating ice sheet to a fully localized constant-moving load is investigated
based on the cubic-truncation model. The time-dependent solutions are compared with the data from the field
measurements, and good agreement is achieved between the numerical results and experimental records.

Key words    hydroelastic wave, wave-structure interaction, free-surface flow

 

引言

作为经典水波理论的扩展, 水弹性波考虑了自

由面的弹性效应, 可用于描述弹性薄板与流体之间

的相互作用. 对水弹性波的研究起源于对高纬度地

区大型冰盖的利用, 这些冰盖常被作为季节性的交

通通道供车辆行驶及小型飞机起飞降落. 当车辆或

小型飞机在冰盖上行驶时, 移动的压力源会激发一

系列在冰层和流体界面处传播的波, 称之为水弹性

波, 其涉及的回复力包括重力和冰层变形对流体施

加的弹性. 与重力毛细波不同, 水弹性波的波长可达

到数十米甚至上百米 ,  因此在实验中更易观测 .
Takizawa[1] 和 Squire 等[2] 分别在 Lake Saroma 和
McMurdo Sound对移动载荷作用下的冰层响应进行

了测量, 得到了不同运动速度下的冰层挠度及应变.
为了更好地理解运动载荷下的冰层响应问题,

许多研究者从理论上对水弹性波进行了细致的研

究, 但早期的研究多基于线性理论. Kheisin[3] 在研究

点载荷及线载荷作用下的冰层位移时发现线载荷存

在两个临界速度, 在临界速度下冰层挠度趋于无穷.
Nevel[4] 扩展了 Kheisin的分析方法以处理分布在圆

形区域上的均匀载荷, 发现点载荷也存在对应的临

界速度. 进一步的分析表明这个临界速度就是自由

水弹性波的最小相速度[5]. 接着文献 [6]运用渐近傅

里叶展开研究了匀速运动载荷激发的远场稳定波

形, 发现临界速度恰巧为水弹性波的群速度, 由此给

出了临界速度处冰层响应趋于无穷的物理解释. 与
此同时, 他们还在不同的系统参数下得到了各类复

杂的波形包括焦散和零波响应区. Babaei 等[7] 以及

van der Sanden和 Short[8] 利用卫星观测了车辆在冰

面上行驶时所激发的波形, 观测结果验证了文献 [6]
对远场波形的理论预测. Schulkes等[9] 在文献 [6]工
作的基础上, 进一步考虑了冰层压应力, 均匀流以及

流体分层对冰层响应的影响. 对于临界速度处所出

cmin t1/2 t

√
gH

H

t1/3

√
gH

√
gH

现的奇性, Kheisin[10]意识到可以从瞬态冰层动力学

响应入手, 分析结果表明, 当线载荷以最小相速度

 运动时水弹性波振幅与    成正比,     为时间参

数. Schulkes和 Sneyd[11]则在研究匀速线载荷作用下

的时间依赖响应时得到了第二个临界速度  

(g 为重力加速度,    为水深), 当载荷以此速度运动

时水弹性波振幅与    成正比. 然而 Nugroho 等[12]

的研究结果却发现在三维情况下, 当载荷运动速度

为   时仍然可以得到稳态有界波形, 并不会出现

水弹性波振幅无限增长的情况, 因此   并不能称

之为临界速度. Miles和 Sneyd[13] 探究了加速载荷作

用下的冰层响应, 研究结果显示将载荷从静止逐渐

加速到两个临界速度可以避免冰层响应在临界速度

处的奇异.

V = cmin

在对冰层动力学响应的实验研究中, Wilson[14]

最早发现了观测点处冰层最大垂直位移对应的时刻

与载荷经过观测点的时刻之间的差异 .  随后

Beltaos[15], Takizawa[1] 以及 Squire 等[2] 在他们的实

验中证实了这种滞后效应的存在. 同时 Takizawa[1]

在控制方程中引入耗散项对实验中出现的滞后效应

进行了解释, 但其所考虑的仅是稳态冰层响应而无

法得到冰层响应的时历曲线. Hosking等[16], Wang等[17]

利用记忆函数在线性理论中引入黏弹性得到了临界

速度   处的有界冰层响应以及滞后行为.
黏性项的引入能够合理地解释实验中所出现的

滞后效应, 但利用线性理论对临界速度附近的大振

幅冰层动力学响应进行探究仍然存在较大的局限,
因此非线性对于描述移动载荷作用下的冰层效应同

样重要. Părău 和 Dias[18] 在考虑线性理论中的两个

共振 (奇点)情况时首次引入非线性效应并得到了临

界速度附近的有界冰层位移. Dinvay等[19] 考虑非线

性、黏性以及惯性效应, 利用 Dirichilet-Neumman算
子建立了能够描述各类运动载荷下冰层响应的完全

色散弱非线性模型并通过数值计算结果与实验结果
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cmin

之间的对比验证了模型的有效性. 但是需要指出的

是由于非线性项仅保留至二阶, 该模型对应的非线

性薛定谔方程是不准确的. 在利用二阶模型计算临

界速度附近的冰层动力学响应时所得到的数值结果

可能会与实验结果存在较大差异. 除此之外, 他们所

关注的实验均为水深较小的情况, 而未对 Squire等[2]

在深水中的实验进行讨论. 因此仍需要发展更为准

确的非线性黏弹性理论来描述不同水深情况下临界

速度   附近的冰层大幅度挠曲.
通过对相关的拟微分算子进行展开并将非线性

项保留到三阶, 本文将完全非线性二维问题转化为

仅与自由面上变量相关的一维系统, 即三阶截断模

型. 为验证三阶截断模型的准确性及其相对于二阶

模型[19] 的优势, 本文从理论和数值上对波包型孤立

波解进行了探究. 理论上不考虑黏性和外加载荷的

作用, 采用多重尺度方法推导三阶非线性 Schrö-
dinger 方程, 基于此方程预测不同水深下孤立波解

的存在性以及三阶截断模型的准确性. 数值上仍然

暂不考虑黏性和外加载荷, 计算完全欧拉方程、三

阶截断模型以及二阶截断模型在两个典型水深下的

孤立波解及分岔曲线. 数值结果表明, 三阶截断模型

能够较好地与欧拉方程吻合, 其精度远高于二阶截

断模型. 最后将黏性和外加载荷考虑在内, 基于发展

的三阶截断模型对两个工况中移动载荷作用下的浮

冰动力学响应进行数值模拟并将数值结果与实验记

录进行对比. 

1     数学模型及数值方法

ρ h

ρi d

x y

g η(x, t)

ϕ

考虑密度为   , 水深为   的不可压缩、无黏流体,
其顶部自由面覆盖密度为    , 厚度为    的无限大冰

层, 可通过弹性形变对流体施加回复力. 假设冰层在

受到移动载荷作用前没有受到压缩或拉伸. 流体底

部为刚性边界, 不可穿透. 建立二维笛卡尔坐标系,
使    轴与未发生形变时的冰层重合,     轴垂直向上,
与重力加速度   的方向相反, 冰层位移为   . 流体

运动无旋, 因此引入速度势函数    , 其满足 Laplace
方程

ϕxx +ϕyy = 0, −h < y < η(x, t)

自由面上的运动学及动力学条件为

ηt −ϕy+ϕxηx = 0

ϕt +
1
2

(
ϕ2

x +ϕ
2
y

)
+gη+

P
ρ
= p(x, t)

P p(x, t)其中,    为冰层弹性变形引起的回复力,    表示

施加的外力载荷. 采用 Toland[20] 提出的水弹性模型,
同时考虑冰层的惯性及黏性, 于是自由面上的法向

应力平衡方程为

P = Pa+D
(

1
2
κ3+ κss

)
+ρiηtt +bηt

Pa D =
Ed3

12(1− ν2)
κ s

b > 0

ϕy = 0, y = −h

其中   为大气压, 恒为常数,    为冰层的

弹性刚度,     为冰层曲率,     为弧长参数, 黏性参数

 . 本文将冰层视为各向同性材料, 一方面是由于

各向异性材料所涉及的弹性参数过于复杂, 在建立

数学模型描述法向应力突变时会存在较大的困难;
另一方面, Takizawa[1] 在实验中测量了冰层在横向

和纵向上的弹性模量, 两者之间差异不大. Squire等[2]

也指出真实弹性模量与冰层响应并不直接相关, 更
为重要的是实验中的有效弹性模量, 因此本文采用

了简化的各向同性假设[6, 19, 21, 22] 并使用了实验测量

得到的有效弹性模量. 此外底部边界处满足不可穿

透条件   .(
D
gρ

) 1
4

,

(
D

gρ5

) 1
8

,

(
Dg3

ρ

) 1
8

,

(
D3g
ρ3

) 1
8

选取    为单

位长度、单位时间、单位速度及单位势函数对原始

欧拉方程进行无量纲化. 于是可得无量纲化后的欧

拉方程

ϕxx +ϕyy = 0, −h < y < η(x, t) (1)

ηt = ϕy−ηxϕx, y = η(x, t) (2)

ϕt +
1
2

(
ϕ2

x +ϕ
2
y

)
+η+

(
1
2
κ3+ κss

)
+αηtt +βηt = p,

y = η(x, t)
(3)

ϕy = 0, y = −h (4)

α =
ρid
ρ

(
ρg
D

) 1
4

β =
b
ρ

(
Dg3

ρ

)1/8

其中，惯性系数   , 黏性系数   .
 

1.1    三阶截断模型

y

为了计算载荷作用下的冰层响应并将数值结果

与已有的实验结果进行对比 ,  引入 Dir i ch i l e t -
Neumman (DtN)算子对原始欧拉方程进行近似处理.
利用该算子可避免求解自由边界上的 Laplace方程,
将自由面处的边界条件转化为以正则变量表达的形

式, 消去边界条件对   坐标的依赖, 将原始的二维问
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ξ(x, t) = ϕ(x,η(x, t), t)

题转换为一维系统. 同时可对惯性项所引入的二阶

时间导数项进行处理, 便于进行后续的时间依赖计

算 .  令自由面处的速度势函数     ,

定义 DtN算子

G(η)ξ = ϕy−ηxϕx

η

G(η)

Craig 和 Sulem[23] 已经证明当    的范数小于一

个确定的值,    是解析的并且可以展开为级数形式

G(η)ξ =
∞∑
j=0

G j(η)ξ

其前三项可写为

G0 = Dtanh(hD)

G1 = −G0ηG0−∂xη∂x

G2 =
1
2
∂xxη

2G0+
1
2

G0η
2∂xx +G0ηG0ηG0

D = (−∂xx)1/2 G0 = D

ηtt

其中    . 深水情况下    , 其他两项形

式不变. 由此, 惯性项   可用 DtN算子表示

ηtt =(G(η)ξ)t = G(ηt)ξ+G(η)ξt =

(G0+G1+G2)ξt +G1(G0ξ)ξ+G1(G1ξ)ξ+

G0(ηG0ξ)ξxx +∂xxη(G0ξ)2+

G0(G0ξ)G0ηG0ξ+G0ηG0(G0ξ)2

ξ这里保留至关于   的三阶项. 将用 DtN 算子表示的

各项代入自由面的运动学和动力学条件, 可得

ηt −G0ξ = (G1+G2)ξ (5)

Fξt =−
1
2

[
ξx

2− (G0ξ)2−2(G0ξ)(G1ξ)−2ηxξxG0ξ
]
−η−

α[G1(G0ξ)ξ+G1(G1ξ)ξ+G0(ηG0ξ)ξxx+

∂xxη(G0ξ)2+G0(G0ξ)G0ηG0ξ+G0ηG0(G0ξ)2]−(
1
2
κ3+ κss

)
−β (G0+G1+G2)ξ+ p (6)

算子 F定义为

F = 1+αG0+α(G1+G2)

1+αG0将   记为 K. 对算子 F取逆算子可得

F−1 = K−1−αK−1(G1+G2)K−1+α2K−1G1K−1G1K−1

则动力学边界条件可进一步写为

ξt +K−1(1+∂xxxx)η =

− 1
2

K−1
{
ξx

2−G0ξ
[
(G0ξ)−2G0ηG0ξ−2ηξxx

]}−
F−1

(
1
2
κ3+ κss

)
+K−1ηxxxx+

α

2
K−1G1K−1

[
ξx

2− (G0ξ)2
]
−

αK−1[G1(G0ξ)ξ+G1(G1ξ)ξ+G0(ηG0ξ)ξxx+

∂xxη(G0ξ)2+G0(G0ξ)G0ηG0ξ+G0ηG0(G0ξ)2]−

α2K−1G1K−1G1K−1η+α2K−1G1K−1G1(G0ξ)ξ+

αK−1(G1+G2)K−1η−βK−1(G0+G1+G2)ξ+

αβK−1G1K−1(G0+G1)ξ+αβK−1G2K−1G0ξ−

α2βK−1G1K−1G1K−1G0ξ+F−1 p (7)

这里将式 (5)和式 (7)称为三阶截断模型. 

1.2    数值方法

本文将通过拟谱法在周期域上对三阶截断模型

进行数值求解, 所有的导数项均在傅里叶空间中计

算, 而非线性项则在物理空间中进行计算. 首先对方

程式 (5)和式 (7)进行傅里叶变换

η̂t − k tanh(kh)̂ξ = N̂1

ξ̂t +
1+ k4

1+αk tanh(kh)
η̂ = N̂2

R =

√
k tanh(kh)(1+ k4)
1+αk tanh(kh)

设     ,  则原三阶截断模型

可写为

p̂ = η̂+
ik tanh(kh)
R ξ̂

q̂ = η̂− ik tanh(kh)
R ξ̂

进一步地

p̂t + iRp = N̂1+
ik tanh(kh)
R N̂2

q̂t − iRq = N̂1−
ik tanh(kh)
R N̂2

ξ η p q由于   和   均为实数, 关于   ,    的两方程实际上

是等价的, 因此对三阶截断模型的求解可以简化为

对下式的求解

p̂t + iRp = N̂(p) (8)

ξ

η

在数值求解方程式 (8) 后, 可以进一步得到  

和 
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η̂ =
1
2
[
p̂(k)+ p̂(−k)∗

]
ξ̂ =

R
2ik tanh(kh)

[
p̂(k)− p̂(−k)∗

]
p̂t = −ickp̂在计算行波解时令   , 得到关于傅里叶

系数的非线性代数方程, 继而利用牛顿迭代法对该

非线性系统进行求解. 对于时间依赖的数值计算, 本
文结合积分因子采用经典的四阶龙格-库塔方法进

行时间积分[24], 同时在计算中通过对傅里叶模态加

倍来解决由于混叠效应带来的数值误差. 

2     模型验证及数值结果
 

2.1    孤立波解及模型验证

hc = 233

β = 0

η ∼ O(ε) ϕ ∼ O(ε) ε

y = 0

本节从自由波包型孤立波解入手, 通过比较完

全欧拉方程、三阶截断模型和二阶截断模型的孤立

波解, 验证三阶截断模型的准确性, 说明三阶截断模

型相比于二阶截断模型[19] 更为合理. 在弱非线性理

论中, 波包型孤立波存在的条件是: 群速度与相速度

在非色散点相等且在此波数下对应波包方程为焦聚

型. 在不考虑惯性项的情况下, 水弹性波所对应的三

阶非线性薛定谔方程 (NLS) 的性质会在临界水深

 发生变化[22]. 当水深小于临界深度时, NLS
是焦聚型, 波包型孤立波从振幅无限小的周期波分

岔而来. 而当水深大于临界深度时, NLS 变为焦散

型, 此时只存在有限振幅的波包型孤立波解. 为了更

好地理解自由波包型孤立波解的存在性并对三阶截

断模型的准确性进行验证, 首先令三阶截断模型中

的黏性系数   , 在无外力作用下推导考虑冰层惯

性的三阶 NLS 方程 . 对弱非线性水弹性波 , 假设

 ,    , 这里   是用来衡量波陡的小参数.
由此, 自由面上的势函数可在   处展开为

ϕ(x,η, t) = ϕ(x,0, t)+ηϕy(x,0, t)+
η2

2
ϕyy(x,0, t)+O(ε4)

y = 0因此自由面上的运动学和动力学条件在    处展

开为

ηt −ϕy = ηϕyy−ηxϕx +
η2

2
ϕyyy−ηηxϕxy

ϕt +η+ηxxxx +αηtt = −ηϕty−
η2

2
ϕtyy−

1
2

(
ϕ2

x +ϕ
2
y

)
−η

(
ϕxϕxy+ϕyϕyy

)
+

5
2
η2

xηxxxx +
5
2
η3

xx +10ηxηxxηxx

X = εx

T = εt τ = ε2t

为了得到波包的控制方程, 引入慢变量   ,
 和   . 设解的形式为

η =εA11(X− cgT, τ)eiθ+
∞∑

n=2

εn
n∑

j=0

An j(X− cgT, τ)e jiθ + c.c. (9)

ϕ =

∞∑
n=1

εn
n∑

j=0

ϕn j(X− cgT,y, τ)+ c.c. (10)

θ = kx−ωt c.c. i

O(ε)

这里   ,    代表复共轭,    为虚数单位. 将解

式 (9) 和式 (10) 代入运动学和动力学边界条件中,
在   阶得到

iωA11+ k sinh(kh)φ11 = 0

(1+ k4−αω2)A11− iwcosh(kh)φ11 = 0

φ11 = ϕ11/cosh(kh)从上式可知   . 同时要使上述方

程存在非零解需要满足可解性条件

[1+αk tanh(kh)]ω2 = (k+ k5) tanh(kh) (11)

上式为水弹性波的色散关系式.
O(ε2)在   阶, 可以得到

A11T + cgA11X = 0 (12)

其中

cg =
(1+5k4−αω2) tanh(kh)+ (1+ k4−αω2)khsech2(kh)

2ω+2αk tanh(kh)

O(ε3)为水弹性波的群速度. 在    阶时, 由可解性条件

经过繁复的计算最终可以得到波包的控制方程, 即
三阶非线性薛定谔方程

iA11τ+
ωkk

2
A11XX +

α1+α2+α3+α4

2ω2 [coth(kh)+αk]
|A11|2A11 = 0

(13)

其中

α1 = −kω
 hω2

cg sinh2(kh)
+2ωcoth(kh)

 ·[ 2ω
tanh(kh)

+
cgω

2

sinh2(kh)

]/
(c2

g−h)

α2 = −
2kω4

cg tanh(kh) sinh2(kh)

α3 = −
kω3

sinh2(kh)

D1

D0
−2k2ω2 sinh(2kh)

D2

iD0
+

4k2ω2 coth(kh)cosh(2kh)
D2

iD0

α4 = −4k2ω3 coth(kh)+5k7ω
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D0 D1 D2

λ, γ

h→∞

   ,    和   的具体表达式见附录. 为了后文讨论方

便, 分别将色散项和非线性项的系数记作       . 令惯

性项系数为 0, 得到的三阶NLS与Milewski和Wang[25]

所推导的方程退化到二维情形下的形式是一致的.
考虑深水情况    , 则此时色散项和非线性项的

系数变为

λ =
1

2ω(1+αk)

[
20k3−4αωωk −2(1+αk)ω2

k

]
γ =

1
2ω(1+αk)

(
ω2k2−24αk5+6αk−26k4+4

14k4+12αk5−3αk−1
+5k7

)
需要指出的是, 二阶截断模型[19] 保留了原始欧

拉方程的色散关系, 对应三阶 NLS方程的色散项系

数与本文所推导的是一致的, 但其在对原始方程进

行近似时仅将非线性项保留至二阶 , 因此对应的

NLS中非线性项的系数是不准确的.

h = 6.8 m h = 250 m

h = 6.8 m

h = 250 m

h = 6.8 m < hc

α = 0.069

10−2

为了验证三阶截断模型的准确性, 本文重点关

注了水深    和    时的 NLS 方程性质

及孤立波解. 在不考虑惯性项影响时, 水深 

对应焦聚型 NLS, 水深    对应焦散型 NLS.
现在在方程中加入惯性项 , 在水深较小的情形下

(   ) 参考 Takizawa[1] 实验中冰层的物理

参数取惯性系数   , 考虑惯性后的 NLS 仍然

为焦聚型但非线性项的系数有所增大, 孤立波由振

幅无限小的周期波分岔而来, 理论上此时的三阶截

断模型会具有较高的精度. 进一步地, 数值计算波包

型孤立波解以证明这一点. 对于完全欧拉方程, 采用

保形映射将原不规则物理域映射为规则的矩形区域

再结合牛顿迭代求解 (关于此算法的详细介绍可见

文献 [22]). 将由数值计算得到的二阶截断模型和三

阶截断模型的分岔曲线与完全欧拉方程的分岔曲线

进行对比 (图 1). 在较大振幅范围内, 三阶截断模型

所对应的分岔曲线均与完全欧拉方程的分岔曲线吻

合得很好, 充分说明了三阶截断模型在该水深情况

下具有较高的精度, 是一个好的近似模型. 而二阶截

断模型的分岔曲线在分岔点附近与完全欧拉方程的

分岔曲线相比仍然具有较为明显的差异, 这表明二

阶截断模型的精度较差. 同时对相同波速下二阶截

断模型、三阶截断模型以及完全欧拉方程的孤立波

解进行比较后发现, 三阶截断模型的解与完全欧拉

方程的解基本吻合, 两者之间的相对振幅差异约为

 , 而二阶截断模型的解则与完全欧拉的解相差

较大.

h = 250 m > hc

α =

0.069

h = 6.8 m

h = 250 m

γ

对水深较大的情况 (     ) ,  在参照

Squire 等 [2 ] 实验中的冰层参数后取惯性系数  

 . 此时由于惯性项的影响, NLS 方程由焦散型

变为焦聚型, 因此三阶截断模型在水深较大的情况

下仍然会具有较高的准确性. 同样地, 数值计算了该

水深下二阶截断模型、三阶截断模型及完全欧拉方

程的孤立波解及分岔曲线 (图 2). 从图中可以看出,
当孤立波振幅较小时三阶截断模型与完全欧拉方程

的分岔曲线基本吻合, 但在中等振幅时两者会出现

一定的差异, 这与水深   时的情况略有不同.
产生这种现象的原因在于三阶 NLS 方程非线性项

的系数: 当   时, 虽然由于惯性项的加入使得

方程由焦散型变为焦聚型, 但此时的非线性项系数 

是一个非常接近于 0 的正数, 焦聚的特点表现得不
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h = 6.8 m α = 0.069

c = 1.287 8

图 1   (a) 水深   , 惯性系数   时, 孤立波解分岔图. 实
线: 完全欧拉方程的分岔曲线, 短划线: 三阶截断模型的分岔曲线, 点
线: 二阶截断模型的分岔曲线. (b) 波速   时, 欧拉方程、三

阶截断模型和二阶截断模型的孤立波解. 实线: 完全欧拉方程, 短划

线: 三阶截断模型, 点线: 二阶截断模型

h = 6.8 m α = 0.069

c = 1.287 8

Fig. 1    (a) Bifurcation curves of wavepacket solitary waves for
  and    . Solid line: full Euler equations, dashed line:

third-truncation model, dotted line: quadratic-truncation model. (b) The
typical profiles for    . Solid line: full Euler equations, dashed
line: third-truncation model, dotted line: quadratic-truncation model
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h = 6.8 m

h = 6.8 m

c = 1.287 8

明显 , 这导致三阶截断模型的准确性相比于水深

 时略有下降. 但在此水深情况下, 二阶截断

模型与完全欧拉方程之间的差距较水深   时

更大, 完全无法反映出完全欧拉方程在对应波速处

的波高, 其精度远小于三阶截断模型, 因此在水深较

大的情况下使用二阶截断模型是不合适的. 图 2(b)
进一步展示了波速   时, 二阶截断模型、三

阶截断模型和完全欧拉方程的孤立波解波形比对

比. 因此综合两种水深下三阶截断模型和二阶截断

模型与欧拉方程之间的对比, 三阶截断模型显然具

有较高的准确性, 是一个更为合理的简化模型. 

2.2    运动载荷下的冰层非线性响应

基于三阶截断模型式 (5) 和式 (7), 接下来将重

点对匀速载荷作用下的冰层响应进行计算, 并将数

α = 0.069 2 p(x−Ut)

V < cmin

A0 a0

−bηt

b

−βηt β

β

值结果分别与实验结果进行对比. 实验中各物理参

数的单位及具体取值如表 1所示. 首先关注 Takizawa[1]

的实验结果 .  该实验是在日本北海道的 La k e
Saroma 完成的, 根据实验中所记录的参数可确定惯

性项系数   , 而外加载荷   则通过数

值拟合静止载荷下的冰层挠度来确定 . 在实验中

Takizawa观察并记录了载荷经过监测点的时间与监

测点处冰层最大垂直位移出现时间的差异, 这种滞

后效应一般考虑是由于黏性效应造成的. 在实验中

黏性的来源是多样的, 包括冰层本身的黏性, 覆盖在

冰层上的积雪的影响以及冰层与流体界面处的边界

层效应等. Hosking 等[16] 及 Wang 等[17] 引入双参数

记忆函数建立黏弹性模型对运动载荷下的浮冰动力

学响应进行研究. 基于   时滞后时间基本保持

不变的特点, Hosking 等[16] 通过对多组数据进行试

验并与实验记录进行对比确定了最佳的记忆函数参

数    和    . Dinvay 等[19] 假设阻尼与垂直速度成正

比, 利用耗散项   拟合黏性效应, 并将黏性系数视

为待定参数, 在数值计算中通过反复试验优化滞后

时间来确定   . 除此之外, 这类确定待定系数的方法

也在毛细重力波问题中得到了应用. Cho 等[26] 等在

考虑黏性耗散对稳定及瞬时波形的影响时也将耗散

项系数作为一个待定参数并通过将数值与实验结果

进行拟合对比来确定具体取值. 本文采用较为简化

的线性耗散模型    描述实验中的黏性效应,     的

确定与上述参数的确定方法类似[16, 19, 26]: 选取多组

黏性系数并数值计算同一黏性系数下不同载荷速度

对应的波形和滞后时间, 将数值结果与实验记录对

比直至两者能够较好吻合从而确定最佳黏性系数   .
 

表 1   浅水[1] 及深水[2] 实验中各物理参数的取值及单位

Table 1    Values and units of the physical parameters in the
shallow-water[1] and deep-water[2] experiments

Physical parameter Symbol Lake Saroma McMurdo sound

Young's modulus E/(N ·m−2)  5.1×108  4.2×109 

Poisson ratio ν  0.3  0.3 

ice thickness d/m  0.17  1.6 

water depth h/m  6.8  ∞ 

flexural rigidity D/(N ·m)  2.35×105  1.8×109 

water density ρw/(kg ·m−3)  1024  1026 

ice density ρi/(kg ·m−3)  917  917 
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h = 250 m α = 0.069

c = 1.287 8

图 2   (a) 水深   , 惯性   时, 孤立波解分岔图. 实线:
完全欧拉方程的分岔曲线, 短划线: 三阶截断模型的分岔曲线, 点线:
二阶截断模型的分岔曲线. (b) 波速   时, 欧拉方程、三阶

截断模型和二阶截断模型的孤立波解. 实线: 完全欧拉方程, 短划线:
三阶截断模型, 点线: 二阶截断模型

h = 250 m α = 0.069

c = 1.287 8

Fig. 2    The bifurcation curves of wavepacket solitary waves for
  and    . Solid line: full Euler equations, dashed line:

third-truncation model, dotted line: quadratic-truncation model. (b) The
typical profiles for    . Solid line: full Euler equations, dashed
line: third-truncation model, dotted line: quadratic-truncation model
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β = 0.4经过反复实验确定黏性系数    , 此时数值结果

与 Takizawa[1] 的实验结果吻合得最好.

U = 2.2 m/s

U = 4.2 m/s

U = 5.5 m/s

6.2 m/s

图 3展示了不同运动速度的载荷作用下的冰层

动力学响应, 总体而言数值结果较为准确反映了实

验结果的主要特征. 在准静态情形下, 即 

和   , 数值结果与实验结果吻合得非常好.
当载荷移动速度增大至    , 此时速度接近

于最小相速度, 载荷两侧开始有波形成的趋势. 载荷

速度为   时, 载荷前后出现明显的波动, 位于载

U = 8.9 m/s
√

gH

−βηt

y

荷前端的波长较短而后侧的波长较长, 三阶截断模

型的数值计算结果较好地捕捉到了这两类波. 这说

明三阶截断模型能够准确地反映出以最小相速度为

分界点, 不同速度下冰层响应的差异. 进一步增大载

荷移动速度至    , 此时载荷速度大于浅水

中的重力波速度   , 载荷后侧的重力波消失, 出现

“声影区”[6]. 图 3(c)~图 3(e) 中的冰层最大挠度与实

验结果基本一致, 但载荷两侧的波形与实验记录存

在一些差异. 这可能是因为在数值计算中所采用的

黏性项较为简单而实验中黏性来源相对复杂, 随着

载荷运动速度的增大,    与实际黏性项产生的效

果有所差异. 除此之外, 本文在建模时假设冰层厚度

均匀, 但在实验中冰层厚度不均. 这些因素都可能会

对载荷作用下产生的水弹性波波形造成影响. 除了

对比不同载荷速度下的冰层垂直位移, 实验中出现

的滞后效应在数值模拟中也得到了关注 . 实验中

Takizawa[1] 记录了不同速度下载荷经过测量点的时

刻及该时刻下载荷在   方向上的位置, 在图 3中以红

点表示. 在数值计算中选取任意一点为观测点后可

得到该点处冰层垂直位移的时历曲线, 同时记录移

动载荷通过该点的时间及对应的垂向位置并在图 3
中以蓝点表示, 从图中可以看出数值计算得到的滞

后时间在各个速度下都与实验结果较为吻合.
d = 1.6 m

D = 1.8×109 N ·m
2100 kg

η

在 Squire等[2] 的实验中, 冰层厚度   , 冰
层弹性刚度     ,  移动载荷重量为

 . 与 Takizawa[1] 不同的是, Squire等[2] 在实验

中将多个应变计安装在载荷运动轨道两侧, 测量的

是移动载荷作用下的冰层应变. 因此需要对数值计

算得到的冰层垂直位移   进一步处理以得到冰层线

应变

σ =
d
2
κ∗

d κ∗其中,    为冰层厚度,    为无量纲前的冰层曲率[27].

G0 = (−∂xx)1/2

4.5 m/s 17.5 m/s 18.4 m/s 20.8 m/s

考虑要与 Squire 的实验进行对比, 在基于三阶

截断模型进行数值计算时, 取    以对应

于深水情形.图 4 展示了三阶截断模型的数值计算

结果与 Squire 等[2] 实验结果之间的对比, 载荷速度

分别为   ,    ,    ,    , 前两个

载荷速度为亚临界, 后两个速度为超临界速度. 在亚

临界速度下, 数值结果与实验结果吻合得比较好, 不
仅能够拟合冰层应变的幅值, 而且能够反映出随着

载荷速度的增大应变曲线宽度逐渐变窄的趋势. 当

 

50 10 15

t

(a) U = 2.2 m/s

20 25 30 35

−6
−4
−2

0
2

η/
m

m

50 10 15

t

(b) U = 4.2 m/s

20 25 30 35
−10
−5

0

η/
m

m

50 10 15

t

(c) U = 5.5 m/s

20 25 30 35
−15
−10
−5

0
5

η/
m

m

50 10 15

(d) U = 6.2 m/s
t

20 25 30 35

−10
0

10

η/
m

m

50 10 15

(e) U = 8.9 m/s

t

20 25 30 35
−5

0

5

η/
m

m

 
图 3   三阶截断模型的数值结果与文献 [1]实验中所记录的冰层形

变对比. 其中虚线代表 Takizawa的实验结果, 红点代表实验中的运

动载荷经过冰层形变测量仪的垂直位置. 实线表示三阶截断模型式

(5)和式 (7)的数值结果, 蓝点代表数值计算中载荷经过监测点的垂

向位置

Fig. 3    Comparisons of the numerical results of Eq. (3) the numerical
results of cubic-truncation model and the experimental records of Ref.
[1]. The dashed lines represent the experimental data, and the red dots

indicates the position of the load as it passed the deflectometer. The solid
lines shows the numerical results of Eqs. (5) and (7), and the blue dots
indicates the z-position of the load as it passes the point where the time

series are obtained
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17.5 m/s载荷以较为接近最小相速度的速度   运动时,
载荷两侧逐渐升高并形成凹槽. 在图 4(c) 和图 4(d)
中, 数值预测的最大应变值略大于实验结果, 尤其是

应变曲线中载荷前端的波形. 造成差异的原因除了

以上在浅水实验中所提及的两个因素外, 也可能是

由于本文所采用的是二维模型, 但在实验中所测得

的应变是三维情形下冰层的应变, 从而导致两者所

得到的结果存在差别. 但在超临界速度下, 数值计算

仍然较为有效地捕捉到了载荷前后所形成的弹性波

和重力波. 在数值计算中同样观察到了最大应变值

点与载荷通过点之间的时间差异, 但由于 Squire等[2]

只是指出了滞后效应的存在, 没有明确记录差异时

间, 因此无法对滞后的时间进行对比. 

3     结论

本文主要考虑非线性, 惯性及黏性效应的影响,

研究了移动载荷作用下的浮冰动力学响应. 通过对

Dirichilet-Neumman 算子进行展开将原始的完全非

线性问题简化为仅与自由面上的变量相关的三阶截

断模型. 接着重点关注了此二维水弹性问题中的自

由孤立波解以验证三阶截断模型的准确性. 在不考

虑黏性和外力载荷下, 由多重尺度方法推导了三阶

NLS方程并基于此方程对波包型孤立波解的存在性

和三阶截断模型的准确性进行了探究. 惯性项的引

入使得三阶 NLS 方程在浅水和深水中均表现为焦

聚型, 因此理论上三阶截断模型在任意水深下都能

够较好地近似完全欧拉方程. 另一方面, 对二阶截断

模型、三阶截断模型和完全欧拉方程的分岔曲线和

孤立波解进行数值求解并对比. 数值结果表明任意

水深下三阶截断模型在一定振幅范围内都能够与完

全欧拉方程较好地吻合, 是一个好的近似模型, 而二

阶截断模型则在任意水深下都与完全欧拉方程存在

较大的差异, 精度较差. 进一步地, 利用所得到的三

阶截断模型对匀速运动载荷作用下的冰层响应进行

了计算, 并将数值结果与 Takizawa[1](浅水情况) 和
Squire等[2](深水情况)实验分别进行了对比, 结果表

明此三阶截断模型能够较好地拟合移动载荷作用下

冰层的垂直位移及应变情况.
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附录 

在推导考虑惯性项的三阶非线性薛定谔方程中, 将解式 (9)

和式 (10) 代入原始欧拉方程中, 得到各阶方程. 这里给出推

导的大致思路以及最终得到的三阶非线性薛定谔方程的系

数表达式. 首先解 Laplace方程, 可以得到

(ϕn j)yy − ( jk)2ϕn j = Qn j, (ϕn j)y = 0 at y = −h

n j Qn j这里   表示阶数,    表示模态,    表示更低阶的项. 于是可

以得到

ϕn j = φn j(X− cgT, τ)+ϕQ
n j

ϕ
Q
n j Qn j其中   表示由于非齐次项   而带来的特解. 将此解代入

自由面边界条件, 即可得到

− jiωAn j − jk sinh( jkh)φn j = Pn j[
1+ ( jik)4 −α( jiw)2

]
An j − jiωcosh( jkh)φn j = Rn j

Pn j Rn j O(ε)这里   和   仍然表示低阶项. 在   阶, 由这两个方

程的可解性条件, 可以得到色散关系式.

[1+αk tanh(kh)]ω2 = (k+ k5) tanh(kh)

O(ε2) cg在   阶, 可以得到群速度 

cg =
(1+5k4 −αω2) tanh(kh)+ (1+ k4 −αω2)khsech2(kh)

2ω+2αωk tanh(kh)

cg = ωk A22 φ22不难验证   . 同时也可以得到   和   的表达式

A22 =
D1

D0
, φ22 =

D2

D0

这里

D0 = −8ikω2 cosh(2kh)+2ik sinh(2kh)(2k+32k5 −8αkω2)

D1 = −8ik2ω2 cosh(2kh)coth(kh)+

2ik2ω2 sinh(2kh)
[
2− 1

sinh2(kh)

]

D2 = −2kωcoth(kh)(2k+32k5 −8kω2)+

2kω3
[
2− 1

sinh2(kh)

]

O(ε3)在    阶, 同样利用可解性条件, 在复杂的计算之后,

给出非线性薛定谔的系数表达式

λ =
1

2ω [1+αk tanh(kh)]

{
(10k3 −2αωωk) tanh(kh)+

(1+5k4 −αω2)hsech2(kh)−2αkhωωksech2(kh)−

(1+ k4 −αω2)kh2sech2(kh) tanh(kh)−ωk [1+αk tanh(kh)]
}
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