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谐波齿轮系统的快慢振荡机制研究
1)

韩修静 2)    黄启旭     丁牧川     毕勤胜 
(江苏大学土木工程与力学学院, 江苏镇江 212013)

摘要　谐波齿轮减速器是一种新型的传动装置, 因其具有诸多的优点, 因而得到了广泛应用. 谐波齿轮减速器

涉及不同振荡尺度之间的耦合作用, 这通常会诱发复杂的快慢振荡, 严重影响了谐波齿轮系统的正常工作. 本

文考虑涉及扭转刚度非线性因素的谐波齿轮系统, 旨在研究系统的快慢动力学, 揭示新型的快慢振荡机制. 首

先, 构建了非线性扭转刚度下的谐波齿轮系统的快慢动力学模型. 然后, 通过改变扭转刚度系数, 得到了系统从

常规振荡向快慢振荡的转迁过程. 接着, 简要地论述了有关快慢系统的基础理论. 在此基础上, 采用快慢分析法

研究了快子系统的动力学特性, 揭示了快慢振荡的产生机制. 研究表明, 当系统参数改变时, 快子系统的平衡点

曲线并未发生失稳或分岔; 然而, 在某一点附近, 平衡点曲线能够产生急剧量变, 其特征是平衡点在局部小范围

内可以在正坐标值与负坐标值之间快速转迁. 在此基础上, 揭示了一种诱发快慢振荡的新型动力学机制, 比较

了这种诱发机制与其他相关机制之间的区别. 本文丰富了系统通向快慢振荡的路径, 为实际谐波齿轮传动系统

中的快慢振荡机理与控制研究提供参考.

关键词　快慢系统, 谐波齿轮, 快慢振荡, 分岔, 动力学机理
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A STUDY OF DYNAMICAL MECHANISMS OF THE FAST-SLOW OSCILLATIONS OF
HARMONIC GEAR SYSTEM1)

Han Xiujing 2)    Huang Qixu     Ding Muchuan     Bi Qinsheng 
( Faculty of Civil Engineering and Mechanics, Jiangsu University, Zhenjiang 212013, Jiangsu, China)

Abstract     A harmonic gear reducer is an advanced driving device, and it has been widely used because of many
advantages. A harmonic gear reducer involves the coupling of different oscillation scales. This usually induces complex
fast-slow oscillations, which have great impact on the proper operation of the system. In this paper, a harmonic gear
system with the nonlinear factor of torsional stiffness is considered. The purpose of this paper is to study fast-slow
dynamics of the system and to reveal a novel dynamical mechanism of the fast-slow oscillations. To begin with, the fast-
slow dynamical model of the harmonic gear reducer with the nonlinear factor of torsional stiffness is built. Then, the
transition of the system from normal oscillations to the fast-slow oscillations is obtained by varying the torsional stiffness.
Subsequently, we give a brief description of the basic theory related to fast-slow systems. Based on this, dynamical
characteristics of the fast subsystem are investigated by the fast-slow analysis and the generation mechanisms of fast-
slow oscillations are revealed. Our results show that, when the system parameter is varied, the equilibrium curve of the
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fast subsystem does not lose its stability or bifurcate. However, near some point, a sharp quantitative change can be
observed in the equilibrium point curve, characterized by the fact that the equilibrium point is able to undertake a fast
transition between positive and negative coordinate values in a local small area of the equilibrium point curve. Based on
this, we reveal a novel dynamical mechanism underlying the appearance of fast-slow oscillations, and compare the
mechanism with other related dynamical mechanisms of fast-slow oscillations. Our results enrich the routes of dynamical
systems to the fast-slow oscillations, and besides our study provides important reference to the research on the dynamical
mechanisms and control of fast-slow oscillations in the actual systems of harmonic gear drive.

Key words    fast-slow system, harmonic gear, fast-slow oscillations, bifurcation, dynamical mechanism

 

引 言

谐波齿轮减速器是为了适应航天器的发展而发

明的一种新型传动装置. 由于它具有传动比大、结

构紧凑、噪声低、传动效率高、精度高等诸多优

点, 因而被广泛应用于航空航天、工业仿生以及军

事等领域[1-3]. 由于谐波齿轮其自身的结构特点, 系
统受到了诸多非线性因素的作用, 例如扭转刚度、

摩擦、运动误差、传动迟滞等[4-6], 其作用载荷具有

多源和多路径的特征[7-8]. 这使得系统产生了复杂的

振荡响应, 严重地影响了系统的正常工作[9-10]. 围绕

谐波齿轮系统的动力学问题, 如动力学建模[11-13]、

非线性因素的刻画与表达[14-16]、动力学特性分析[17-19]、

振动与控制[20-22] 等, 学者们开展了深入研究, 取得了

丰富的研究成果.
然而, 关于谐波齿轮系统的动力学问题, 相关研

究主要集中在同一时间尺度下的情形; 对于不同尺

度耦合作用下的快慢动力学, 相关研究鲜有报道. 注
意到, 在谐波齿轮减速器系统中, 输入端 (含波发生

器) 的转动惯量通常要比负载端 (含柔轮或刚轮) 的
转动惯量低 2~3个量级[23-24]. 因此, 谐波齿轮系统是

一个典型的快慢系统, 它涉及快慢两种振荡尺度之

间的耦合作用, 而这会进一步导致快慢振荡的产生[25].
事实上, 在谐波齿轮减速器系统中, 可以经常观测到

快慢振荡现象. 例如, Taghirad和 Bélanger[26-27] 研究

发现, 低转速下的谐波齿轮系统能够产生明显的快

慢振荡. 随后, 发现了类似的快慢振荡, 指出这种振

荡可能与扭矩波动有关. 特别地, 在由谐波齿轮驱动

的诸如机械手、机械臂等装置中, 可以观测到类似

的快慢振荡[28-30]. 然而, 由于谐波齿轮系统的复杂性,
关于快慢振荡的研究, 主要集中在现象报道上, 而很

少涉及动力学机理方面的研究.
本文考虑涉及扭转刚度非线性因素的谐波齿轮

系统, 旨在揭示系统中的快慢振荡及其动力学机制.
当扰动力矩的频率远小于系统的固有频率时, 即当

扰动力矩的频率和系统的固有频率之间存在量级差

异时, 可以观测到快慢振荡如图 1 所示. 特别地, 这
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图 1   谐波齿轮系统从 (a)~(c)常规振荡模式向 (d)~(f)快慢振荡模式

转迁

Fig. 1    A transition of the harmonic gear system from (a)~(c) normal
oscillation modes to (d)~(f) fast-slow oscillation modes
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种快慢振荡其形式与之前的有关报道[31] 非常相似.
然而, 研究表明, 这里的快慢振荡与平衡点曲线在局

部小范围内发生的急剧量变有关, 其特征是平衡点

在局部小范围内可以在正坐标值与负坐标值之间快

速转迁. 这是一种不同于以往所报道的新型动力学

机制. 

1     模型和快慢振荡

Ji Jo
θi θo

Tim

Tom N

K(θ) Ceq

考虑刚轮固定, 柔轮作为输出轮时的谐波齿轮

传动系统. 根据谐波传动原理, 可得系统的简化模

型[11], 如图 2 所示. 在图 2 中,   和   分别是输入端

和负载端的转动惯量,    和    分别是电机输入端角

位移和负载端输出角位移,    是输入轴的静态平均

力矩,     是谐波齿轮柔轮输出力矩,     是减速比,
 是非线性扭转刚度,    是系统的等效阻尼系数.

  
θi θoK (θ)

Ji Jo

Ceq

NTim Tom

 
图 2   谐波齿轮系统的简化模型[11]

Fig. 2    Simplified model of the harmonic gear system[11]

 
根据谐波齿轮传动系统的力学关系, 可得如下

的运动微分方程

Joθ̈o+Ceq(θ̇o− θ̇i/N)+K(θ) f (θ) = Tom

Jiθ̈i−Ceq(θ̇o− θ̇i/N)/N −K(θ) f (θ)/N = −Tim/N

 (1)

Ceq

谐波齿轮传动系统中的摩擦行为十分复杂, 为了便

于分析, 这里采用文献 [20]给出的等效阻尼系数 

来近似刻画系统中的摩擦因素, 即

Ceq = 2ξ
√

JeqKHD (2)

ξ Jeq = N2JiJo
/

(N2Ji+ Jo)

KHD

其中,     是阻尼比,     是系统的

等效扭转惯量,    是齿轮啮合的平均刚度.
K(θ)非线性刚度    是系统重要的非线性因素, 其

贡献不仅有齿轮啮合部分, 还包括柔性轴承部分. 本
文采用文献 [6]给出的非线性刚度形式, 其兼具了上

述两个部分对扭转刚度的影响, 即

K(θ) = k1+ k2θ
2 (3)

k1 k2 θ = θo− θi/N其中,    和   是扭转刚度系数,    是相对扭

θi θo N转角 (   ,    和   的含义同前).
f (θ)在系统 (1)中,    是谐波齿轮单向转动时的间

隙空程[20], 即

f (θ) = θ−φ (4)

θ φ其中,    的含义同前,    是尺侧间隙空程.
Tom

Tom = Tfs+Tam sin(ωt)

Tfs = Tim 0 < ω≪ 1 Tm
∆
= Tfs = Tim

本文假定谐波齿轮柔轮输出力矩   受到周期

慢扰动的影响, 可以表示为   的形

式[25], 其中   ,     . 不妨记   ;

于是, 原四维非线性系统 (1)可以简化成二维非线性

系统 (5)

Jeqθ̈+Ceqθ̇+K(θ) f (θ) = Tm+ JeqTamsin(ω0t)/Jo (5)

将方程 (5)进行无量纲化, 可得

ẍ + ẋ + αx3− x2 + γ(x−ε) = µ + δsin(ωt) (6)

x α = C2
eq/(k2φ

2Jeq) γ=k1Jeq/C2
eq δ =

k2φJ3
eqTam/(JoC2

eq) ε = k2φ2Jeq/C2
eq µ = k2φJ2

eqTm/C4
eq

α,γ,δ ε和µ ∈ R

其中,    是状态变量,    ,    ,  

 ,    ,    .

这里   均是正参数,    .
Tm = 10 N ·m Tam = 15 N ·m

α = 16 γ = 30 ε = 0.71 µ = 0.07 δ = 15

ω = 0.01

γ

取定系统参数    ,     
[25],

其他参数由表 1[11] 给出. 此时, 系统 (6) 的无量纲参

数分别是     ,       ,       ,       ,       .
数值模拟表明, 当扰动力矩缓慢地 (例如,    )
周期变化时, 系统产生了普通的周期响应, 见图 1(a).
然而, 如图 1 所示, 随着参数    的不断减小, 系统逐

渐演化为快慢振荡, 其特征是在时间序列中周期地

出现了“脉冲”形的大振幅振荡 (例如, 见图 1(f)). 从
形式上来看, 这种快慢振荡与文献 [31] 所报道的振

荡模式非常相似. 将在本文的第 4 部分揭示其产生

 
表 1   系统参数[11]

Table 1    System parameters[11]

Parameter names Parameter values

reduction ratio, N 100

Ji/(kg ·m2)input inertia,   6.82 × 10−4

Jo/(kg ·m2)output inertia,   2.35 × 10−2

ξdamping ratio,   0.06

φgap clearance of the reducer,    /rad 1.74 × 10−2

KHD/(N ·m · rad−2)average meshing stiffness,   7160

k1/(N ·m · rad−1)torsional stiffness coefficient,   3000

k2/(N ·m · rad−3)torsional stiffness coefficient,   20 567
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的动力学机制. 

2     快慢分析法

为了揭示图 1 中的快慢振荡的动力学机理, 本
部分对快慢系统的定性分析方法, 即快慢分析法[32],
作简要论述.

一般地, 快慢振荡可由以下形式的快慢系统加

以描述

ẋ = f (x,y) (7)

ẏ = εg(x,y) (8)

ε≪ 1 x ∈ Rm

y ∈ Rn

其中,     是快慢时间尺度的比率,     是快变

量,    是慢变量. 快慢振荡是一种特殊的振荡模

式, 需采用特殊的分析方法加以研究. Rinzel[32] 提出

的快慢分析法是揭示快慢振荡动力学机理的经典方

法, 其基本思想是将快子系统 (7) 与慢子系统 (8) 分
开讨论. 快子系统的动力学行为由慢变量加以调控:
快子系统可以处于不同的运动态, 这由慢变量的值

决定. 将快慢系统的相图与快子系统的分岔图 (其
中, 慢变量视为快子系统的分岔参数) 进行叠加, 进
而可以解释快慢振荡的动力学机理. 

3     快子系统的动力学特性

sin(ωt)

注意到本文关注的情形是扰动激励缓慢地变

化, 且其频率远小于系统的固有频率. 因此, 根据文

献 [33], 可将系统 (6) 视为一个快慢系统: 慢变量是

 , 快子系统是

ẍ + ẋ + αx3− x2 + γ(x−ε) = µ + δa (9)

a = sin(ωt)

α µ ε δ

γ

其中    是控制参数. 为了便于分析, 本文将

 ,    ,    ,     的取值固定 (与图 1中的取值相同), 仅将

 和 a 视为系统参数.
E = (x,0)显然, 快子系统 (9)的平衡点可以写成   ,

其中 x 由方程

αx3− x2+γ(x−ε)−µ−δa = 0 (10)

的实根决定. 方程 (10)的根的判别式为

∆ =

(
q

2α
+
γ

6α2 −
1

27α3

)2

+

(
γ

3α
− 1

9α2

)3

(11)

q = − (γε+µ+δa)
γ

3α
− 1

9α2 > 0 γ >
1
48

∆ > 0

其中   . 显然, 系统其他参数固定, 当

 , 即当   时, 判别式   恒成立, 系

统 (9) 仅存在一个平衡点 E. 进一步的分析表明: 平
衡点 E 是稳定的焦点.

γ

γ

a = 0

γ

γ

a = 0

基于上述分析, 下面探讨平衡点 E 的动力学特

性. 图 3(a)给出了不同参数值   下的平衡点曲线. 可
以发现, 随着   的数值不断减小, 原先较为平缓的平

衡点曲线发生了连续的弯折变形. 特别地, 在参数

 附近, 平衡点曲线变得陡峭, 其特征是平衡点坐

标可在正值与负值之间迅速转迁; 其陡峭程度随着 

的数值递减而逐渐加剧. 图 3(b) 给出了不同参数值

 下的平衡点曲线的变化率, 这进一步证实了系统在

参数   附近发生的急剧变化.
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图 3   平衡点 E 的动力学特性

Fig. 3    Dynamical characteristic of the equilibrium E
  

4     快慢振荡的动力学机理

a = 0前一部分揭示了快子系统在参数    附近的

动力学特性. 在此基础上, 本部分探讨快慢振荡的动

力学机制.
γ

a = 0

如前所述, 当   不断减小时 (可通过改变扭转刚

度系数来实现), 平衡点曲线将在   附近发生急剧
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量变. 如图 4 所示, 这种急剧量变的动力学特性, 形
成了一个狭小的“激发态区域”(spiking area). 当参数

取在“激发态区域”时, 系统将发生急剧转迁. 在“激
发态区域”的左右两侧, 系统的动力学特性较为温和,
由此形成了两个“沉寂态区域 (quiescent area)”.
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1
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x

a

spiking area

quiescent area

 
图 4   (示意图)系统的激发态区域 (黄色)和沉寂态区域 (灰色)

Fig. 4    (Illustrative diagram) Spiking area (yellow) and
quiescent area (gray)

 

sin(ωt) sin(ωt)

γ

当慢变量    被接入系统时,     周期地

缓慢穿越“激发态区域”和“沉寂态区域”. 这导致系

统在“快速转迁”和“慢速演化”中不断交替, 例如见

图 5(a1), 图 5(a2), 进而形成了所谓的快慢振荡. 特别

地, 如图 3所示, 当   不断减小时, “激发态区域”中的

量变行为越来越剧烈. 这导致系统的快慢振荡特征

愈发显著, 例如见图 1(d)~图 1(f).
γ γ = 30另一方面, 当    较大时 (例如    ), 平衡点曲

线没有形成“激发态区域”. 此时, 系统随着平衡点曲

线一直“缓慢”地演化, 而没有“快速转迁”现象的发

生, 例如可见图 5 (b1). 因此此时无法产生快慢振荡,
只形成了较为常规的振荡模式, 例如见图 5 (b2).

注意到在本文的研究中, 所涉及的两个沉寂态

区域中的吸引子均是平衡点, 因此以图 5(a1)和图 5(a2)
为代表的快慢振荡, 其本质上属于“点−点”型. 需要

指出的是, “点−点”型快慢振荡是一种较为常见的振

荡模式. 在以往的研究中, “点−点”型快慢振荡通常

与折 (fold) 分岔[34] 和亚临界 Hopf 分岔[35] 有关. 此
外, 延迟分岔 (delayed bifurcations)[36] 等因素也可以

诱发“点-点”型快慢振荡. 然而, 本文中的“点−点”型
快慢振荡不是由具体的某种分岔所引起的, 而是由

平衡点曲线的急剧量变所诱发.
最后指出, 脉冲式爆炸[37] 和吸引子的极速逃逸[38]

等因素是已知的可以诱发快慢振荡的其他急剧量变

行为. 然而, 脉冲式爆炸的特征是, 在平衡点曲线上

形成了“脉冲”型的尖峰; 而吸引子的极速逃逸的特

征是, 平衡点在某点附近迅速趋于无穷大. 这些均与

本文报道的急剧量变行为不同. 综上所述, 本文揭示

的快慢振荡的诱发机制, 是未曾报道过的新型动力

学机制.
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图 5   典型振荡行为的动力学分析

Fig. 5    Dynamical analysis of the typical oscillation modes
  

5     结 论

快慢振荡普遍存在于谐波齿轮传动系统; 探讨

快慢振荡的动力学机理问题具有重要意义. 本文研

究涉及扭转刚度非线性因素的谐波齿轮传动系统的
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快慢动力学, 揭示诱发快慢振荡的新机制. 研究表明,
当扭转刚度系数不断减小时, 平衡点曲线可以产生

不同于以往的急剧量变, 即在某局部小范围内, 平衡

点可在正、负坐标值之间快速转迁. 这直接形成具

有不同动力学特性的激发态区域和沉寂态区域. 在
慢变量的调控下, 系统在激发态与沉寂态之间相互

转迁, 进而产生快慢振荡. 本文的研究丰富快慢振荡

的诱发机制, 为实际谐波齿轮传动系统中的快慢动

力学机理与控制研究提供参考.
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