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海洋柔性立管防弯器结构非线性刚度拓扑优化
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摘要　防弯器是海洋柔性立管过弯保护的关键附件, 对提高立管的结构安全性具有重要意义. 目前, 防弯器结

构设计主要采用尺寸优化方法. 然而, 与拓扑优化方法相比, 该方法能提供的设计空间有限, 其在提高防弯器的

力学性能, 以及探索防弯器创新构型方面具有很大不足. 本文在 Dirichlet边界条件下, 以最大化弯曲刚度为目

标, 对同时考虑材料和几何非线性的防弯器结构拓扑优化方法进行研究. 通过引入 Helmholtz-PDE 过滤和

Heaviside惩罚, 以克服优化中出现的棋盘格现象和灰度单元等数值不稳定性问题. 与此同时, 研究引入了对称

算子, 以提高往复性载荷作用下防弯器结构的承载能力和可制造性, 并且采用伴随法对优化问题的灵敏度进行

了推导. 此外, 为了提高结构分析和优化的效率, 研究还基于 PETSc库建立了并行程序框架. 数值算例中, 在材

料体分比相同的情况下, 对防弯器结构分别进行了 2D 和 3D 非线性拓扑优化, 并对两种优化结果的承载能力

进行了对比. 数值算例结果表明, 相比于防弯器 2D拓扑优化结果, 在大部分波浪载荷方向下, 3D拓扑优化所给

出的防弯器设计方案具有更为优越的结构性能. 本文所建立的 3D非线性拓扑优化技术, 为深水恶劣海况下的

高性能防弯器结构设计提供了新的理论模型和实现技术.
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Abstract     The bend stiffener, as the key over-bending protection accessory, is of significant importance to improve the
safety of the flexible riser used in deep water. At present, the size optimization method is mainly used in the structural
design of the bend stiffener. However, compared with the topology optimization, the design freedom provided by this
method is limited, and it lacks capacities in sufficiently improving the mechanical performance and finding the novel
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configurations of the bend stiffener. In the present study, under Dirichlet boundary conditions, a topology optimization
method considering the material and geometric nonlinearity is developed to maximize the structural stiffness of the bend
stiffener. The Helmholtz-PDE filter and Heaviside projection are introduced to eliminate the numerical issues caused by
the checkerboard pattern and the gray element phenomenon, respectively. The symmetry operator is employed to enhance
the load bearing capability under the reciprocating ocean wave load and improve the manufacturability of the bend
stiffener. Making use of the adjoint method, a sensitivity analysis is performed to enable a gradient-based algorithm for
solving the optimization problems. Simultaneously, a parallel computational framework based on PETSc library is also
utilized to improve the efficiency of the structural analysis and optimization. In the numerical examples, with the constant
material volume fraction, 2D and 3D optimizations for the bend stiffener are performed to improve the stiffness of the
bend stiffener, respectively. Based on that, the load carrying capacity of the two optimization results under different load
directions are compared. The numerical examples show that, compared to the 2D optimized result, the 3D optimization
can significantly improve the stiffness of the bend stiffener in most loading directions. The present 3D nonlinear topology
optimization method provides the new theorical model and implementation technology for the high-performance bend
stiffener with the severe water environment in the deep ocean.

Key words    flexible riser, bend stiffener, structural nonlinearity, topology optimization, load direction

 

引 言

海洋柔性立管是连接海上浮体及海底井口的关

键装备, 被誉为海洋浮式生产系统的“血管”[1-2]. 如
图 1所示, 在服役过程中, 由于风浪流及浮体运动的

作用, 立管与浮体间的连接部位会因弯曲变形过大

而造成结构的失效破坏. 因此, 防弯器在防止立管的

过弯失效, 以及提高立管结构安全性等方面具有重

要的意义[3].
  

flexible riser

bend stiffener

 
图 1   柔性立管与防弯器结构示意图

Fig. 1    Schematic diagram about the flexible riser and bend stiffener
 

国内外学者对防弯器结构的分析方法做了大量

研究, 并提出了不同的结构分析模型. 如 Deruntz[4]

所建立的细长梁分析模型, Boet 和 Out[5] 提出的变

截面梁理论模型, Tong等[6] 提出的斜拉力悬臂梁模

型, 以及 Drobyshevski [7] 建立的异形梁模型等. 上述

研究中多采用梁模型对防弯器结构开展性能分析,
可有效降低防弯器结构建模和分析的成本. 然而, 梁
结构的分析精度依赖于实际防弯器结构的长细比,

特别对于深水应用的防弯器, 当长细比较小时, 采用

梁结构可能会造成较大的分析误差. 为了能够更加

准确地获得防弯器性能, 本文研究中将采用能够反

映防弯器截面/整体真实构型的平面/实体有限元模型.
结构优化是提高防弯器结构性能的有效设计方

法. Tanaka等[8] 以柔性立管的最大曲率, 以及防弯器

尺寸、最大应变和端部最大弯矩为约束, 采用遗传

算法对防弯器进行了轻量化设计. Yang 和 Wang[9]

采用最优拉丁超立方方法建立了考虑材料、几何和

载荷不确定性的柔性立管疲劳分析代理模型, 通过

优化提高了防弯器结构的疲劳可靠性. Tang等[10] 以

质量和疲劳强度设置为目标, 以柔性立管的最大曲

率为约束, 对防弯器的结构尺寸参数进行了多目标

优化. 然而, 上述基于尺寸优化的结构设计所提供的

设计自由度有限, 难以充分发挥防弯器结构的性能.
拓扑优化方法[11-14] 能够在给定的目标函数和约束条

件下, 获得设计域内最优的材料分布, 发现结构的创

新构型, 从而相比传统的尺寸优化在更大程度上提

高结构的性能. 因此, 本文研究中采用拓扑优化方法

对防弯器进行结构优化.
实际的海洋工程中, 防弯器由合成树脂材料构

造而成, 同时在位运行中, 由于恶劣的海洋环境载荷

往往发生几何大变形. 因此在防弯器结构分析和优

化设计中需要考虑几何和材料的非线性影响[10]. 与
线弹性结构的拓扑优化不同, 在结构的非线性分析

中, 外载荷与位移响应之间表现为非线性映射关系.
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这使得结构刚度的描述既可以采用切线刚度阵, 也
可以采用割线刚度阵, 且两者所描述的结构刚度性

能往往具有较大差异, 如图 2 所示. Wallin 等[15] 的

研究表明以结构割线刚度最大化和切线刚度最大化

为目标时, 优化结果具有很大的不同. Kemmler等[16]

对非线性刚度优化中的目标函数进行了总结, 其包

括割线刚度 (end-compliance)[15,17]、切线刚度 (end-
stiffness) [15]、应变能[18] 以及余能[19] 等. 实际工程中

应根据实际需要选取恰当的目标函数.
  

F

dF

du
K

tan
 =

F

u

u

K
cot

 =

 
Ktan Kcot F u图 2   切线刚度   与割线刚度   的定义, 其中   和   分别为结构

的载荷和位移

Ktan Kcot

F u
Fig. 2    The definition of tangent stiffness     and secant stiffness    ,

where     and     are the force and displacement of a structure,
respectively

 

综上所述, 本文在考虑材料和几何非线性情况

下, 以结构刚度最大化为目标, 对柔性立管的防弯器

结构进行拓扑优化. 并在此基础上, 对不同设计假设

下所得优化结果进行对比, 探寻不同载荷方向对防

弯器承载能力的影响. 

1     海洋柔性立管防弯器拓扑优化问题描述

y− z

ap ap y θ

对图 1中柔性立管及防弯器的工作过程进行抽

象, 可得图 3 所示简化的力学模型. 其中, 模型的上

端固定, 在立管下端部施加波浪载荷. 本文研究中涉

及 2D和 3D两种防弯器设计方案, 为了避免两种方

案中复杂的载荷转换关系, 采用了 Dirichlet 边界条

件来模拟波浪载荷的作用, 即在   平面内, 立管端

部施加位移   , 且   与   轴之间的夹角记为   .

Rp

ap c

关于 Dirichlet边界条件下的线弹性结构拓扑优

化问题, Niu等[20] 采用了以结构支反力   与节点位

移   之间的点积进行定义的目标函数   , 即

c = Rp · ap (1)

然而, 如前所述, 当结构呈现非线性特征时, 结
构刚度的描述比较复杂. 以下将对上式的力学意义

进行进一步分析.

Rp2 > Rp1

α2 > α1

ap

图 4给出了不同结构刚度下支反力随位移变化

示意图. 由图可知, 当位移加载结束时, 曲线 2 的支

反力大于曲线 1, 即   . 同时, 曲线 2所对应的

结构割线刚度也大于曲线 1的对应值, 即   . 因
此, 就割线刚度角度而言, 曲线 2所对应的结构刚度

大于曲线 1. 与此同时, 由于位移   已经给定, 式 (1)
所示目标函数的值与具体的加载过程无关, 而仅与

加载结束时的支反力水平相关. 此时, 式 (1) 与结构

割线刚度所反映的结构性能一致, 即支反力越大, 结
构的割线刚度越大.

此外, 在图 4中, 曲线 2始终位于曲线 1的上方,

 

bend stiffener

flexibel riser

z

yθ
ap

 
图 3   海洋柔性立管、防弯器力学模型及边界条件

Fig. 3    The mechanical model and boundary conditions of ocean flexible
riser and the bend stiffener

 

Rp2

R p

Rp2 > Rp1, α2 > α1

Rp1

o

curve-2

curve-1

α1

α0

α

α2

 
图 4   式 (1)所定义目标函数的力学含义

Fig. 4    Nature of the objective defined by Eq. (1)
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因此曲线 2 与坐标轴围成的面积大于曲线 1, 即曲

线 2 所对应的结构应变能大于曲线 1. 并且, 在加载

结束点处, 曲线 2的切线斜率大于曲线 1. 但是, 上述

情况并不表示式 (1) 所示目标函数可以反映结构的

应变能和切线刚度水平. 这是因为应变能水平与整

体的加载过程相关, 而切线刚度则与加载结束点附

近的邻域相关. 如图 5和图 6所示, 曲线 2的割线刚

度大于曲线 1, 但是前者的应变能和切线刚度均小于

后者.
综上分析, 本研究中采用 Dirichlet 边界条件下

割线刚度作为优化目标, 立管防弯器结构的拓扑优

化列式可描述为

find
min
s.t.

z = {z1,z1, · · · ,zn}
c(a, z) = −Rp · ap
R(a, z) = 0
g = ξ− ξ0 ⩽ 0
0 < ε0 < zk ⩽ 1, k ∈ {1,2, · · · ,n}


(2)

z a

R(a, z) n

g ξ0

ξ = V/V0

V0 V

式中,    为所有设计域内单元密度设计变量集合,  
为节点位移场,    为不平衡载荷向量,    为结构

内单元的总数,    为材料用量体分比约束,    为给定

的材料用量体分比上限,    为优化后的材料体

分比. 其中,    为结构的总体积,    为优化后材料所

占的体积. 

2     Dirichlet 边界条件下结构非线性分析
 

2.1    Dirichlet 边界条件下的结构非线性分析方法

弹性体的虚功平衡方程可表示为

δψ (u, δu) =
w
Ω0
δE : Sdv−

w
∂Ω0

δu · tds (3)

u E
S t

式中,    为弹性体的位移场,    为 Green-Lagrange 应
变张量,    为二阶 Piola-Kirchhoff应力张量,    为作用

在弹性体外边界的牵引力.
对式 (3)进行泰勒展开, 并取一阶截断, 可得

δψ(u+du, δu) = δψ(u, δu)+dδψ(u, δu) (4)

与此同时, 引入 Galerkin 方法对上式进行有限元离

散化, 即

δu = Nδa (5)

N a u式中,    为形函数矩阵,    为单元位移场   的节点值.
对式 (4) 右端第一项进行推导可得非线性迭代

的平衡条件

R(a) = Fint−Fext (6)

Fint Fext式中,    和   分别为内外力载荷向量, 其表达式

如下

Fint =
w
Ω0

BTSdv (7)

Fext =
w
∂Ω0

NT tds (8)

对式 (4) 右端第二项进行推导可得切线刚度阵

的表达式为

K =
w
Ω

(BTDB+HTRH)dv (9)

D R B

H

式中,    为本构矩阵,    为结构应力相关矩阵,     和
 均为单元的应变−位移矩阵. 关于非线性分析的具

体理论详见文献 [21].

∂Ω

∂Ωz

在本文研究中采用 Dirichlet边界条件来模拟海

洋波浪载荷的作用. 如图 7 所示, 结构的边界   上

施加位移条件的边界包含两种, 即固定边界   和非

 

Rp2

R p

Rp2 > Rp1, α2 > α1

Rp1

o

curve-2

curve-1

α1

α0

α

α2

 
图 5   应变能与式 (1)所定义目标函数的不同

Fig. 5    The Difference between the strain energy and the objective
defined by Eq. (1)

 

Rp2

Rp1

o
α2 α1

R p

Rp2 > Rp1, α2 > α1 curve-2

curve-1

α0

α 
图 6   切线刚度与式 (1)所定义目标函数的不同

Fig. 6    The difference between the tangent stiffness and the objective
defined by Eq. (1)
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∂Ωp ∂Ωu = ∂Ωz∪∂Ωp ∂Ωz∩∂Ωp = ∅
∂Ωf

∂Ωf = ∂Ω−∂Ωu

u f z p ∂Ωu ∂Ωf ∂Ωz

∂Ωp

零位移边界   , 并且   ,    .

除 Dirichlet 边界外的其它自由边界记作     , 即

 . 为了后续推导方便, 在此约定下标

“   ”, “   ”, “   ”和“   ”分别表示与边界   ,    ,  

和   相关的物理量.

Dirichlet边界条件作用下的 Newton-Raphson迭

代过程中, 边界上无任何外载荷作用, 即

Fext = 0 (10)

R = 0 ∂Ωf

Rf

严格意义上而言, Newton-Raphson 迭代过程中

内外力的平衡条件   是指所有位于边界   上的

节点所对应的不平衡载荷向量   取值为 0, 即

Rf = Fint,f−Fext,f = 0 on ∂Ωf (11)

∂Ωu而对于施加位移约束的边界    , 内外力的差

值则不为 0. 该差值即为结构的支反力

Ru = Fint,u−Fext,u on ∂Ωu (12)

结合式 (10), Dirichlet边界下的支反力可进一步

表示为

Ru = Fint,u on ∂Ωu (13)

∂Ωz Rz ∂Ωp Rp

R

此时, 上述支反力又可进一步分解为位于边界

 上的   和边界   上的   . 相应地, 不平衡载荷

向量    可分解为以下 3部分

R =
[

RT
f RT

p RT
z

]T
(14)

R(a+da)对   进行泰勒展开, 并取一阶截断可得

R(a+da) ≈ R(a)+
∂R(a)
∂a

da (15)

∂R(a)/∂a式中,     为结构的切线刚度阵 K. 且根据式

(14), 其可进一步写为如下分块矩阵格式

K =



∂Rf
∂af

∂Rf
∂ap

∂Rf
∂az

∂Rp

∂af
∂Rp

∂ap
∂Rp

∂az
∂Rz
∂af

∂Rz
∂ap

∂Rz
∂az


=


Kff Kfp Kfz

Kpf Kpp Kpz

Kzf Kzp Kzz

 (16)

 

2.2    Neo-Hookean 材料分析

研究采用 Neo-Hookean超弹性材料来模拟防弯

器和立管的材料非线性行为, 其应变能密度函数表

达式为

ω0 =
K
2

(
J2−1

2
− ln J

)
+

G
2

(
J−

2
3 trC−3

)
(17)

J = det(F) F C = FTF

K G

式中,     ,     为应变梯度张量,     为右

Cauchy应变张量,    为体模量,    为剪切模量.
S

D

根据二阶 Piola-Kirchhoff 应力张量   和刚度张

量   的定义可得两者的表达式分别为

S i j =
K
2

(J−1)Ci j+GJ−
2
3

(
δi j−

Cpp

3
C−1

i j

)
(18)

Di jkl =a1C−1
i j C−1

kl −a2
(
δi jC−1

kl +C−1
i j δkl

)
+

a3
(
C−1

ik C−1
jl +C−1

il C−1
jk

)
(19)

式中

a1 = KJ2+
2G
9

J−
2
3 Cpp (20)

a2 =
2G
3

J−
2
3 (21)

a3 =
G
3

J−
2
3 Cpp−

K
2

(
J2−1

)
(22)

 

3     数值处理方法及灵敏度分析
 

3.1    对称算子

M

z z̄

在实际运行中, 防弯器结构往往受到往复性波

浪载荷的作用. 为了保证防弯器具有较好的承载能

力, 通常要求防弯器为对称结构. 为了保证优化后的

结构的对称性, 研究中引入了对称算子   , 此时初始

设计变量   与变换后的设计变量   之间满足如下关系

 
u ≠ 0

u = 0

∂Ωp

∂Ωu = ∂Ωz + ∂Ωp

∂Ωz ∩ ∂Ωp = ϕ
∂Ωf = ∂Ω − ∂Ωu

∂Ω = ∂Ωu + ∂Ωf = ∂Ωz + ∂Ωp + ∂Ωf

∂Ωz

 
图 7   Dirichlet边界条件结构分析示意图

Fig. 7    Illustration of Dirichlet boundary conditions
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z̄ = M · z (23)

z

以下引入 3自由度系统来简要阐述对阵矩阵的

构造方法. 初始的设计变量所构成的向量   为

z =
{

z1 z2 z3
}

(24)

同时要求设计变量具有如下对称关系

z1 = z3 (25)

则对称矩阵可以定义为如下两种方式 z̄1
z̄2
z̄3

 =
 0.5 0 0.5

0 1.0 0
0.5 0 0.5


 z1

z2
z3

 (26)

 z̄1
z̄2
z̄3

 =
 1.0

0
1.0

0
1.0
0


[

z1
z2

]
(27)

M = MT z3

z1 M z3

M

M

在式 (26) 中, 对称算子的构造涉及所有设计变

量, 并且   . 在式 (27)中, 由于   变量取值总与

 相等, 因此在构造对称算子   时, 可略去   . 相应

地, 此时对称算子   为非对称矩阵. 需注意的是, 在
实际优化中,    通常为稀疏矩阵. 并且, 对称矩阵更

容易实施转置等运算. 因此, 研究中采用了式 (26)
所定义的对称算子. 

3.2    过滤及惩罚策略

在拓扑优化过程中, 常会遇到棋盘格、网格依

赖以及灰度单元等数值不稳定问题. 对于棋盘格和

网格依赖性问题, 拓扑优化中常采用的方法包括灵

敏度过滤[22-23] 和密度过滤[24] 等. 密度过滤可有效克

服优化过程中的棋盘格现象. 在本文研究中, 为了提

高结构分析和优化的效率, 基于MPI (massage pass-
ing interface)进程通信协议及 PETSc库[25-26] 建立了

并行分析和优化框架. 然而, 在并行计算过程中, 单
元信息及设计变量会在不同的进程中存储. 当采用

传统的密度过滤时, 需要频繁的进程通信来获取临

近的单元信息, 从而造成大量的进程通信成本.
为了克服传统密度过滤方法在并行计算中的不

足, 本研究采用了基于 Helmholtz-PDE 方程的过滤

方法[27], 以下简称 PDE 过滤. PDE 过滤的控制方程

可写为如下格式

Kfρ = Tf z̄ (28)

z̄ ρ

Kf Tf

式中,    为过滤前所有单元密度构成的向量,    为过

滤后所有节点密度构成的向量.    和   的定义如下

Kf =
w
Ω
∇NT

f Kd∇NfdΩ+
w
Ω

NT
f NfdΩ (29)

Tf =
w
Ω

NT
f dΩ (30)

Kd =

d∑
i=1

r2
i vivTi (31)

Nf Kd

d ri i vi

vi

式中,    为形函数,    为过滤半径相关的正定矩阵,
 为过滤的维度,    为维度   的过滤半径;    为过滤的

方向矢量. 当各个方向的过滤半径相同, 且   为单位

向量时, 各向异性的过滤则退化为各向同性过滤. 过
滤后单元内各高斯积分点处的单元密度可通过下式

求得

ρ = Nfρ (32)

研究中, 采用 SIMP 方法对单元的材料属性进

行插值. 在传统线弹性拓扑优化中, SIMP 方法的插

值格式通常表述为对材料弹性模量或者单元刚度矩

阵的插值. 在非线性优化问题中则略有区别, 通常将

其表述为对应变能密度函数的插值, 即

ω̄ = ρ̄ω (33)

ρ̄ = ρp (34)

ω ω̄ p

ρ̄

ρ ρ̄

式中,    和   分别为惩罚前后的应变能密度函数,  
为惩罚指数,     为惩罚后的单元密度. 由于单元内

PDE过滤后的单元密度是变化的, 此处的   和   为高

斯积分点处的单元密度. 需注意的是, 对于各向同性

的 Neo-Hookean 超弹性材料, 上述插值格式与对弹

性模量的插值格式等效.
为了改善优化过程中的灰度单元现象. 在此, 引

入了 Heaviside 惩罚策略[28-30], 并且 Heaviside 函数

表达式为

ρ̃ = H (ρ̄) =
tanh(βγ)+ tanh

[
β (ρ̄−γ)

]
tanh(βγ)+ tanh

[
β (1−γ)

] (35)

ρ̃ β γ

β→∞
h = (ρ̄−γ)

γ

式中,    为 Heaviside 惩罚后的单元密度,    和   为控

制参数. 当   时, 上述 Heaviside 函数将趋于理

想阶跃函数    , 如图 8 所示. 严格意义上而

言, 为了使得过滤前后的体积守恒,    的取值需要通

过一维搜索进行确定. 一般地, 当 r = 0.5 时, 可使得

过滤前后的体积近似保持, 并且可保证优化迭代过

程的平稳性.
综合上述 PDE 过滤、SIMP 插值以及 Heavi-

side惩罚, 最终单元应变能密度的插值格式为
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ρ̃ = H
{
ρ̄
{
ρ
[
ρ (z̄)

]}}
(36)

 

3.3    灵敏度分析

λ

采用伴随法对优化灵敏度进行推导, 则引入伴

随向量   后的目标函数可写为

c (a, z) = c (a, z)−λTf Rf (a, z) (37)

z̄上式两端同时对单元密度设计变量   求偏导数,
可得

∂c (a, z)
∂ z̄

=
∂c
∂ z̄
+
∂c
∂af

∂af
∂ z̄
−λTf

(
∂Rf
∂ z̄
+
∂Rf
∂af

∂af
∂ z̄

)
(38)

∂c/∂ z̄ ∂c/∂af
z̄ af

af z̄ z̄ af
∂af/∂ z̄ Rf

在此需注意的是, 上式右端中   以及 

分别表示目标函数对    和    的显式导数, 即在求导

过程中首先假设   和   是独立的, 而   对   的影响则

体现在   项. 同理, 关于不平衡载荷向量   的求

导过程同样存在上述情况.
对式 (38)进一步整理可得

∂c (a, z)
∂ z̄

=
∂c
∂ z̄
−λTf

∂Rf
∂ z̄
+

(
∂c
∂af
−λTf

∂Rf
∂af

)
∂af
∂ z̄

(39)

同时, 结合式 (1), 可得

∂c
∂ z̄
= −aTp

∂Rp

∂ z̄
−RT

p
∂ap
∂ z̄
= −aTp

∂Rp

∂ z̄
(40)

∂c
∂af
= −aTp

∂Rp

∂af
−RT

p
∂ap
∂af
= −aTp

∂Rp

∂af
(41)

将式 (40)和式 (41)代入式 (39)可得

∂c (a, z)
∂ z̄

= −aTp
∂Rp

∂ z̄
−λTf

∂Rf
∂ z̄
−

(
aTp
∂Rp

∂af
+λTf

∂Rf
∂af

)
∂af
∂ z̄
(42)

∂af/∂ z̄为了消除对隐导数   的直接求解, 可令

aTp
∂Rp

∂af
+λTf

∂Rf
∂af
= 0 (43)

λ同时, 联合式 (16)可知, 伴随向量   可通过下式求得

KT
ffλf = −KT

pfap (44)

此时, 目标函数对单元密度设计变量的导数可写为

∂c (a, z)
∂ z̄

= −aTp
∂Rp

∂ z̄
−λTf

∂Rf
∂ z̄

(45)

考虑 PDE过滤时, 上式可进一步整理为

∂c (a, z)
∂ z̄

=

(
−aTp

∂Rp

∂ρ
−λTf

∂Rf
∂ρ

)
K−1
f Tf (46)

为了灵敏度分析的求解, 对上式中的物理量进

行如下变换

aTp
∂Rp

∂ρ
=

[
0 aTp 0

]
νTa (47)

λTf
∂Rf
∂ρ
=

[
λTf 0 0

]
νTa (48)

式中

νa =

[
∂Rf
∂ρ

∂Rp

∂ρ

∂Rz
∂ρ

]
=
∂R
∂ρ

(49)

此时, 式 (39)可进一步整理为

∂c (a, z)
∂ z̄

= −κT ∂Fint

∂ρ
K−1
f Tf (50)

式中

κT =
[
λTf aTp 0

]
(51)

Fint根据式 (7)中内力   的表达式, 可得

κT
∂Fint

∂ρ
=

w
Ω
ςT
∂S
∂ρ

dΩ (52)

ς = Bκ式中,    .
进一步地 ,  考虑优化中的 S IMP 插值以及

Heaviside惩罚, 上式可进一步写为如下离散格式

κT
∂Fint

∂ρ
=

∪n

i=1

w
Ωi

[
p
ρ̃i

H
′
(ρi)ςTi Si

]
NT
f dvi (53)

z̄

z

联合式 (44)、式 (50)和式 (53)即可求得目标函

数对设计变量   的导数. 进一步地, 根据式 (23)可得

目标函数对   的导数为
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图 8   Heaviside函数的性质

Fig. 8    The characteristic of Heaviside function
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∂c (a, z)
∂ z̄

= M · ∂c (a, z)
∂ z̄

(54)
 

4     数值算例

E1 = 210

E2 = 2100 µ = 0.3

∥R∥ ⩽ 10−6

采用上述所建立非线性分析和优化理论对防弯

器结构进行优化. 算例中, 所有参数均采用无量纲化

处理. 防弯器的弹性模量   , 柔性立管的弹性

模量为     ,  两种材料的泊松比均为     .
在 Newton-Raphson迭代中, 采用均匀的载荷增量步.
为了保证迭代的稳定性, 所有算例均经过预先试算

来确定恰当载荷增量步数目. 一般而言, 载荷增量步

数目的设置要保证每个增量步只需要 3至 4次迭代

即可收敛. 迭代收敛的条件为不平衡载荷向量的 2-
范数小于 10−6, 即   .

p

β

为了保证优化过程的稳定性, 采用了连续化惩

罚策略. 在优化前期, 采用较小的惩罚指数, 以降低

优化过程陷入局部最优的概率. 后期则采用较大的

惩罚指数, 以使得优化结果逐渐趋于 0/1 化. 具体的

惩罚策略如下 :   (1)  初始的 SIMP 惩罚指数      和
Heaviside 惩罚指数   均设置为 1.0; (2) 在后续优化

迭代中, SIMP惩罚指数每 5步迭代增加 0.05; (3) 当
SIMP 惩罚指数达到 3.0 后, 其保持不变; Heaviside
惩罚指数将会每 5步增加 0.5, 直至其达到 12.0. 

4.1    算例 1 防弯器 2D 拓扑优化设计

R1 = 1800 R2 = 300 L1 = 2400 L2 = 900

ap = 200

本算例假设防弯器在位运行中会受到沿各个方

向的波浪载荷的作用 (各方向概率相等), 因此要求

防弯器为旋转对称结构. 此时, 防弯器的设计问题可

退化为如图 9所示的 2D平面问题. 防弯器的尺寸为

 ,     ,     ,     . 其左端固

定, 右端截面上施加方向竖直向上、大小为 

的指定位移. 为了保证防弯器与柔性立管的配合, 在

防弯器与立管的接触区域设置厚度为 30 的不可设

计域.

ξ0 = 0.5

M

有限元计算中, 该结构被离散为 20 400 个 4 节

点平面单元, MPI 进程数为 10. 在结构优化中, 约束

材料用量体分比上限    , PDE 过滤半径为 30.
此外, 采用式 (23) 和式 (26) 构建了对称算子   , 以
保证优化结果的对称性.

ap

优化后防弯器的拓扑优化构型如图 10所示. 对
图 10 所示构型进行旋转操作, 即可得 3D 的防弯器

构型, 如图 11所示. 由图 9可知, 施加指定位移场 

后, 防弯器的变形主要以弯曲为主, 同时伴随面内的

剪切. 因此, 在优化后的结果中, 材料主要分布在防

弯器的外侧, 用于提高截面的惯性矩, 进而增强结构

的弯曲刚度. 同时, 在防弯器的内部与立管相连接的

区域出现了交叉的斜撑结构, 其主要用于抵抗防弯

器内部出现的剪切变形.
  

 
图 10   算例 1中防弯器 2D拓扑优化结果

Fig. 10    The 2D optimized result of bend stiffener in example 1
  

 
图 11   算例 1中旋转操作后所得防弯器优化结果剖面图

Fig. 11    Sectional view about the optimized results of bend stiffener in
example 1 obtained by using rotation operation

  

4.2    算例 2 防弯器 3D 拓扑优化设计

x z

y ap

考虑到由于波浪、海流等环境载荷在特定海

域、特定浮式平台处的方向性, 使得作用在防弯器

上的载荷往往也呈现特定的方向性. 此时, 最优的立

管防弯器不再具有轴对称特征, 必须按照 3D结构开

展非线性拓扑优化设计. 在本算例的结构分析和优

化中, 仍然采用如图 9所示几何尺寸. 由于波浪载荷

的往复性, 此时要求优化后的结果具有    −   平面的

对称性, 如图 12所示. 与算例 1相同, 结构左端固定,
右端立管截面施加沿   轴竖直向上的指定位移场   ,

 

E1 = 210, μ = 0.3 ap = 200

E2 = 2100, μ = 0.3R1

R2

non-designable domain

L1 L2 
图 9   算例 1中悬臂梁结构的设计域及边界条件

Fig. 9    Geometry of the admissible domain and boundary conditions
about the cantilever beam considered in example 1
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x− y z ⩾ 0

大小为 200. 由于载荷、边界条件及结构变形也具有

 平面的对称性, 仅选取防弯器和立管中   的

部分进行有限元分析和优化.

√
y2+ z2 ⩽ 330

有限元计算中, 结构整体被离散为 494 080 个

8节点实体单元, 此例求解时设置MPI进程数为 50.
需注意的是, 对图 10 所示 2D 优化结果进行旋转操

作形成 3D结构时, 由于各平面单元在旋转路径上扫

略所产生的体积不同, 会使得图 11 所示 3D 结构的

材料用量体分比与图 10 有所不同. 本算例中, 优化

所采用的材料用量体分比约束的上限与图 11 所示

3D 构型的实测体分比保持一致. 此外, PDE 过滤半

径设为 30. 同时, 与算例 1 类似, 为了保证防弯器与

立管的配合, 图 12 中    的区域 (含柔性

立管区域)设定为不可设计域.

x− y

y

考虑载荷方向的防弯器优化结果如图 13 和

图 14 所示. 其中, 图 14 中所示构型为图 13 所得防

弯器构型经    平面对称操作后得到. 由图 14 可

知, 优化后的防弯器呈现出明显的“H”型构型. 与算

例 1 不同, 该构型主要用于抵抗沿   轴方向的载荷.
其中, 位于上下两侧的翼板主要用于提高结构的弯

曲刚度; 而中间的腹板则用于抵抗弯曲变形过程所

产生的剪切变形.

ap

以下将对图 11和图 14所示优化结果在不同波

浪载荷方向下的承载能力进行对比. 如第 3 节所述,
当   的大小一定时, 位移施加端的支反力越大, 则对

应结构的刚度也越大. 因此, 选用支反力指标对两种

y z

ap

θ

设计方案进行对比. 在对比分析中, 立管右端   −   平

面内所施加位移    的幅值固定为 200. 提取立管右

端面所有节点的支反力, 并且以所提取支反力的合

力大小为指标, 对结构的承载能力进行量化. 不同 

取值情况下, 两种设计方法的支反力对比如图 15所示.

θ [80,100] [260,280]

θ ∈ [80,100]∪
[260,280]

由图 15 可知, 由于图 11 所示优化结果为旋转

对称结构 (各方向载荷概率相等), 因此其对各个方

向的波浪载荷具有相同的承载能力. 而对于图 14所
示优化结果, 在不同波浪载荷方向下的承载能力则

呈现出明显的不同. 具体而言, 如图 15 所示在相当

大的角度范围内 (除   位于   和   ), 3D
拓扑优化结果的承载能力则显著优于 2D 的优化设

计; 而当载荷方向位于刚度薄弱区域, 即 

 范围时, 其承载能力弱于图 11所示优化结果.
此时, 对防弯器的安装提出了更严格的要求, 即在安

装过程中, 需要对海域波浪载荷方向进行预先勘测,
避免波浪载荷方向应避开防弯器的刚度薄弱区域. 

 

y

x
z

 
图 12   算例 2中所采用的结构有限元模型

Fig. 12    The FEM model used in example 2

 

 
图 13   算例 2中防弯器 3D拓扑优化结果

Fig. 13    The 3D optimized result of bend stiffener in example 2

 

 
图 14   算例 2中对称操作后所得优化结果

Fig. 14    The optimized results obtained by symmetry operation in
example 2
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Fig. 15    Stiffness comparison between the optimized results of example
1 and 2 with different loading directions (   )
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5     结论

本文建立了 Dirichlet边界条件下考虑材料和几

何非线性的防弯器结构拓扑优化数学模型及框架.
为了保证优化结果的对称性, 研究引入了对称算子,
并给出了对称算子的具体构建方法. 采用伴随法进

行了灵敏度分析, 并且引入了并行计算方法, 提高了

结构分析和优化的效率. 数值算例部分, 给出了基于

2D 和 3D 拓扑优化的防弯器创新设计方案. 通过对

此两种方案的承载能力进行了对比, 主要得到以下

结论:
(1) 当不考虑特定的波浪载荷方向时, 可采用旋

转对称假设的防弯器结构创新设计, 其能够保证在

任意载荷方向下, 防弯器均具有较好的承载能力.
(2) 当海域内的波浪载荷具有特定的方向时, 可

采用平面对称假设的防弯器设计方案. 需注意的是,
安装过程中载荷方向应避开防弯器的刚度薄弱区域.
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