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两端弹性支承输流管道固有特性研究
1)

颜    雄     魏    莎 2)    毛晓晔     丁    虎     陈立群 
(上海大学力学与工程科学学院, 上海 200444)

(上海市应用数学和力学研究所, 上海 200072)

摘要　输流管道广泛应用于航天航空、石油化工、海洋等重要的工程领域, 其振动特性尤其是系统固有特性

一直是国内外学者研究的热点问题. 本文研究了两端弹性支承输流管道横向振动的固有特性, 尤其是在非对称

弹性支承下的系统固有特性. 使用哈密顿原理得到了输流管道的控制方程及边界条件, 通过复模态法得到了静

态管道的模态函数, 以其作为伽辽金法的势函数和权函数对线性派生系统控制方程进行截断处理. 分析了两端

对称支承刚度、两端非对称支承刚度、管道长度以及流体质量比对系统固有频率的影响规律, 重点讨论了管

道两端可能形成的非对称支承条件下固有频率的变化规律. 结果表明, 较大的对称支承刚度下管道的第一阶固

有频率下降较快; 当管道两端支承刚度变化时, 管道的各阶固有频率在两端支承刚度相等时取得最值; 对于两

端非对称支承的管道而言, 两端支承刚度越接近, 第一阶固有频率下降的越快, 而且相应的临界流速越小; 流体

的流速越大, 其对两端非对称弹簧支承的管道固有频率的影响更为明显.

关键词　输液管道, 固有频率, 弹性支承, 横向振动, 非对称边界
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STUDY ON NATURAL CHARACTERISTICS OF FLUID-CONVEYING PIPES WITH
ELASTIC SUPPORTS AT BOTH ENDS1)

Yan Xiong     Wei Sha 2)    Mao Xiaoye     Ding Hu     Chen Liqun 
( School of Mechanics and Engineering Science, Shanghai University, Shanghai 200444, China)

( Shanghai Institute of Applied Mathematics and Mechanics, Shanghai 200072, China)

Abstract     Fluid-conveying pipes have been widely used in aerospace, petrochemical, offshore and other important
engineering fields. The vibration characteristics of the fluid-conveying pipes, especially the natural characteristics of the
system, have been an important issue in the research of scholars around the world. This study investigates the natural
characteristics of transverse vibration of a fluid-conveying pipe with elastic supports at both ends. In particular, the
natural characteristics of the fluid-conveying pipe with asymmetric elastic supports at both ends are discussed. The
governing equation and boundary conditions of the fluid-conveying pipe system are derived by the Hamilton’s
principle. The modal functions of the static pipe are obtained by the complex modal method, and then they are used as
the potential function and weight function for the Galerkin method to truncate the control equation of the linear derived
system. The effects of symmetrical support stiffness at both ends, asymmetric support stiffness at both ends, pipe length
and fluid mass ratio on the natural frequencies of the system are discussed. The discussion focuses on the variation of
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natural frequencies under the condition of asymmetric supports that may happen at both ends of the pipe. Results show
that a fast decrease in the first natural frequency for large symmetrical support stiffness. When the support stiffness at
both ends of the pipe changes, the natural frequencies of each order of the pipe obtain the maximum or minimum value
when the support stiffness at both ends is equal. For the pipe with asymmetric supports at both ends, the closer the
support stiffness at both ends, the faster the first natural frequency decreases, and the smaller the corresponding critical
flow velocity. The greater the flow velocity of the fluid, the more significant is the effect on the natural frequency of the
pipe supported by asymmetric supports at both ends.

Key words    fluid-conveying pipes, natural frequency, elastic supports, transverse vibration, asymmetric boundary

 

引言

在现代工业生产中, 管道被广泛应用于水、石

油、天然气以及化工原料等各类流态物料的运输[1-4].
一般而言, 当流体在管道内部发生流动时, 管道会发

生振动, 如果严重的话会直接损坏管道系统. 由于管

道的动力学特性会受到流体流速、两端支承条件以

及其他因素的影响, 因此展开了对输液管道相关方

面的研究.
管道动力学的研究主要集中在理想边界. 例如,

早在 1950年, Ashley和 Haviland[5] 首次研究了含有

流动流体管道的弯曲振动. Paidoussis 等[6-8] 通过牛

顿第二定律推导了水平悬臂输液管道横向振动的线

性方程, 计算了系统前四阶模态的复频率并通过实

验进行了验证. 杨晓东和金基铎[9] 使用复模态法和

伽辽金法对两端铰支的输液管道的固有特性进行计

算, 发现伽辽金法只对其截断阶数的前几阶较低固

有频率的分析具有较好的精确性. 周永兆等[10] 研究

了两种铰支输液管道非线性模型下系统的固有频

率, 得出了偏微分控制方程结果相对于积分-偏微分

控制方程结果而言具有较强的非线性. 易浩然等[11]

通过研究含集中质量的悬臂输液管道, 得到了管道

的振动模态会随着集中质量的位置而发生转迁. 刘昌领

等[12] 对一端固定一端简支输液管道的流固耦合振

动进行了分析, 发现管道的长度对固有频率的影响

最大, 其次是流体速度, 液体压力的影响最小. 郭梓

龙等[13] 研究了悬臂输流管一端加上接地惯容式减

震器后的稳定性和动态响应的影响. 张挺等[14] 基于

广义有限差分法对不同支承下输流直管的振动响应

特性进行了研究, 得出结论: 两端简支时输流直管中

点处的振幅最大, 振动频率最小; 两端固支时输流直

管中点处的振幅最小, 振动频率最大; 且在端部约束

限制条件不对称时, 其振动幅值最大值出现位置会

向弱约束端偏移. 金基铎等[15] 研究了具有弹性支承

和运动约束作用的悬臂输液管道系统的运动分岔现

象和混沌运动. 匡华军等[16] 研究了温度对两端固支

管道振动特性的影响, 为管道系统的安全性和设计

提供了理论依据. 邢静忠和柳春图[17] 研究了土壤中

悬跨管道的弯曲和振动特性, 得出了当土壤刚度系

数较大时, 管道可以近似为两端固支模型; 而只有在

土壤刚度系数较小时的几个参数点上, 管道才可以

近似为两端简支模型. 随岁寒和李成[18] 使用有限元

分析方法给出了两种边界条件下管道自由振动的前

三阶固有频率与流体流速的关系. Ye等[19] 研究了简

支边界下输送超临界流体微曲管道的非平凡平衡位

形和固有频率, 得出了曲管的固有频率会随着管长

的增加而增加, 但不一定以单调的方式增加.
然而, 当管道受到环境温度、湿度、振动疲劳

等因素的影响时, 管道两端的约束形式不能简化为

理想边界, 可能是较为复杂的弹性边界. 因此, 大批

学者开展了弹性支承下输液管道的振动研究. 例如,
江建祥和黄幼玲[20] 通过对上游铰支加扭转支承, 下
游铰支的模型进行了计算和实验, 得到了管道各阶

固有频率随流速的增加而降低. 倪樵等[21] 使用微分

求积法分析了具有弹性支承输液管道的临界流速,
并证明了该方法具有较高的精度. 李琳等[22] 研究了

一端弹性支承一端固定支承输液管道的稳定性,得
到了静态失稳的临界流速不随质量比变化, 而动态

失稳的临界流速随质量比的增加先上升后下降 .
Qian 等[23] 研究了埋在非线性弹性地基中的输液管

道平面运动的非线性响应. 包日东等[24-25] 分析了含

有弹性支承输液管道的固有特性、动力稳定性和非

线性动力学特性. 刘俊卿和王克林[26] 提出了一种求

解输液管道临界流速的新方法, 可用于任意弹性支

承的输液管道, 支承位置可在两端也可在中间. 吴男

和金基铎[27] 研究了弹性地基两端铰支输液管道的
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模态和固有频率, 并讨论了弹性地基、质量比以及

轴向力对固有频率与流速之间关系的影响. Ni等[28-29]

研究了非线性弹性地基上输流弯管的内外共振及其

分岔与混沌运动. 许锋等[30] 研究了两端弹性支承输

液管道在分布随从力作用下的稳定性, 得到了支承

刚度的变化和分布随从力的大小及方向会影响输液

管道的失稳类型. Li等[31] 研究了两端受竖直弹簧和

扭转弹簧约束的输液管道在脉动流激励下的非线性

参数振动问题. Ding等[32] 在输液管道两端加上以一

定的方式组合起来的三个线性弹簧作为非线性隔振

器以衰减基础激励引起的输液管道横向振动. 以上

关于弹性支承的研究均是基于对称情况下的, 对于

两端非对称弹性支承情况下的相关研究较少. 但在

工程实际中, 例如海底悬跨管道, 其两端边界处多为

管-土作用的非对称约束, 因此对于两端非对称弹性

支承管道的研究是必不可少的.
本文以两端弹性支承输液管道为研究对象, 通

过复模态法和伽辽金截断法求解静态管道和受流体

流动影响的管道固有频率和模态函数, 并分析了支

承刚度、管道长度、流体质量比等系统参数对管道

固有频率的影响规律, 重点讨论了工程实际中由于

管道受到环境温度、湿度、振动疲劳以及局部松动

等情况下所出现的管道两端可能形成的非对称支承

的情况. 本文中所得到的非对称支承下管道固有频

率的变化规律可应用于设计一些满足特殊需求的管道. 

1     输液管道横向自由振动控制方程及伽辽

金截断

图 1 所示为两端弹性支承输液管道模型. 当考

虑 Kelvin-Voigt 黏弹性管材、管道几何非线性, 没
有管截面轴向力以及管内流体压力作用, 基于欧拉

梁模型的管道控制方程为[33](
ρpAp+ρf Af

)
W,tt+2ρf AfΓW,xt+EIbW,xxxx+

µIbW,xxxxt+

(
ρf AfΓ

2−
EAp

2L

w L

0
W2
,xdx−

µAp

L

w L

0
W,xW,xtdx

)
W,xx = 0 (1)

W,xx (0, t) = 0, W,xx (L, t) = 0

kLW (0, t)+EIbW,xxx (0, t) = 0

kRW (L, t)−EIbW,xxx (L, t) = 0

 (2)

其中, W(x) 为管道横向位移; E 为管道长度; Ib 为截

面转动惯量; μ 为管道黏弹性系数; L 为管道长度; kL,
kR 分别是两端线性支承弹簧的刚度; ρp 为管道密度;
D 为管道横截面外径; d 为管道内径; ρf 为管道内流

体密度; Af 为流体截面面积; Γ 为流体流速. 各参数

的值如下表 1所示.
  

表 1   输液管道的物理参数

Table 1    Physical parameters of the pipeline

Name Notation Value

outer diameter D/m 0.02 

inner diameter d/m 0.016 

Young’s modulus E/GPa 72 

density of fluid ρf/(kg·m−3) 1000 

density of pipe ρp/(kg·m−3) 2700 

length of pipe L/m 1 

viscoelasticity coefficient μ/(MN·s·m−2) 5

support stiffness on the left kL/(kN·m−1) 10

support stiffness on the right kR/(kN·m−1) 10
 

忽略流体流动、阻尼、非线性项的影响, 得到

静态管的线性控制方程和边界条件为(
ρpAp+ρfAf

)
W,tt + EIbW,xxxx = 0 (3)

W,xx (0, t) = 0, W,xx (L, t) = 0

kLW (0, t)+EIbW,xxx (0, t) = 0

kRW (L, t)−EIbW,xxx (L, t) = 0

 (4)

假设静态管道横向自由振动的位移解为

W̃ (x, t) = ϕ (x)q (t) (5)

其中, ϕ(x)和 q(t)分别为静态管道的模态函数和相应的

广义坐标, 假设管道横向振动的模态函数通解形式为

ϕ (x) =C1 cos(βx)+C2 sin(βx)+C3cosh(βx)+C4sinh(βx)
(6)

其中 C1, C2, C3, C4 分别为模态系数. 将解 (5)代入边

界条件 (4), 并联立式 (6)可以得到

 

x

kL

y

kR

W (x, t)

Γ

 
图 1   输液管道模型

Fig. 1    The model of the pipe
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

−1 0 1 0

−cos(βL) −sin(βL) cosh(βL) sinh(βL)

kL −EIbβ3 kL EIbβ3

kR cos(βL)−EIbβ3 sin(βL) kR sin(βL)+EIbβ3 cos(βL) kR cosh(βL)−EIbβ3sinh(βL) kR sinh(βL)−EIbβ3cosh(βL)





C1

C2

C3

C4


= 0

(7)

根据式 (7)可以得到静态管道的模态函数各系数的关系

C1 =C3

C2 =
I2
bE2β6 sin(βL)+ I2

bE2β6 sinh(βL)−2EIbkLβ3 cosh(βL)− kREIbβ3 cos(βL)− kREIbβ3 cosh(βL)+2kLkR sinh(βL)

EIbβ3 [
IbEβ3 cos(βL)− IbEβ3 cosh(βL)+ kR sin(βL)+ kR sinh(βL)

]
C4 =

I2
bE2β6 sin(βL)+ I2

bE2β6 sinh(βL)−2EIbkLβ3 cos(βL)− kREIbβ3 cos(βL)− kREIbβ3 cosh(βL)−2kLkR sinh(βL)

EIbβ3 [
IbEβ3 cos(βL)− IbEβ3 cosh(βL)+ kR sin(βL)+ kR sinh(βL)

]


(8)

图 2所示为所得到的静态管道的前四阶模态函

数, 从中可以看出, 在本文给定的参数条件下, 管道

的第一阶和第三阶模态关于管道中点对称, 而第二

阶和第四阶模态关于管道中点反对称.
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图 2   静态管道前四阶模态

Fig. 2    The first four modes of the static pipe
 

在接下来的分析中, 为了求解输液管道的固有

频率、横向振动模态, 采用线性静态管的模态函数

作为试函数和权重函数, 应用伽辽金截断法.
为研究具有线性弹性边界的输液管道的自由振

动特性, 根据式 (1)对应的线性派生系统为(
ρpAp+ρfAf

)
W,tt + 2ρfAfΓW,xt+

ρfAfΓ
2W,xx +EIbW,xxxx = 0 (9)

W,xx (0, t) = 0, W,xx (L, t) = 0

kLW (0, t)+EIbW,xxx (0, t) = 0

kRW (L, t)−EIbW,xxx (L, t) = 0

 (10)

考虑流体流动作用下输液管道的自由振动位移

解为

W (x, t) =
n∑

k=1

Qkeiωtϕk (x) (11)

其中 n 为伽辽金计算的截断项, 可以得到

−ω2
(
ρpAp+ρfAf

) n∑
k=1

Qkeiωtϕk (x)+

2iρfAfΓω

n∑
k=1

Qkeiωtϕk,x (x)+

ρfAfΓ
2

n∑
k=1

Qkeiωtϕk,xx (x)+

EIb
n∑

k=1

Qkeiωtϕk,xxxx (x) = 0 (12)

选取静态管道的模态函数为权函数, 可得

−ω2
(
ρpAp+ρfAf

)w L

0
ϕm (x)

n∑
k=1

Qkeiωtϕk (x)dx+

2iρfAfΓω
w L

0
ϕm (x)

n∑
k=1

Qkeiωtϕk,x (x)dx+

ρfAfΓ
2
w L

0
ϕm (x)

n∑
k=1

Qkeiωtϕk,xx (x)dx+

EIb
w L

0
ϕm (x)

n∑
k=1

Qkeiωtϕk,xxxx (x)dx = 0

m = 1,2, · · · ,n (13)

则式 (13)可化简为(
−ω2 M+ iωG+K

)
Qk = 0 (14)

其中
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Mkm =


0, k , m

1, k = m

Gkm =
2ρfAfΓN1km(
ρpAp+ρfAf

)
N0m

Kkm =



0, k , m

EIbN4m(
ρpAp+ρfAf

)
N0m
+

ρfAfΓ
2N2m(

ρpAp+ρfAf
)
N0m
, k = m

N0m =
w L

0

[
ϕm (x)

]2dx

N1km =
w L

0
ϕk,x (x)ϕm (x)dx

N2m =
w L

0
ϕm,xx (x)ϕm (x)dx

N4m =
w L

0
ϕm,xxxx (x)ϕm (x)dx



(15)

固有频率 ω 可以通过以下式子求得∣∣∣−ω2 M+ iωG+K
∣∣∣ = 0 (16)

对于给定的特征值, 可以确定复特征向量元素

Qk, 则含有流体流动的自由横向振动输液管道的模

态函数可以表示为

φ (x) =
∑n

k=1
Im[Qk]ϕk (x) (17)

其中 Im[Qk]表示 Qk 的虚部.
图 3给出了伽辽金方法选取不同截断项数时的

系统模态函数, 这里考虑了管内流体流速的作用. 图 4
则给出了对应情况下的系统固有频率 .  从图 3
和图 4 的结果可以看出, 与截断项数取为 6 的结果

相比, 当截断项数取为 4时, 前四阶模态函数及固有

频率均已具有较好的收敛性. 因此, 后续计算中伽辽

金方法的截断项数均取为 4. 此外, 与图 2结果相比,
图 3(a) 和图 3(c) 中的结果 (第一阶和第三阶模态函

数) 不是关于中点对称; 图 3(b) 和图 3(d) 中的结果

(第二阶和第四阶模态函数) 不是关于中点反对称.
这主要是由于流体流速作用导致系统模态函数出现

了不对称. 
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图 3   不同截断阶数的模态函数

Fig. 3    Modal functions with different truncation orders
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2     固有特性分析
 

2.1    对称线性支承刚度对固有频率的影响

图 5 为管道两端对称线性弹簧的刚度分别为

1 × 103 N/m, 1 × 104 N/m, 1 × 105 N/m 时, 输液管道

前四阶固有频率随着流体流速的变化情况. 图 5(a)
表示在亚临界状态下, 管道的第一阶固有频率随着

管道内流体流速的增大而下降, 两端线性刚度越大,
下降的趋势越快, 且管道的临界流速越小. 此结论与

文献 [25] 中所得结论一致, 证明了计算结果的正确

性. 图 5(b) 中结果表明: 在亚临界状态下, 当两端支

承刚度较小时 (kL = kR = 1 × 103 N/m), 管道第二阶固

有频率随着流速的增加而增大. 当支承刚度较大时

(kL = kR = 1 × 105 N/m), 第二阶固有频率随着流速的

增大而减小, 这与经典的两端简支输液管道下的结

论相同[18]. 图 5(c)和图 5(d)表示管道在不同对称支

承刚度情况下的第三和第四阶固有频率随着流速的

增大而减小.
表 2和表 3分别给出了当支承刚度很大和很小
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图 4   不同截断阶数的系统固有频率

Fig. 4    Natural frequencies with different truncation orders
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图 5   不同流速及对称线性支承刚度下的系统固有频率

Fig. 5    The natural frequencies with different flow velocity and the
stiffness of symmetrical linear spring
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时系统的前四阶特征值. 表中也给出了刘延柱等[34]

的两端简支和自由边界条件的系统特征值结果. 表 2
中结果表明: 当支承刚度很大时, 其结果与刘延柱

等[34] 计算的两端简支边界条件下的系统特征值吻

合较好. 表 3 中结果表明: 当支承刚度很小时, 其结

果与刘延柱等[34] 计算的两端自由边界条件下的系

统特征值吻合较好. 因此, 当两端支承刚度很大或很

小时, 该模型可以分别退化为两端简支或自由边界

条件, 这也说明了本文计算结果的正确性.
  
表 2   当支承刚度较大时的系统前四阶特征值与简支边界条

件下的计算结果

Table 2    The results of the first four orders eigenvalues of the
system with large support stiffness and simply supported

boundary conditions

Boundary
conditions

First-order
eigen-value

Second-order
eigen-value

Third-order
eigen-value

Fourth-order
eigen-value

kL = kR =
1 × 1012 N/m 3.141 588 6.283 177 9.424 590 12.566 140

simply supported
boundary [34] 3.141 592 6.283 185 9.424 777 12.566 370

 

  
表 3   当支承刚度较小时的系统前四阶特征值与自由边界条

件下的计算结果

Table 3    The results of the first four orders eigenvalues of the
system with small support stiffness and free boundary Conditions

Boundary
conditions

First-order
eigen-value

Second-order
eigen-value

Third-order
eigen-value

Fourth-order
eigen-value

kL = kR =
1 × 10−5 N/m 4.730 041 7.853 204 10.995 607 14.137 165

free
boundary [34] 4.722 389 7.853 982 10.995 574 14.137 167

  

2.2    非对称线性支承刚度对固有频率的影响

图 6 表示的是管道左右两端支承刚度的总和

为 20 kN/m 不变, 流体流速为 0, 左右两端支承刚度

的比值从 1:10递增到 10:1时, 管道固有频率的变化

情况. 从中可以看出, 管道的第一阶和第二阶固有频

率随着比值的增加而先增加后减小, 在左端等于右

端时达到最大值. 而第三阶和第四阶固有频率随着

比值的增大先减小后增大, 在左端等于右端时达到

最小值, 而且通过计算结果可以得出, 互为倒数的比

值对应的固有频率值相等.
图 7 表示的是管道左右两端支承刚度的总和

为 20 kN/m 不变, 左端支承刚度与右端支承刚度值

的比分别为 1:3, 1:1, 3:1 时管道的固有频率随流体
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图 6   不同非对称线性支承刚度下的系统固有频率

Fig. 6    The natural frequencies with different stiffness of asymmetrical
linear spring
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流速的变化情况 .  通过观察可以发现 ,  当流速

Γ = 0时, 各阶的固有频率关系满足图 6中所对应的

规律. 而当流速增加时, 互为倒数的刚度比值所对应

的固有频率间的差别增大, 但第一阶固有频率几乎

不受影响.
图 8表示的是当两端非对称线性弹簧的刚度总

和为 2 kN/m不变, 左端支承刚度与右端支承刚度值

的比分别为 1:6, 1:4, 1:2 时管道的固有频率随流体

流速的变化情况. 可以看出, 随着流速的增加, 管道
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图 7   不同流速及非对称线性支承刚度下的系统固有频率

Fig. 7    The natural frequencies with different flow velocity and the
stiffness of asymmetric linear spring
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图 8   不同流速及非对称线性支承刚度下的系统固有频率

Fig. 8    The natural frequencies with different flow velocity and the
stiffness of asymmetric linear spring
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的各阶固有频率减小. 而且对于管道的第一阶固有

频率而言, 两端弹簧的刚度越接近, 其下降的越快,
而且相应的临界流速越小. 第二阶固有频率随着两

端支承刚度比值的增大而增大, 但第三阶和第四阶

固有频率随着两端支承刚度比值的增大而减小. 

2.3    管道长度对固有频率的影响

图 9为管道长度分别为 L = 0.8 m, L = 1 m以及

L = 1.2 m时, 管道前四阶固有频率的变化规律 (除管

长以外其他参数均与表 1一致). 从图 9(a)可以看出,
其他条件都一样的情况下, 越长的管道其第一阶固

有频率和临界流速越小. 而从图 9(b)中可以看出, 管
道的长度不会改变第二阶固有频率一开始随流体流

速增加而增大的变化规律. 但是, 当管道的长度增加

时, 第二阶固有频率开始下降的位置会向左发生平

移. 图 9(c)和图 9 (d)表示管道的长度不会改变第三和

第四阶固有频率随着流速的增大而减小的变化规律. 

2.4    流体质量比对固有频率的影响

Mr = ρfAf/(ρpAp+ρfAf)

图 10 为流体质量比 Mr=0.3, Mr=0.4 和 Mr =
0.5 时 ,  管道前四阶固有频率随流速的变化规律

 . 从中可以看出, 流体质量比

越大, 管道的第一阶、三阶和第四阶固有频率越小.
但对于管道第二阶固有频率而言, 在一开始它是随

着流速的增大而增大. 在一定的范围内, 流体质量比

越大, 管道第二阶固有频率越小, 但当流速超过这一

临界点后, 流体质量比越大, 管道第二阶固有频率

越大. 
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图 8   不同流速及非对称线性支承刚度下的系统固有频率 (续)

Fig. 8    The natural frequencies with different flow velocity and the
stiffness of asymmetric linear spring (continued)
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图 9   不同流速及管道长度下的的系统固有频率

Fig. 9    The natural frequencies with different flow velocity and
pipe length 
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3     结论

本文研究了两端弹性支承输液管道的固有特

性, 通过哈密顿原理建立了两端弹性支承输液管道

的控制方程, 使用复模态法得到了静态管道的前四

阶模态函数, 以其作为权函数, 使用四阶伽辽金截断

法得到考虑流体流动影响下的管道真实固有频率和

模态函数, 并分析了流体流速、两端对称线性支承

刚度、两端非对称线性支承刚度、管道长度以及流

体质量比对管道固有频率的影响, 得出以下结论.
(1) 当输液管道两端为对称支承时, 支承刚度越

大, 管道的一阶固有频率随着流体流速的增大下降

的越快, 而且管道的临界流速越小. 第二阶固有频率

在两端支承刚度较小时, 随着流速的增加一开始是

增大的, 当支承刚度足够大时, 频率随着流速的增大

而减小.
(2) 当输液管道两端为非对称支承, 而左右两端

支承刚度总和不变时, 考虑流体流速为零的情况下,
管道的各阶固有频率在两端支承刚度相等时取得最

值, 而且左右两端支承刚度的比值互为相反数所对

应的固有频率相等. 而当流体流速不为零时, 流速越

大, 固有频率变化的越明显.
(3) 其他参数相同的条件下, 管道越长, 其固有

频率和临界流速越小; 流体质量比越大, 其一阶、三

阶和四阶固有频率越小. 但对于二阶固有频率而言,
在一定的范围内, 流体质量比越大, 管道第二阶固有

频率越小, 但当流速超过临界点后, 流体质量比越大,
管道第二阶固有频率越大.

(4) 文中所得到的两端对称支承与非对称支承

情况下固有频率的变化规律结果可以用于设计一些

满足特殊需求的输液管道.
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