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受损悬索对称性破缺下非线性耦合振动研究
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摘要　对称性是振动理论中 5大美学特征之一, 然而对称性破缺又难以避免. 本文以工程中常见的易损结构—

悬索为例, 探究当该系统遭遇非对称性损伤时, 对称性破缺对其面内耦合振动特性影响. 首先建立受损悬索面

内非线性动力学模型, 并采用 Galerkin法得到离散的无穷维微分方程. 利用多尺度法计算该非线性系统发生面

内耦合共振响应的调谐方程. 截取前 9阶模态, 利用数值计算方法得到无损和受损悬索的各类共振曲线及其稳

定性, 通过计算最大李雅普诺夫指数来确定系统的混沌运动. 研究结果表明: 已有研究常采用抛物线模拟悬索

静态构形, 然而一旦发生不对称损伤, 采用分段函数更能准确描述悬索受损后的静态构形; 对称性破缺会导致

悬索固有频率之间的交点变为转向点, 其正、反对称模态均变为非对称模态; 受损后悬索的非线性相互作用系

数会发生显著改变, 其内共振响应会产生明显变化; 当激励直接作用在高阶模态时, 无损系统会呈现出单模态

解和内共振解, 而受损系统并没有呈现出明显的单模态解; 受损系统的分岔和混沌特性会发生改变, 系统将通

过倍周期分岔产生混沌运动.

关键词　受损悬索, 对称性破缺, 频率转向, 耦合共振, 分岔和混沌
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Abstract     Symmetry is one of the five aesthetic characteristics in the vibration theory, but the symmetry-breaking is
also inevitable. This paper takes a common vulnerable structure in engineering-the suspended cable-as an example, and
the influences of symmetry-breaking on the planar coupled vibrations have been investigated when the asymmetric
damage is occurred. Firstly, the in-plane nonlinear dynamical model of damaged suspended cable has been established,
and the nonlinear infinite dimensional differential equations have been obtained by using the Galerkin method. The
method of multiple scales has been adopted to obtain the modulation equations of the nonlinear systems’ in-plane
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coupled vibrations. The resonant curves of undamaged and damaged suspended cables including the first nine modes
have been obtained by using the numerical methods, and the stabilities of solutions have also been determined. The
largest Lyapunov exponent has been calculated to determine the system’s chaotic motions. The numerical results show
that the classical parabolic curves have been often adopted to simulate the suspended cables’ static configurations.
However, when the asymmetric damage occurs, the piecewise functions should be used to accurately describe the
damaged cables’ static configurations. The symmetry-breaking causes crossover points between two natural frequencies
of suspended cables to turn into veering points, and the symmetric/anti-symmetric mode shapes before damage are
changed into the asymmetric ones after damaged. The nonlinear interaction coefficients are changed significantly,
resulting in significant changes in internal resonant responses. When the excitation is directly applied to the higher-
order modes, the single-mode solutions and internal resonant ones are obvious in the undamaged system, while the
damaged system does not present the obvious single-mode solutions. The bifurcations and chaos of the damaged system
are also changed obviously, and some chaotic motions around the period-doubling bifurcation are observed as to the
damaged system.

Key words    damaged suspended cable, symmetry-breaking, frequency veering, coupled resonant responses, bifurcation
and chaos

 

引言

普遍存在于自然界中的对称性, 不仅是现代物

理学的一个核心概念, 而且从分子结构到自然景观,
从艺术作品到建筑结构, 甚至诗词歌赋, 对称性也处

处体现. 振动理论具有统一、简洁、整齐、对称和

奇异等 5 大美学特征[1], 当中蕴含的美, 一方面具有

客观存在性, 同时对其认识亦存在相对性. 对称让一

切均衡有序, 结构固有的对称性, 不但可以大幅降低

动力学建模和分析计算工作量, 还可以带来视觉上

冲击和美感. 近年来随着奇异性理论和分岔理论等

不断发展, 对于结构遭遇对称性破缺[2] 或非齐次边

界条件等问题[3], 一些奇异性现象逐渐被人们认识

和理解. 由此可见对称性及其破缺是结构振动分析

中不可忽视的关键因素.
以工程中常见的索结构为例[4], 两端水平自由

悬挂的索具有明显的结构对称性. 但是这种对称性

很容易被打破, 比如: 端点不在同一水平位置的斜拉

索[5]; 包含非均匀分布的集中质量[6]; 存在非均匀损

伤[7] 等. 因此一旦索结构遭遇到对称性破缺, 系统固

有特性将或多或少发生改变, 比如频率[8-10]. 具体而

言, 水平悬索固有频率随着 Irvine参数[11] 增大, 会出

现多个交点, 该处固有频率相等. 对于斜拉索, 由于

对称性破缺, 频率间交点消失, 从而出现转向点. 此
时随着 Irvine 参数不断增大, 两固有频率会不断接

近然后迅速分开[12]. 对于各类动力系统或结构, 当其

固有频率相等或近似相等时, 系统有可能会出现明

显的模态耦合共振[13-17], 能量会在模态间发生传递,
导致系统产生更为复杂的动力学现象. 已有研究表

明[18-19]: 对于悬索/斜拉索, 两者会呈现出截然不同的

模态耦合共振响应. 由此可见, 频率交点/转向点附

近的动力学现象丰富且复杂, 倘若进一步考虑系统对称

性破缺, 其动力学特性将发生更多定性和定量的改变.
索是一类典型的易损构件[20-22], 不对称损伤是

引发系统对称性破缺的重要因素之一. 对于受损拉

索, Jiang等[23] 建立考虑钢丝磨损和索内腐蚀分布的

斜拉索的腐蚀疲劳模型, 分析了不同环境条件中拉

索的腐蚀疲劳. Bouaanani[24] 采用有限差分法研究损

伤位置和范围对悬索模态灵敏度影响, 研究不同损

伤情况下悬索的力学特性. Lepidi[25] 基于受损悬索

力学模型, 以面内频率为损伤指标, 识别悬索损伤.
Sun等[26] 建立了腐蚀拉索静力学模型和平面内自由

振动的控制方程, 分析表明随着腐蚀时间增加, 拉索

张力、垂度和固有频率将出现明显变化. Xu 等[27]

基于损伤拉索的微观力学模型, 提出了一种断丝拉

索静、动力特性的分析方法, 考虑不同物理参数, 分
析断丝损伤对拉索静动力特性影响. 王立彬等[28] 通

过推导拉索损伤后的索力和线形公式来分析损伤拉

索的等效弹性模量. 兰成明等[29] 对已经服役 18 年

的拉索钢丝开展研究, 发现拉索腐蚀钢丝的屈服强

度和极限应变都有所降低, 腐蚀钢丝与未腐蚀钢丝

的弹性模量基本相同. Zhu 等[30] 采用同伦分析法研

究斜拉梁中拉索受损后, 该系统的动力学行为.
上述研究主要关注拉索疲劳或腐蚀损伤的机
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理, 或分析损伤后的频率、振型和索力等. 对于受损

悬索, 经典的对称抛物线构形已无法准确刻画对称

性破缺后的分段构形. 因此如何采用分段函数拟合

受损系统的悬链线构形？如何进一步从非线性动力

学的角度去分析受损悬索的动力学行为？尤其是对

称性破缺导致频率间交点变为转向点后, 受损系统

多模态间的耦合共振响应特性又会发生哪些定量和

定性的变化？这些问题值得进一步探索和研究.
本文基于受损悬索面内非线性动力学模型, 采

用分段样条曲线描述损伤后的静态构形, 并利用多

尺度法得到模态耦合共振的调谐方程. 通过数值算

例, 探究受损悬索对称性破缺下的耦合振动特性. 

1     数学模型

假定悬索由均匀、连续的弹性材料构成, 且只

考虑索横截面上均匀分布的拉应力和拉应变, 忽略

剪切、抗弯和扭转刚度. 损伤悬索无应力状态下的

构形如图 1 左图所示, 采用弧坐标 s 贯穿悬索全长,
EA 表示轴向刚度, EAd(s)表示受损后残余轴向刚度.
假设锈蚀部分的残余截面面积相等, 损伤区域为 [a1,
a2], 不对称分布. L0 为无应力状态下索长, L 表示水

平跨度, bd 表示受损悬索的垂度. 无损和受损的悬索

的静态、动态构形如图 1 右图所示, u(x,t) 和 v(x,
t)分别表示轴向和竖向的位移分量.
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图 1   受损悬索构形及特性

Fig. 1    Configurations and characteristics of the damaged suspended cable
 

引入以下 3个无量纲参数分别描述悬索损伤的

程度、范围和位置[7]

η =
EA−EAd (s)

EA

δ =
a2−a1

L0

α =
a1+a2

2L0


(1)

损伤程度在整个索长上变化用分段函数表示

ζ (s) =

 η, a1 < s < a2

0, 其他区域
(2)

χ2

κ2

损伤会导致悬索形成新的静力构形, 引起张力减小,
垂度增大. 因此本文引入悬索水平张力折减系数  

和垂度增大系数   
[7]: Hd=χ2H, bd=κ2b. 式中 Hd (H)分

别表示受损 (无损) 悬索的初始水平张力, 通过求解

其静力学平衡方程得到.
损伤会改变水平悬索的静态构形, 倘若损伤呈

现出明显不对称性, 此时抛物线就无法准确描述受

损后的静态构形, 因此需要采用分段样条曲线来拟

合 [7]. 节点之间每段曲线都由一个多项式函数 yj(x)
映射. 比如对于一段受损悬索的线形, 可以采用三段

抛物线近似表示: 未损段 y1(x) (0<x<a1), 受损段 y2(x)
(a1<x<a2), 未损段 y3(x) (a2<x<L), 此时节点处需满足

连续性条件

y1 (a1) = y2 (a1)

y2 (a2) = y3 (a2)

y′1 (a1) = y′2 (a1)

y′2 (a2) = y′3 (a2)


(3)

利用哈密顿变分原理, 可得悬索面内非线性运

动微分方程

mü+cuu̇−EA (1− ζ) ·[
u′+ κ2y′ jv

′+
(
v′
)2/2

]′
= 0 (4)

mv̈+cvv̇− χ2Hv′′−EA (1− ζ)
(
κ2y′′ j+ v′′

)
·[

u′+ κ2y′ jv
′+

(
v′
)2/2

]′
= pv cos(Ωt) (5)

cv,cu式中, 点表示对 t 求导, 撇表示对 x 求导, m 和  

分别为单位长度质量和阻尼系数, pv 和 Ω 为外激励
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幅值和频率.
系统的边界条件和连续条件表示为

u(0) = 0,u1
− = u+1 ,u

−
2 = u+2 ,u(L) = 0

v(0) = 0,v1
− = v+1 ,v

−
2 = v+2 ,v(L) = 0

u±j = lim
γ→0

u
(
a j±γ

)
,v±j = lim

γ→0
v
(
a j±γ

)
γ > 0, j = 1,2


(6)

EAε−1 = EA(1−η)ε+1 ,EA(1−η)ε−2 = EAε+2

由索轴向张力平衡可得以下连续性方程 :
 , 其中 ε1 和 ε2

为拉格朗日应变.

ε(x, t) =(
u′+ κ2y′v′+ v′2/2

)
= e(t)

/ [
1− ζ(x)

]
u (x, t) =w x

0
e(t)

/ [
1− ζ(x)

]
dx−

w x

0

(
κ2y′ jv

′+ v′2/2
)
dx

基于拟静态假设, 并结合索的轴向张力平衡方

程 ,  得到损伤悬索轴向应变的拟静态解  

  ,  积分后    

  ,  再引入边

界条件和连续条件 (6)可得

e(t) = ∆d

w L

0

[
κ2y′ jv

′+
(
v′
)2/2

]
dx (7)

∆d =
1−η

1−η(1−δ)其中跟损伤相关的无量纲参数   .

因此受损悬索面内运动方程可以简化为

mv̈+cvv̇−EA/L
(
κ2y′′ j+ v′′

)
∆d·w L

0

[
κ2y′ jv

′+
(
v′
)2/2

]
dx− χ2Hv′′ = pv cos(Ωt) (8)

引入以下无量纲参数

v∗ =
v
L
,ω∗ =

ω

L
, x∗ =

x
L
,y∗j =

y j

L
, t∗ =

√
g

8b
t

cv
∗ =

√
8b
g

cv

m
,Ω∗ =

√
8b
g
Ω, p∗v =

pvL
H
,Θ =

EA
H

 (9)

可得无量纲化后的运动方程

v̈+cvv̇− χ2v′′−Θ
(
κ2y′′ j+ v′′

)
∆d·w 1

0

[
κ2y′ jv

′+
(
v′
)2/2

]
dx = pv cos(Ωt) (10)

v (x, t) = eiωtφ (x)采用分离变量法:    , 忽略非线性

项、阻尼项和激励项等, 通过线性化处理, 可得

χ2
(
φ j

)′′
+ω2φ j = k j, j = 1,2,3 (11)

k j =Θ∆dy′′ j·[w α1

0
y′1

(
φ1

)′
dx+

w α2

α1
y′2

(
φ2

)′
dx+

w 1

α2
y′3

(
φ3

)′
dx

]
(12)

式中 α1=a1/L, α2=a2/L. 可知特征函数的分段解为

φ j (x) = d1 j cos
(
ω

χ
x
)
+d2 j sin

(
ω

χ
x
)
+

k j

ω2 (13)

模态函数的边界条件和连续性如下

φ1 (0) = 0,
(
φ1

)+
=

(
φ1

)−
,
(
φ2

)+
=

(
φ2

)−(
φ1

)′+
=

(
φ1

)′−
,
(
φ2

)′+
=

(
φ2

)′−
,φ3 (1) = 0

 (14)

将式 (13)代入式 (12), 并将边界条件代入式 (13),
可得由未知系数 d1j, d2j 和特征频率 ω 组成的 7 × 7
系数矩阵.

利用 Galerkin法对式 (10)进行离散

v (x, t) =
∞∑

n=1

φn (x)qn (t) (15)

φn(x) qn(t)其中   表示模态函数,    为坐标函数.
φn(x)将式 (15) 代入式 (10), 两边同时乘以   后从

0到 L 积分, 可得离散的无穷维方程

q̈n+ω
2
nqn+2µnq̇n=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

Λni jqiq j+

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
h=1

Γni jhqiq jqh+ fn cos(Ωt) (16)

其中各项系数表达式如附录 A所示. 

2     摄动分析

首先将二阶微分方程 (16)改写为

q̇k − zk=0

żk +ω
2
kqk +2µkzk =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

Λki jqiq j+

∞∑
i=1

∞∑
j=1

∞∑
h=1

Γki jhqiq jqh+ fk cos(Ωt)


(17)

qk(t;ϵ) =
∑

i=1ϵ
iqki(T0,T1,T2) zk(t;ϵ) =

∑∞
i=1ϵ

izki(T0,T1,T2)

Ti=ϵ
it (i= 0,1,2) ∂/∂t=

∑∞
i=0ϵ

iDi Di=∂/∂Ti

采用多尺度法摄动分析, 设位移和速度坐标为

 ,    ,
其中 ,       ,  故     ,       .
将位移和速度的广义坐标代入式 (17) 中, 可得各阶

微分方程组.

qk1=Ak(T1,T2)eiωkT0+cc zk1=iωkAk(T1,T2)eiωkT0+cc

针对一阶微分方程组 ,  可以假设其解表示为

 ,    . 其
中 δkm 和 δkn 为 Delta函数, cc 表示共轭复数项. 将一

阶方程组的解代入二阶方程组中, 可求得二阶近似

解. 对于系统固有频率相等或者近似相等, 可以引入

调谐参数 σ1(外) 和 σ2(内) 描述频率接近的程度, 其
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Ω =ω j+ϵσ1 ωn=ωm+ϵσ2 j = m, n关系式为:    和    (   ). 将二

阶近似解代入三阶微分方程组中, 求得可解性条件,
再根据重组法得调谐方程如下

2iωm
(
Ȧm+µmAm

)
= KmmA2

mĀm+

KmnAmAnĀn+R5A2
nĀneiσ2T2 +R6AnAmĀmeiσ2T2+

R7A2
mĀne−iσ2T2 +R8A2

nĀme2iσ2T2 + fmδmieiσ1T2/2

2iωn
(
Ȧn+µnAn

)
= KnnA2

nĀn+KnmAnAmĀm+

R1A2
mĀme−iσ2T2 +R2AmAnĀne−iσ2T2+

R3A2
mĀne−2iσ2T2 +R4A2

nĀmeiσ2T2 + fnδnieiσ1T2/2


(18)

A j

A j=
[
p j(t)−ir j(t)

]
eiβ j(t)/2, j=m,n

其中非线性系数 K i j 见附录 B, 2K1=R2=2R4=2R5,
2K2=R6=2R1=2R7, K3=R3=R8. 将   表示为直角坐标形

式:    , 代入式 (18)可得

ṗm =−υmrm−µm pm−Kmmrm
(
p2

m+ r2
m

)
/8ωm−

Kmnrm
(
p2

n+ r2
n

)
/8ωm−K1rn

(
p2

n+ r2
n

)
/8ωm−

K2
(
rn p2

m+2pm pnrm+3rnr2
m

)
/8ωm+

K3
(
p2

nrm−2pn pmrn− r2
nrm

)
/8ωm (19)

ṙm =υm pm−µmrm+Kmm pm
(
p2

m+ r2
m

)
/8ωm+

Kmn pm
(
p2

n+ r2
n

)
/8ωm+K1 pn

(
p2

n+ r2
n

)
/8ωm+

K2
(
3pn p2

m+2pmrmrn+ r2
m pn

)
/8ωm+

K3
(
pm p2

n+2pnrnrm− r2
n pm

)
/8ωm+ fm/2ωm (20)

ṗn =−υnrn−µn pn−Knnrn
(
p2

n+ r2
n

)
/8ωn−

Knmrn
(
p2

m+ r2
m

)
/8ωn−K2rm

(
p2

m+ r2
m

)
/8ωn−

K1
(
p2

nrm+2pn pmrn+3r2
nrm

)
/8ωn+

K3
(
p2

mrn−2pm pnrm− r2
mrn

)
/8ωn (21)

ṙn =υn pn−µnrn+Knn pn
(
p2

n+ r2
n

)
/8ωn+

Knm pn
(
p2

m+ r2
m

)
/8ωn+K2 pm

(
p2

m+ r2
m

)
/8ωn+

K1
(
3pm p2

n+2pnrnrm+r2
n pm

)
/8ωn+

K3
(
pn p2

m+2pmrmrn− r2
m pn

)
/8ωn+ fn/2ωn (22)

a j =
√

p2
j + r2

j , j = m,n

Ω=ωm νm=σ1 νn=σ1−σ2

Ω=ωn νm=σ1+σ2 νn=σ1

其中,    , 当激励直接作用在低阶

模态时 (    ),     ,     ; 当激励直接作

用在高阶模态时 (   ),    ,   . 

3     数值算例与分析
 

3.1    静态构形、频率及模态

悬索物理参数为: L = 200.0 m, A = 7.069 × 10−2

m2, E = 200 GPa 以及 ρ = 7800.0 kg/m3. 无量纲化后

的阻尼系数分别为: μm = 0.005, μn = 0.006. 不对称的

损伤参数为: 损伤程度 η = 0.4、损伤范围 δ = 0.3、
损伤位置 α = 0.7. 对于无损系统, 其构形可以采用

抛物线描述 y(x) = (−4x2 + 4x)f. 一旦遭遇非对称损

伤, 此时对称性破缺, 需要采用样条曲线拟合受损

悬索的悬链线构形 .  经拟合 ,  可以得到以下分段

函数

y j (x) =



(
−3.9985x2+3.999x

)
f , 0 ⩽ x ⩽ α1(

−4.0003x2+4.0009x−0.0005
)

f , α1 ⩽ x ⩽ α2(
−3.995x2+3.992x+0.003

)
f , α2 ⩽ x ⩽ 1

对比上述两组方程, 由于非对称损伤导致悬索

构形函数发生改变, 用分段样条曲线表示的线形将

不再具有对称性. 因此本文将重点分析和讨论对称

性破缺的动力系统, 其线性和非线性振动特性.
首先, 图 2 给出了无损和受损悬索前六阶模态

频率 ω/π 和 Irvine 参数 λ2 的关系曲线. 如图 2(a) 所
示, 对于无损结构, 其模态频率分为正对称和反对称

两类, 且随着 Irvine参数的不断增大, 系统频率之间

存在多个交点. 观察图 2(b)可知: 悬索发生不对称损

伤后, 系统模态频率之间交点将消失, 其频率轨迹会

相互接近, 然后迅速分开, 形成频率转向点. 此时各

阶频率 ω 包含在 7 × 7 的系数矩阵中 ,  如附录 C
所示.

值得一提的是, 此时由于模态振型不再严格区

分正、反对称形式, 因此转向点附近模态振型失去

了对称性. 针对《公路桥梁抗风设计规范》(JTG/T
3360-01-2018) 中对于斜拉索频率面内频率计算, 如
果严格从力学概念而言, 斜拉索和受损的水平悬索,
由于系统存在对称性破缺, 其频率和模态不宜再分

为正、反对称两类形式. 
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3.2    激励响应幅值曲线/幅频响应曲线

表 1给出了无损和受损悬索的参数以及非线性

相互作用系数. 当系统的两个模态频率接近时, 在外

激励作用下, 能量将在不同模态间传递, 导致系统发

生 1:1 内共振. 由表 1 数据可知: 由于无损悬索具有

对称性, 假设高阶为正对称模态, 低阶为反对称模态,
可得非线性相互作用系数 K1=K2=0. 而损伤悬索由

于其模态振型对称性破缺, 此时 K1≠0 和 K2≠0. 表 1
中部分参数正负号也出现了截然相反的情况, 由此

可见对称性破缺后, 随着非线性相互作用系数的改

变, 系统非线性耦合动力学行为也发生变化. 此外损

伤后悬索的频率呈现出明显下降的趋势, 这一特点

与温度效应有所区别.
对于激励直接作用于高阶 (Ω≈ω2), 图 3 给出了

无损和受损悬索的激励响应幅值曲线. 其中实线为

稳定解, 虚线为不稳定解, SN 和 HB 分别表示鞍节

点分岔和霍普夫分岔. 如图 3(a) 所示, 对于无损悬

索, 稳态解可以明显分为两类: 单模态解和双模态

解 (内共振). 对于前者 (a1＝0), 随着外激励幅值

f2 不断增加, 直接激励响应幅值 a2 不断增大. 选取合

适的初始条件, 可以得到第二类内共振解. 此时由于

内共振而激发的低阶模态响应幅值 a1 明显要大于

a2. 且随着 f2 不断减小, a1 和 a2 逐渐降低, 直到 SN1,
系统发生跳跃现象, 此处 a2 迅速增大, a1 则直接变

成 0, 系统再次出现单模态解.
图 3(b) 给出了受损系统的激励响应幅值曲线.

此时系统不存在明显的单模态解, 随着 f2 的增大,
a2 会不断增加, 直到 0.000 8 附近, 出现第一个鞍结

点分岔 SN1, 发生跳跃现象. 同时, a1 也不断增大, 直
到 SN1. 倘若 f2 进一步增加, 此时 a2 不会一直增加,
而会出现一段饱和现象直至第二个霍普夫分岔 HB2,
能量将不断通过内共振的形式传递到低阶模态, 导
致 a1 不断增大. 倘若 f2 从大不断减小直到 0, 对于稳

定解而言, a2 由于饱和现象, 会基本保持不变, a1 则
不断减小, 直到第 3个鞍结点分岔 SN3, 幅值发生明

显的跳跃现象, 迅速下降. 此外选择合适的初始条件,
可以得到鞍结点分岔 SN2 与霍普夫分岔 HB1 之间

小范围的稳定解.
如图 3 所示, 对比无损和受损悬索的鞍结点分

 

(a) 无损悬索
(a) Undamaged cable

(b) 受损悬索
(b) Damaged cable
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图 2   悬索模态频率和 Irvine参数关系曲线及其模态振型

Fig. 2    Relationship curves between Irvine parameter and mode
frequencies and shapes

表 1   无损和受损悬索的参数与非线性相互作用系数

Table 1    Parameters and nonlinear interaction coefficients of undamaged and damaged suspended cables

Cable types m n λ2 ωm ωn Kmm Knn Kmn/ Knm K1 K2 K3

undamaged 1 2 40.373 6.264 0 6.283 0 −2 650 000 1 329 000 2 079 000 0 0 1 368 000

damaged 1 2 41.829 6.153 5 6.153 8 1 091 850 902 357 −2 365 780 938 598 1 024 960 −1 028 280
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岔, 悬索受损后, 分岔数量增加到 3 个, 由此导致跳

跃现象增多, 系统响应幅值突然增大或减小变得更

加频繁, 影响悬索的疲劳性质. 进而有可能导致悬索

损伤程度、范围和位置的进一步扩展和增加, 严重

影响索结构安全. 因此在索结构的施工、运营与维

护阶段, 需要及时识别索的损伤, 并及时采取相应措

施进行处理, 避免由于出现局部损伤后不断加剧, 最
终导致整体结构安全受影响.

选取外激励幅值 f2 = 0.002 以及内调谐参数

σ2 = 0.2, 图 4 描述了当外激励直接作用于高阶模态

(Ω ≈ ω2) 时, 无损和受损悬索的幅频响应曲线. 其中

实线和虚线分别为稳定和不稳定解, PF为叉形分岔.
对于无损系统, 如图 4(a)所示, 与激励响应幅值

曲线类似, 系统会呈现出明显的单模态解和内共振

解. 此时可以观察到两个叉形分岔 PF1 和 PF2. 选择

一定的初始条件, 系统会展现出明显的耦合共振. 当
外调谐参数 σ1 的不断增加时, a1 和 a2 均会不断减

小, 直到第一个霍普夫分岔 HB1. 此后系统出现不稳

定解. 倘若 σ1 继续增加, 系统会出现第二个霍普夫

分岔 HB2, 此时系统重新出现稳定解. 如果 σ1 仍然

继续增加, a1 会呈现增大的趋势, 而 a2 基本不变.
对于受损系统, 其共振响应特性发生了显著改

变, 如图 4(b) 所示. 随着外调谐参数 σ1 从−1.0 开始

不断增大, 对于稳定解, 虽然内共振响应幅值 a1 虽
小, 但是其并不是恒等于零, 且幅频响应曲线中并没

有叉形分岔 PF, 而出现鞍结点分岔 SN1, 此处系统发

生跳跃现象. 对于系统的大幅振动, 一开始为不稳定

解, 随着调谐参数 σ1 不断增大, 直到第一个霍普夫

分岔 HB1 ,  此时系统开始出现稳定解 .  之后随着

σ1 继续增大, 与无损系统类似, 系统会经历两个霍普

夫分岔 HB2 和 HB3, 内共振响应幅值 a1 呈现出先减

小后增大的趋势. 倘若 σ1 继续增加, 系统又将恢复
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图 3   激励响应幅值曲线 (f1 = 0, σ1 = 0.05和 σ2 = 0.2)

Fig. 3    Excitation response amplitude curves when f1 = 0, σ1 = 0.05 and
σ2 = 0.2
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图 4   幅频响应曲线 (f1 = 0, f2 = 0.002和 σ2 = 0.2)

Fig. 4    Frequency-response curves when f1 = 0, f2 = 0.002 and σ2 = 0.2
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稳定解, 直到第 4个霍普夫分岔 HB4. 对比图 4(a)可
知: 无损系统此时会出现鞍结点分岔 SN1, 导致系统

出现跳跃现象. 由此可见, 受损伤影响, 在交点和转

向点附近, 系统模态间的耦合振动特性存在明显的

定性和定量的区别.
 

3.3    分岔和混沌

图 3和图 4中, 无论是无损还是受损悬索, 都存

在霍普夫分岔. 由于系统的非线性动力学行为在霍

普夫分岔附近会发生明显的改变, 因此分别采用打

靶法和 Floquet 理论求解霍普夫分岔点附近的动态

解并判断其稳定性. 图 5 给出了受损系统在两个霍

普夫分岔 HB2 和 HB3 间的动态解, 其中实心圆是稳

定的, 空心圆是不稳定的. 显然 HB3 是一个超临界霍

普夫分岔, HB1 点首先出现稳定的周期解分支, 随着

调谐参数 σ1 的减少, 系统会出现倍周期分岔 PD1, 表
明系统存在通往混沌的路径.

在 PD1 附近, 外调谐参数 σ1 从 0.04 不断减小,
依次选定为 0.04→0.03→0.028→0.027 78→0.027 72,
图 6 给出了系统在对应调谐参数变化时的相位图.
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图 5   受损悬索霍普夫分岔点附近的动态解 (f1=0, f2=0.002和 σ2=0.2)

Fig. 5    Damaged suspended cable’s dynamic solutions around two
Hopf bifurcations when f1=0, f2=0.002 and σ2=0.2
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图 6   PD1 附近的相位图: 从周期解到混沌 (1→2→4→8→…→混沌)

Fig. 6    Phase portraits diagrams around PD1: from periodic motions to
chaotic motions (1→2→4→8→…→chaos)
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如图所示, 随着调谐参数不断增加, 该动力系统会经

历周期 1→2→4→8→···→混沌解. 为了验证系统出

现的混沌运动, 图 7 给出了系统的时程曲线、相位

图、频率谱以及庞加莱截面, 并计算出系统的最大

李雅普诺夫指数. 由时程曲线可以看出系统的波形

呈现出明显的随机性, 此时的庞加莱截面具有分形

的特点, 随机性强. 经计算可得其最大李雅普诺夫指

数为 0.003 57, 据此可以判定为混沌吸引子. 

4     结 论

水平悬索遭遇不对称损伤后, 其固有对称性被

打破, 如果仍采用一段抛物线来描述受损后的线形,
会出现细微差异. 因此需采用样条曲线拟合受损悬

索的静态构形, 利用分段函数表示; 由于损伤导致对

称性破缺, 水平悬索固有频率之间的交点变为转向

点, 受损前正、反对称模态也变为受损后的非对称

模态; 失去对称性后, 受损系统非线性相互作用系数

亦会产生明显改变, 导致其内共振响应产生显著改

变; 当激励直接作用在高阶模态时, 无损系统呈现出

明显的单模态解和多模态解 (即内共振), 但受损系

统并没有呈现出明显的单模态解; 损伤会导致系统

的鞍结点分岔数量增加, 导致系统可能发生的跳跃

现象增多, 引发响应幅值发生突变, 影响索结构的疲

劳性能; 受损系统的分岔和混沌特性会发生明显的

改变, 将通过倍周期分岔产生混沌运动.
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λ2

χ6(ω/ χ)2

A51 = −A53 = −
ω

χ
sin

(
ω

χ
α1

)
A52 = −A54 = −

ω

χ
cos

(
ω

χ
α1

)
A63 = −A65 = −

ω

χ
sin

(
ω

χ
α2

)
A64 = −A66 = −

ω

χ
cos

(
ω

χ
α2

)
A71 =

3.999
4
ω

χ
cos

(
ω

χ
α1

)
− 3.998 5

4
2α1 cos

(
ω

χ
α1

)
+

3.998 5
4

2sin
(
ω

χ
α1

)
− 3.999

4
ω

χ

A72 =
3.999

4
ω

χ
sin

(
ω

χ
α1

)
− 3.998 5

4
2α1 sin

(
ω

χ
α1

)
−

3.998 5
4

2cos
(
ω

χ
α1

)
+2

3.998 5
4

A73 =
ω

χ

4.000 9
4

sin
(
ω

χ
α2

)
− 4.000 9

4
sin

(
ω

χ
α1

)
−

4.000 3
4

2α2 sin
(
ω

χ
α2

)
+

4.000 3
4

2α1 sin
(
ω

χ
α1

)
−

4.000 3
4

2cos
(
ω

χ
α2

)
ω
/
χ

− 4.0003
4

2cos
(
ω

χ
α1

)
ω
/
χ


A74 =

ω

χ

4.000 9
4

cos
(
ω

χ
α2

)
− 4.000 9

4
cos

(
ω

χ
α1

)
−

4.000 3
4

2α2 cos
(
ω

χ
α2

)
+

4.000 3
4

2α1 cos
(
ω

χ
α1

)
−

4.000 3
4

2sin
(
ω

χ
α2

)
ω
/
χ

− 4.000 3
4

2sin
(
ω

χ
α1

)
ω
/
χ


A75 =

ω

χ

3.992
4

cos
(
ω

χ

)
− 3.992

4
cos

(
ω

χ
α2

)
−

3.995
4

2cos
(
ω

χ

)
+

3.995
4

2α2 cos
(
ω

χ
α2

)
+

3.995
4

2sin
(
ω

χ

)
ω
/
χ
− 3.995

4

2sin
(
ω

χ
α2

)
ω
/
χ


A76 =

ω

χ

3.992
4

sin
(
ω

χ

)
− 3.992

4
sin

(
ω

χ
α2

)
−

3.995
4

2sin
(
ω

χ

)
+

3.995
4

2α2 sin
(
ω

χ
α2

)
+

3.995
4

2cos
(
ω

χ

)
ω
/
χ
− 3.995

4

2cos
(
ω

χ
α2

)
ω
/
χ


A77 = −

ω

χ
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