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分数阶拟周期 Mathieu 方程的动力学分析
1)

郭建斌 *    申永军 *, †, 2)    李    航 *
* (石家庄铁道大学机械工程学院, 石家庄 050043)

† (石家庄铁道大学交通工程结构力学行为与系统安全国家重点实验室, 石家庄 050043)

摘要　分数阶微积分有着诸多优异的特点, 目前在动力学领域主要用来提高非线性系统振动特性研究的准确

性. 本文在拟周期Mathieu方程的基础上, 引入分数阶微积分理论, 研究了分数阶微分项参数对方程稳定性的影

响. 首先, 采用摄动法得到方程稳定区和非稳定区分界线 (即过渡曲线)近似表达式, 利用数值方法验证了解析

结果的准确性, 图像显示两者吻合较好. 随后, 通过归纳总结不同情况下的过渡曲线近似表达式, 发现在系统中

分数阶微分项以等效线性刚度和等效线性阻尼的方式存在. 根据这一特点, 得到了系统等效线性阻尼和等效线

性刚度的一般形式, 并且定义了非稳定区域厚度. 最后, 通过数值仿真直观地分析了分数阶微分项参数对方程

稳定区域大小和过渡曲线位置的影响. 结果发现, 分数阶微分项不仅具有阻尼特性还具有刚度特性, 并且以等

效线性刚度和等效线性阻尼的方式影响着方程稳定区域大小和过渡曲线位置. 合理选择分数阶微分项参数可

以使其呈现不同程度的刚度特性或阻尼特性, 方程稳定区域的大小和过渡曲线的位置也因此产生了不同程度

的变化.

关键词　分数阶微分, Mathieu方程, 拟周期, 稳定性
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DYNAMIC ANALYSIS OF QUASI-PERIODIC MATHIEU EQUATION WITH
FRACTIONAL-ORDER DERIVATIVE1)

Guo Jianbin *    Shen Yongjun *, †, 2)    Li Hang *
* ( Department of Mechanical Engineering, Shijiazhuang Tiedao University, Shijiazhuang 050043, China)

† ( State Key Laboratory of Mechanical Behavior and System Safety of Traffic Engineering Structures, Shijiazhuang Tiedao University,
Shijiazhuang 050043, China)

Abstract     Fractional calculus has many excellent characteristics and is mainly used to improve the research accuracy
for vibration characteristics of nonlinear systems in the field of dynamics. In this paper, the fractional-order derivative is
introduced into the quasi-periodic Mathieu equation and the influences of fractional-order term on the stability of the
equation are studied. Firstly, the conditions of the periodic solutions are obtained by the perturbation method, and the
approximate expressions of the transition curves are also gotten. The accuracy of the approximate analytical solution is
verified by comparing with the numerical solution, and they are in good agreement with each other. Moreover,
approximate expressions of transition curves under different conditions are summarized. By analyzing their formal
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characteristics, it is found that the fractional-order term exists in the form of equivalent linear stiffness and equivalent
linear damping in the equation, the general forms of equivalent linear damping and equivalent linear stiffness are
obtained, and the thickness of unstable region is defined. Finally, the effects of fractional-order parameters on the size of
stability region and the position of transition curves are analyzed intuitively by numerical method. It is found that the
fractional-order term has both damping and stiffness characteristics, and the fractional coefficient and fractional order
affect the transition curves of the equation in the form of equivalent linear stiffness and equivalent linear damping. Even
in some cases, the effect of fractional-order term is almost equal to linear damping or linear stiffness. Reasonable
selection of fractional-order parameters can make it show different degrees of stiffness or damping characteristics, and
have different degrees of influence on the stability region of the equation and the position of the transition curve, thus
affecting the value range of the stability parameters of the equation. These results are of great significance for the study of
dynamic characteristics of such systems.

Key words    fractional-order derivative, Mathieu equation, quasi-periodicity, stability

 

引 言

分数阶微积分第一次被数学家 Hospi ta l 与
Leibnitz提出, 至今已有 300多年历史. 起初, 分数阶

微积分因其缺乏应用背景在早期工程研究中并未得

到广泛关注. 1832年, Liouville首次将分数阶微积分

用于解决一些实际问题. 此后, 众多学者在分数阶微

积分的定义、性质和计算方法等方面展开了详细的

探讨[1-6]. 在这个过程中, 分数阶微积分也由数学理

论研究逐步走向工程应用[7-11].
在控制工程领域, 分数阶微积分主要用来影响

系统的闭环控制特性, 从而提高系统控制效果和鲁

棒性. 如薛定宇和赵春娜[12] 提出了一种分数阶 PID
控制器的设计方法, 具体演示了分数阶控制器对系

统优良的控制效果. 常宇健等[13] 则针对含分数阶阻

尼的悬架模型进行了主动控制研究. 在动力学方面,
分数阶微积分主要集中用于描述黏弹特性材料的本

构关系, 以此来提高此类非线性系统振动特性研究

的准确性. 如 Cao 等 [14] 采用数值积分法, 结合相

图、庞加莱截面图、分岔图等分析了分数阶阻尼对

系统动力学性能的影响. 申永军等[15] 通过对含分数

阶线性单自由度振子的动力学分析, 首次提出等效

线性阻尼和等效线性刚度概念. 申永军等[16-17] 利用

平均法得到分数阶 van der Pol 振子的一次近似解,
比较了分数阶与整数阶系统并分析了分数阶微分项

对系统动力特性的影响. 由上述研究可知, 相比整数

阶模型, 分数阶模型的物理意义更清晰, 更能准确描

述实际系统.
Mathieu 方程作为一种周期系数线性微分方程,

因其本身复杂的动力学特性, 在动力学领域得到了

广泛的应用[18-20], 经常被用来处理一些参数共振现

象. 如 Qian 等[21] 研究了在参数激励和强迫激励作

用下的斜拉桥拉索的非线性动力学问题, 利用多尺

度方法分析了 1/2 参激共振下的动力学响应. 黄建

亮等[22] 对 van der Pol-Mathieu方程的动力学特性进

行了研究, 应用改进的谐波平衡法精确计算出了方

程的准周期响应. 温少芳[23] 研究了分数阶参激系统

的动力学特性, 分析了分数阶微分项对系统稳定性

边界以及幅频响应的影响. 同时, 随着众多学者对

Mathieu方程的深入研究, 促使其形式也得到了丰富

拓展. Kovacic等[24] 对Mathieu方程的推广型作了全

面概述, 包含拟周期系数和椭圆系数等多种形式的

Mathieu 方程. 其中, 拟周期系数 Mathieu 方程通常

被应用于一些特殊的动力系统, 如 Galeotti和 Toni[25]

提出的含双频激励时变刚度的高速列车受电弓非线

性模型. Huan 等[26] 研究了高速列车受电弓-悬链线

组合系统中低频和高频参数激励对系统响应的影响

等. Rand等[27-28] 则针对拟周期Mathieu方程不同共

振状态的稳定区域进行了深入研究.
综上所述, 在含有黏弹性器件的参激系统 (如弓

网系统)中, 分数阶模型较整数阶模型对系统描述更

加准确. 因此, 本文在拟周期 Mathieu 方程中引入分

数阶微积分理论, 建立了分数阶拟周期 Mathieu 方

程, 利用摄动法求得了方程过渡曲线的近似解析解,
通过数值方法在系统稳定图中分析了分数阶微分项

参数对方程稳定区域大小和过渡曲线位置的影响,
并验证了分数阶微分项同时含有阻尼和刚度特性的

特点. 
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1     分数阶拟周期 Mathieu 方程
 

1.1    摄动分析

本文研究的分数阶拟周期 Mathieu 方程如下

所示

ü (t)+2ζu̇ (t)+ {δ+ε [cos t+ cos(ω t)]}u (t)+

K1Dpu (t) = 0 (1)

ω ε |ε| ≪ 1 2ζ

δ+ε [cos t+ cos(ω t)]

Dp [u (t)] u (t) t p (0 ⩽ p ⩽ 1) K1

(K1 > 0)

其中 ,     是无理数;     为小参数 , 满足    ;     和

 分别为线性阻尼和时变刚度 ;
 为    关于    的    阶导数    ;     为分

数阶微分项系数   .
关于分数阶微积分的定义有多种 ,  这里采用

Caputo型分数阶微积分定义

Dp [u (t)] =
1

Γ (1− p)

w t

0

u′ (s)
(t− s)p d s (2)

Γ Γ(z+1) = zΓ(z)式中   为 Gamma函数, 具有   的特性.
ζ =

εµ, µ = O (1) , K1 = εk , k = O (1)

为了确定方程稳态周期解的过渡曲线, 引入 

 , 式 (1)变换为

ü (t)+2εµu̇ (t)+ {δ+ε [cos t+ cos(ω t)]}u (t)+

εkDpu (t) = 0 (3)

利用摄动法, 假设式 (3)的解满足

u (t, ε) = u0 (t)+εu1 (t)+ε2u2 (t)+ · · · (4)

δ−ω过渡曲线在   平面内具有如下形式

δ (ω ;ε) = δ0+εδ1 (ω)+ε2δ2 (ω)+ · · · (5)

ε将式 (4)和式 (5)代入式 (3), 比较   的同次幂得到

O
(
ε0

)
: ü0+δ0u0 = 0 (6a)

O
(
ε1

)
: ü1+δ0u1 = −δ1u0− [cos t+

cos(ωt)]u0−2µu̇0− kDp u0 (6b)

O
(
ε2

)
: ü2+δ0u2 = −δ1u1−δ2u0− [cos t+

cos(ωt)]u1−2µu̇1− kDp u1 (6c)

由式 (6a)解得

u0 = Aei
√
δ0 t + cc (7)

cc ω

δ−ω δ0 =
1
4

(α+βω)2,α,β ∈ Z

α = 0,1, β = −1,0,1

其中   代表前面各项的共轭, 后不赘述. 由于   是无

理的, 拟周期Mathieu方程稳态周期解的过渡曲线在

 平面上是从    处产生 [29] ,

下面讨论方程在   时的过渡曲线.

δ0 = 0 α = 0,β = 0(1)    (即   )
根据式 (6a)解得

u0 = c = const. (8)

c式中    是由初始条件确定的常量, 将其代入式 (6b)
得到

ü1 = −δ1c− [cos t+ cos(ωt)]c (9)

−δ1c = 0为了消除永年项需   , 所以有

δ1 = 0 (10)

则式 (9)的特解为

u1 =

[
cos t+

cos(ωt)
ω2

]
c (11)

kDpu1这里利用公式[30] 对分数阶微分项   进行处理

Dpeiλt ≈ (iλ)peiλt (12)

再结合欧拉公式得到

kDpu1 =kDp
{[

cos t+
cos(ωt)
ω2

]
c
}

=
c
2
ipk

(
ei t +

ωpeiωt

ω2 + cc
)

(13)

将式 (8)、式 (10)、式 (11)和式 (13)代入式 (6c)得到

ü2 = −cδ2−
c
2
− c

2ω2 − iµce
i t −µ ice

iωt

ω
−

1
4

ce2i t − 1
4

cei (1−ω) t − 1
4

cei (1+ω) t − ce2iωt

4ω2 −

cei(1−ω) t

4ω2 − cei(1+ω) t

4ω2 − 1
2
ipcei tk− ck(iω)peiω t

2ω2 + cc

(14)

从上式得出消除永年项条件

−cδ2−
c
2
− c

2ω2 = 0

即

δ2 = −
1
2

(
1+

1
ω2

)
(15)

此时式 (14)的特解为

u2 =
1
16

ce2it + iµceit +
iµceiωt

ω3 +
cei(−1+ω)t

4(−1+ω)2+

cei(1+ω)t

4(1+ω)2 +
ce2iωt

16ω4 +
cei(−1+ω)t

4(−1+ω)2ω2
+

cei(1+ω)t

4(1+ω)2ω2
+

ceiωtk(iω)p

2ω4 +
c
2
ipei tk+ cc (16)
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将式 (10)和式 (15)代入式 (5)得到

δ = −ε2 1
2

(
1+

1
ω2

)
+O

(
ε3

)
(17)

δ0 = 0分析式 (17) 可以看出, 在    附近过渡曲线的二

阶近似解与方程的分数阶微分项和阻尼都没有关

系, 所以进行三阶近似计算

O
(
ε3

)
: ü3+δ0u3 = −δ3u0−δ2u1−δ1u2−

[cos t+ cos(ωt)]u2−2µu̇2− kDp u2 (18)

类似地, 将式 (8)、式 (10)、式 (11)、式 (15)和
式 (16)代入式 (18)可得到消除永年项条件

−cδ3−
ck

(
ω4+ωp

)
2ω4 cos

( pπ
2

)
= 0

即

δ3 = −
k
(
ω4+ωp

)
2ω4 cos

( pπ
2

)
(19)

δ0 = 0代入方程原参数得到    时过渡曲线的三阶近

似解

δ =−ε2 1
2

(
1+

1
ω2

)
−ε2

K1
(
ω4+ωp

)
2ω4 cos

( pπ
2

)
+

O
(
ε4

)
(20)

δ0 =
1
4
ω2 α = 0, β = 1(2)    (即   )

由式 (7)得到式 (6a)的特解为

u0 = Ae
i
2ωt + cc (21)

kDpu0对分数阶项   进行处理得到

kDpu0 = kDp
(
Ae

i
2ω t + cc

)
= k

(
i
2
ω

)p

Ae
i
2ω t + cc (22)

将式 (21)和式 (22)代入式 (6b)中得到

ü1+
1
4
ω2u1 = e

i
2ω t

[
−δ1A−2−pk(iω)pA− iµωA− 1

2
Ā
]

− 1
2
e

3
2 iω tA− 1

2
ei t+

i
2ω tA− 1

2
e−i t+

i
2ω tA+ cc

(23)

消除永年项条件为

−δ1A−2−pk(iω)pA− iµωA− 1
2

Ā = 0 (24)

A =
a
2
− ib

2
为了便于求解, 记   , 求解式 (24), 分离实部

和虚部得

[
−1−2δ1−2

1
2pω

pk cos
( pπ

2

)]
a+[

−2ωµ−2
1
2pω

pk sin
( pπ

2

)]
b = 0[

−2ωµ−2
1
2pω

pk sin
( pπ

2

)]
a+[

−1+2δ1+2
1
2pω

pk cos
( pπ

2

)]
b = 0


(25)

该方程有非零解的条件是

det



−1−2δ1−2
1
2pω

pk cos
( pπ

2

)
−2ωµ−2

1
2pω

pk sin
( pπ

2

)
−2ωµ−2

1
2pω

pk sin
( pπ

2

)
−1+2δ1+2

1
2pω

pk cos
( pπ

2

)


= 0 (26)

其中 det为求解矩阵行列式. 计算得出

δ1 = −
1
2pω

pk cos
( pπ

2

)
±

√
1
4
−

[
ωµ+

1
2pω

pk sin
( pπ

2

)]2

(27)

此时式 (6b)的特解为

u1 =
1

4ω2 e
3
2 iωtA− 1

2(ω−1)
e−i t+

i
2ωtA+

1
2(ω+1)

ei t+
i
2ωtA+ cc (28)

将式 (21)、式 (27)和式 (28)代入式 (6c)得

ü2+
1
4
ω2u2 =

[
−δ2A+

A
4(−1+ω)

− A
8ω2−

A
4(1+ω)

]
e

1
2 iωt + · · ·+ cc (29)

为了消除永年项, 要求

−δ2A+
A

4(−1+ω)
− A

8ω2 −
A

4(1+ω)
= 0

从而得到

δ2 = −
1+3ω2

8ω2 (1−ω) (1+ω)
(30)

将式 (27)和式 (30)代入式 (5), 代入原参数整理得到

此时的两条过渡曲线

δ =
1
4
ω2− K1

2p ω
p cos

( pπ
2

)
−ε2 1+3ω2

8ω2 (1−ω) (1+ω)
±√

ε2

4
− ω

2

4

[
2ζ +

K1

2p−1ω
p−1 sin

( pπ
2

)]2
+O

(
ε3

)
(31)
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δ0 =
1
4
α = 1

β = 0

根据上述类似的计算方法相应求出   (   ,

 )时方程的过渡曲线为

δ =
1
4
− K1

2p cos
( pπ

2

)
−ε2 3+ω2

8
(
1−ω2)±√

ε2

4
− 1

4

[
2ζ +K1

1
2p−1 sin

( pπ
2

)]2

+O
(
ε3

)
(32)

δ0 =
1
4

(1+ω)2 α = 1,β = 1   (即   )时方程的过渡曲线为

δ =
1
4

(1+ω)2+ε2
[

1
2ω
− 1

4(2+ω)
− 1

4ω (1+2ω)

]
−

K1

2p (1+ω)p cos
( pπ

2

)
±√

ε2

4ω2 −
1
4

(1+ω)2
[
2ζ +

K1

2p−1 (1+ω)p−1 sin
( pπ

2

)]2
+

O
(
ε3

)
(33)

δ0 =
1
4

(1−ω)2 α = 1,β = −1   (即   )时方程的过渡曲线为

δ =
1
4

(1−ω)2+ε2
[
− 1

2ω
− 1

4(2−ω)
− 1

4ω (2ω−1)

]
−

K1

2p (1−ω)p cos
( pπ

2

)
±√

ε2

4ω2 −
1
4

(1−ω)2
[
2ζ +

K1

2p−1 (1−ω)p−1 sin
( pπ

2

)]2
+

O
(
ε3

)
(34)

 

1.2    方程过渡曲线分析

ζ = 0.005 K1 = 0.005 p = 0.5 ε =

0.1

选取一组参数   ,    ,    ,  
 , 利用式 (20)和式 (31) ~ 式 (34)并略去式中高阶

部分绘制解析结果的过渡曲线如图 1所示.

C(p) K(p)

δ0

对比不含分数阶微分项的Mathieu系统[31-32], 通
过定义等效线性阻尼   和等效线性刚度   的方

法来分析分数阶微分项对拟周期 Mathieu 方程过渡

曲线的影响.    在各情况下的等效线性阻尼和等效

线性刚度如表 1所示.
通过表 1, 得到方程等效阻尼和等效刚度的一般

形式

C(p) = 2ζ + (
√
δ0)p−1K1 sin

( pπ
2

)
(35a)

K(p) = δ+ (
√
δ0)pK1 cos

( pπ
2

)
(35b)

δ0 = 0

K1 p

K1

p

p

分析上述 5 种情况下的结果可知, 在    时,
方程过渡曲线的二阶近似解与分数阶微分项无关,
分数阶微分项以等效线性阻尼和等效线性刚度的形

式影响着过渡曲线的三阶近似解. 而在其他 4 种情

况中, 分数阶微分项对方程二阶近似解均有影响, 并
且它们的等效线性阻尼和等效线性刚度均可整理为

一般形式 (35). 通过分析式 (35)发现, 分数阶微分项

的系数    和阶次    对方程过渡曲线有着重要影响:
当分数阶微分项系数   逐渐增大时, 等效线性阻尼

和等效线性刚度都会逐渐增大; 当分数阶阶次    趋

近于 0 时, 分数阶微分项几乎等于线性刚度; 而当 

趋近于 1时, 分数阶微分项几乎等于线性阻尼.

δ0

另外, 通过对比式 (31) ~ 式 (34) 发现方程过渡

曲线表达式具有一定的相似性, 都是由   开始随着

 

−0.50 −0.25 0 0.25 0.50
0

0.5

1.0

1.6

ω

δ

δ0 = (1 − ω2)/4

δ0 = (1 + ω2)/4

δ0 = ω2/4

δ0 = 0

δ0 = 1/4

 
图 1   分数阶拟周期Mathieu方程的过渡曲线

Fig. 1    Transition curves of QP Mathieu equation with fractional-order
derivative

δ0表 1      在不同情况下的等效线性阻尼和等效线性刚度

δ0Table 1    Equivalent linear damping and equivalent linear stiffness of different  

δ0 = 0  δ0 =
1
4
ω2  δ0 =

1
4

  δ0 =
1
4

(1+ω)2  δ0 =
1
4

(1−ω)2 

C(p)  − 2ζ +
K1

2p−1 ω
p−1 sin

( pπ
2

)
  2ζ +K1

1
2p−1 sin

( pπ
2

)
  2ζ +

K1

2p−1 (1+ω)p−1 sin
( pπ

2

)
  2ζ +

K1

2p−1 (1−ω)p−1 sin
( pπ

2

)
 

K(p) 
δ+ε2

K1

(
ω4 +ωp

)
2ω4 cos

( pπ
2

)
  δ+

K1

2p ω
p cos

( pπ
2

)
  δ+

K1

2p cos
( pπ

2

)
  δ+

K1

2p (1+ω)p cos
( pπ

2

)
  δ+

K1

2p (1−ω)p cos
( pπ

2

)
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ω δ = δ0+

E±F δ0 =
1
4
ω2

 的增大逐渐分裂成两条过渡曲线组成 (  

 ), 如方程在    时过渡曲线式 (31). 根据

这一特点, 可以定义此时两条过渡曲线之间的厚度

(即非稳定区域厚度)为

thickness ≈ 2

√
ε2

4
− ω

2

4

[
2ζ +K1

1
2p−1ω

p−1 sin
( pπ

2

)]2

(36)

δ0

δ−ω

类似地, 在   为其他几种情况时也存在类似的

式子来表示过渡曲线之间的厚度. 利用式 (36) 可以

更加直观地显示分数阶微分项系数和阶次的变化对

 平面上非稳定性区域大小的影响. 

2     数值仿真
 

2.1    数值解和解析解的比较

为了验证本文结果的正确性, 下面将上述过渡

曲线的解析结果和数值结果进行对比. 利用文献 [5]
中介绍的数值方法研究方程 (1), 该方法的近似公

式为

Dpu(tl) ≈ h−p
l∑

j=0

Cp
j u(tl− j) (37)

tl = lh h Cp
j其中    为时间采样点,    为时间步长,    为分数

阶二项式系数, 具有以下迭代关系

Cp
0 = 1

Cp
j =

(
1− 1+p

j

)
Cp

j−1

 (38)

ω = 0 ∼ 1.5 δ = −0.2 ∼ 0.5 δ−ω

δ

ω

ζ = 0.005 K1 = 0.005 p = 0.5 ε = 0.1

δ0 =
1
4
ω2 δ0 =

1
4

将    和    组成的    平面

内所有的点离散处理, 分别代入式 (1)中对方程进行

数值积分, 计算一段时间后根据方程响应的振幅变

化情况判断各个参数点对应的稳定性, 以此来确定

式 (1)的稳定区和非稳定区分界线. 其中   选择间隔

为 0.002,    间隔为 0.01, 计算时间为 700 s, 计算步长

选择 0.001, 所得结果如图 2 所示. 仿真过程中参数

取值为:     ,     ,     ,     . 图中

黑色的点代表数值解稳定点, 白色是非稳定区域, 白
色和黑色的分界线是数值解的稳定性边界, 红圈代

表方程过渡曲线的解析结果. 从图 2 中可以看到方

程在    和    附近形成了指状的非稳定区

域, 且解析结果和数值结果的稳定性边界在主要区

域吻合度较好, 证明了文中所述方法和结果具有较

好的准确性. 
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1.0
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0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
0
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0.15

0.20

ω
ω

δ
(a) 整体图

(a) Panoramic view 

δ
(b) 局部图

(b) Local view 
图 2   数值解和解析解的方程过渡曲线

Fig. 2    Transition curves of numerical and analytical solutions
  

2.2    分数阶微分项对过渡曲线的影响

ε,K1 ζ

p δ0 =
1
4
ω2 δ0 =

1
4
δ0 =

1
4

(1+ω)2

下面研究分数阶微分项参数对方程过渡曲线的

影响. 首先选定参数   和   , 当分数阶微分项阶次

 分别选取 0.1, 0.5 和 0.9 时, 方程在   ,  

 和   时的过渡曲线如图 3所示.

p

K(p)

C(p)

p

从图 3 中可以看出, 当分数阶微分项阶次    逐

渐增大时, 由于等效线性刚度   在逐渐减小, 因此

方程的过渡曲线在向右移动; 同时, 等效线性阻尼

 在逐渐增大, 方程的非稳定区域在逐渐缩小. 说
明分数阶阶次    不仅影响方程过渡曲线的位置, 而
且还影响方程稳定区域的大小.

p = 0.1, p = 0.5 p =

0.9 (ε = 0.1, ζ =

0.005)

为了更好地区别分数阶微分项的阻尼和刚度特

性, 分别取分数阶微分项阶次        和  

 , 观察不同阶次对方程过渡曲线的影响    

 , 所得结果如图 4 ~ 图 6所示.
p = 0.1 K1

K1

图 4中给出了   时方程过渡曲线随系数 

的变化情况. 可以发现, 当   逐渐增大时, 由于等效

线性刚度也在逐渐增大, 因此方程过渡曲线的位置
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p = 0.1

发生了明显的左偏移; 但此时等效线性阻尼变化较

小, 所以非稳定区域的面积未出现明显收缩. 说明

 时分数阶微分项呈现出较强的刚度特性, 而
阻尼特性相对较弱.

p = 0.5

K1

当分数阶微分项阶次    时 ,  如图 5(a) 和
图 5(b)显示, 随着分数阶微分项系数   的逐渐增大,
此时等效线性刚度和等效线性阻尼都在增大, 方程

δ0 =
1
4
ω2

K1

K1

K1

p = 0.5

过渡曲线不仅逐渐向左偏移, 同时曲线之间的厚度

也在逐渐缩小 .  利用式 (36) 观察    时非稳

定区厚度随系数    的变化情况, 从图 5(c) 看出, 随
着系数    的逐渐增大, 方程非稳定区面积在逐渐

缩小, 并且当系数   增大到一定程度, 发生了局部非

稳定区域消失的现象. 说明当    时, 分数阶微
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p图 3   分数阶微分项阶次   对过渡曲线的影响

pFig. 3    Effects of the fractional order   on transition curves
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p = 0.1 K1图 4      时分数阶微分项系数   对过渡曲线的影响

K1
p = 0.1

Fig. 4    Effects of the fractional coefficient   on transition curves when
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分项不仅具有明显的刚度特性还具有明显的阻尼

特性.

p = 0.9

K1 p =

0.5,K1 = 0.001 ζ

在图 6中分析   时不同分数阶微分项系数

 对过渡曲线的影响. 此外, 为了便于比较, 给出了 

 时线性阻尼系数    对方程过渡曲线的

K1 ζ

K1 ζ

影响情况, 如图 7 所示. 由图 6 和图 7 可知, 随着系

数    和    逐渐增大, 方程的非稳定区域都发生了明

显的收缩, 说明此时分数阶微分项呈现出较强的阻

尼特性, 系数    对系统的作用与线性阻尼系数    几

乎相同. 
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p = 0.5图 5      时分数阶微分项系数对过渡曲线的影响

p = 0.5
Fig. 5    Effects of the fractional coefficient on transition curves when
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p = 0.9 K1图 6      时分数阶微分项系数   对过渡曲线的影响
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Fig. 6    Effects of the fractional coefficient   on transition curves when

第  12  期 郭建斌等: 分数阶拟周期Mathieu方程的动力学分析 3373



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
ω

δ

ζ = 0.01

ζ = 0.03

ζ = 0.04

(a) δ0 =      ω2

4

1

ζ = 0.01

ζ = 0.03

ζ = 0.04

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

ω

δ

(b) δ0 =      
4

1

0.35 0.40 0.45 0.50
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

ζ = 0.01

ζ = 0.05

ζ = 0.09

δ

ω

(c) δ0 =      (1 + ω)2

4

1

 
ζ图 7   线性阻尼系数   对过渡曲线的影响

ζFig. 7    The evolutions of the transition curves due to the change of 
  

3     结 论

δ−ω
应用摄动法研究了分数阶拟周期Mathieu方程,

得到了方程在    平面内过渡曲线的近似表达式.
借助等效线性刚度和等效线性阻尼概念, 分别分析

了不同分数阶微分项系数和阶次对方程过渡曲线的

影响. 结果发现, 分数阶微分项同时具有刚度特性和

阻尼特性, 选取不同的分数阶微分项阶次和系数可

以使其呈现不同程度的刚度特性或阻尼特性, 方程

稳定区域的大小和过渡曲线的位置也因此产生了不

同程度的变化. 以上结果说明分数阶微分项对拟周

期Mathieu方程的稳定特性有着重要的影响, 对此类

系统的分析和稳定状态参数的选取有着重要的意义.
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