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平稳高斯激励下线性结构随机振动分析的辅助简谐

激励广义法
1)

范文亮 *, †, 2)    盛向前 *
* (重庆大学土木工程学院, 重庆 400045)

† (重庆大学山地城镇建设与新技术教育部重点实验室, 重庆 400045)

摘要　相比于时域法, 频域法是更为高效、易行的随机振动分析方法, 但对于平稳激励下的随机振动分析, 现
有频域方法常需振型截断或功率谱矩阵分解, 将会影响计算精度和效率. 为此, 本文在频域法的框架下, 针对平

稳高斯激励下线性结构的随机振动分析提出了一种精确且高效的辅助简谐激励广义法. 首先, 引入广义脉冲响

应函数和广义频响函数的概念, 推导了与响应功率谱计算的完全二次项组合法等价的广义分析方法. 其次, 通
过辅助简谐激励的响应乘积代替广义频响函数的乘积, 在广义分析方法的基础上进一步提出了更易于实现的

辅助简谐激励广义法. 再次, 根据辅助简谐激励下结构响应求解方式的不同, 提出了具有不同适用性的两种辅

助简谐激励广义法实现方案, 即基于振型叠加的辅助简谐激励广义法和基于时程分析的辅助简谐激励广义法;
同时, 给出了上述两种实现方案的计算性能及其与已有方法的对比分析. 最后, 通过两个算例验证本文所提方

法的计算精度和效率. 由算例结果可知, 本文提出的辅助简谐激励广义法在计算响应功率谱时与完全二次项组

合法和虚拟激励法的计算精度保持一致, 而计算效率相对完全二次项组合法和虚拟激励法具有显著的优势.
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AUXILIARY HARMONIC EXCITATION GENERALIZED METHOD FOR RANDOM
VIBRATION ANALYSIS OF LINEAR STRUCTURES UNDER STATIONARY GAUSSIAN

EXCITATION1)

Fan Wenliang *, †, 2)    Sheng Xiangqian *
* ( School of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China)

† ( Key Laboratory of New Technology for Construction of Cities in Mountain Area, Chongqing University, Chongqing 400045, China)

Abstract     Compared with the time-domain method, the frequency-domain method is a more efficient and easy-to-
implement method for random vibration analysis. However, the existing frequency-domain methods often involve
truncation for degree of mode or decomposition of the power spectrum in multi-correlation conditions, which may have
impact on the computational accuracy and efficiency of the methods. To this end, an accurate and efficient auxiliary
harmonic excitation generalized method is proposed for the analysis of random vibration of linear structures under
stationary Gaussian excitation in the framework of the frequency domain method. First, the concepts of generalized
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impulse response function and generalized frequency response function are introduced, and a generalized analysis
method, which is equivalent to the complete quadratic combination method of response power spectrum calculation, is
derived. Secondly, replacing the product of generalized frequency response function by the product of response of
auxiliary harmonic excitation, a more easily implemented auxiliary harmonic excitation generalized method is further
proposed based on generalized analysis method. Third, according to the different calculation methods of response for
structure under the auxiliary harmonic excitation, two generalized methods of auxiliary harmonic excitation generalized
method with different applicability are proposed, namely, the auxiliary harmonic excitation generalized method based on
the mode superposition and the auxiliary harmonic excitation generalized method based on the time analysis. Meanwhile,
the computational performance of the above two methods and their comparative analysis with the existing methods are
introduced. Finally, the computational accuracy and efficiency of the proposed method are verified by two examples. The
results of the examples show that the auxiliary harmonic excitation generalized method has significant advantages of the
calculation efficiency over the complete quadratic combination method and the pseudo-excitation method with the same
calculation accuracy.

Key words    stationary and Gaussian, linear structure, auxiliary harmonic excitation, generalized frequency response
function

 

引 言

线性结构在平稳高斯随机激励下的响应分析是

随机振动研究的基础[1-2]. 线性随机振动理论分析方

法可以分为时域分析法和频域分析法[3-6]. 时域分析

法是以激励的自相关函数为基础的分析方法, 比如

矩方程法[2,7]、递推矩法[8] 等. 频域分析法是以激励

的谱密度为基础的分析方法. 相对于时域分析法, 频
域分析法数学形式简单, 因此成为了随机振动领域

的主流方法. 频域分析方法根据输出结果形式的不

同主要分为蒙特卡洛法[9-10]、均方根法[11-15] 和功率

谱法[16-19]. 由于功率谱法是频域法中最基本的分析

方法, 所以本文主要针对功率谱法开展研究.
功率谱法是直接建立激励功率谱和响应功率谱

之间关系的分析方法. 根据两者关系表达式的不同,
功率谱法可以分为振型法和虚拟激励法. 振型法顾

名思义是以振型为基础计算响应功率谱的分析方

法. SRSS 法[16] 作为振型法最为原始的分析方法主

要是通过振型叠加法给出响应功率谱的计算表达

式, 该方法由于不考虑振型之间的耦合项而有较高

的计算效率. 虽然 SRSS 组合简单, 但当模态频率接

近时, 其计算结果将存在较大误差. 随后, CQC法[4-5]

通过考虑振型之间的耦合项给出响应功率谱的精确

表达式. 然而, 针对一些需要考虑较多振型的结构,
CQC法将面临计算量大的问题[17]. 为提高计算效率,
引入振型截断是最为常见的处理方式[18-20]. 但振型

截断往往对计算精度造成不利影响[21], 且振型的截

断阶数并没有一个合适的确定标准. 对于大型复杂

结构, 即使引入振型截断, 仍然会涉及大型矩阵的运

算进而影响计算效率[22].
虚拟激励法[23-28] 首先构造与激励相关的虚拟激

励, 然后通过虚拟激励下的响应获得响应功率谱. 对
于复杂结构且频率离散点数目较大时, 需要计算每

个频率离散点处的虚拟激励响应, 计算量有时也比

较大. 值得指出的是, 针对多点激励问题虚拟激励法

需要引入激励功率谱矩阵的 Cholesky 分解将多点

相关激励转换为独立随机激励. 一方面, 当频率离散

值数目和激励数目较多时, Cholesky 分解计算量较

大; 另一方面, 当矩阵不正定性, Cholesky 分解将难

以实施[29]. 换言之, 虚拟激励法尽管可以避免 CQC
法中振型计算及其截断导致的误差, 却衍生了功率

谱矩阵分解影响计算效率的新问题.
不难发现, 现有的功率谱法常常涉及振型截断

或激励功率谱矩阵分解带来的精度和效率问题. 基
于此, 本文在引入广义频响函数的基础上, 推导了响

应功率谱的计算表达式, 结合辅助简谐激励策略提

出了一种新型随机振动分析方法, 即辅助简谐激励

广义法. 同时根据辅助简谐激励下响应求解方式的

不同, 给出了具有不同适用范围的两种求解方案. 

1     平稳激励下线性结构响应的广义分析方法
 

1.1    理论基础

对于 s 个自由度的线性结构, 在平稳随机激励

下结构系统的动力微分方程可写为[30]

MŸ (t)+CẎ (t)+KY (t) = QF (t) (1)
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式中, M, C 和 K 分别为结构的 s × s 维质量矩阵、

正交阻尼矩阵和刚度矩阵, Q为 s × m 维激励定位矩

阵, F(t)=[F1(t), F2(t), ···, Fm(t)]T 为平稳随机激励向

量, 上标 T为转置, m 为激励的数量.
在零初始条件下, 结构第 k 自由度的稳态位移

响应 Yk(t)为

Yk (t) =
s∑

j=1

w ∞
−∞
φk, jh j (τ)φT

j QF (t−τ)dτ (2)

式中, φj=[φ1,j,φ2,j,···, φs,j]T 表示第 j 阶振型, φk,j 为

φj 中第 k 个元素, hj(t)为脉冲响应函数, 可表示为

h j (t) =
1

ω j

√
1− ξ2j

sin
(
tω j

√
1− ξ2j

)
e−ξ jω jt (3)

其中, ωj 和 ξj 分别为结构第 j 阶频率和振型阻尼比. 

1.2    基于广义脉冲响应函数的响应计算

不难发现式 (2)涉及所有振型的求和, 如果引入

广义脉冲响应函数, 则响应求解将转化为关于荷载

数目的求和.
将 F(t) 中第 l 个元素用脉冲函数 δ(t) 代替, 其

余分量都取为 0, 即 Fl(t)=[0, ··· , 0, δ(t), 0, ···, 0]T. 在
Fl(t)作用下的运动微分方程可以写为

MŸ (t)+CẎ (t)+KY (t) = QFl (t) = Qlδ (t) (4)

其中, Ql 为 Q 中的第 l 列向量. 结合式 (2), 可得式

(4)中第 k 自由度的稳态位移响应 Yk,l(t)为

Yk,l (t) =
s∑

j=1

w ∞
−∞
φk, jh j (τ)φT

j Qlδ (t−τ)dτ =

s∑
j=1

φk, jh j (t)φT
j Ql

∆
= hk,l (t) (5)

显然, hk,l(t) 为结构在脉冲激励下的响应, 亦可

称之为脉冲响应函数, 但 hk,l(t)所对应的脉冲激励是

作用在与激励分量 Fl(t) 相应位置上的, 与常规的脉

冲响应函数不完全相同, 因此, 本文将 hk,l(t) 称为广

义脉冲响应函数. 由式 (5) 可知, 广义脉冲响应函数

hk,l(t) 包含了所有脉冲响应函数 hj(t) 的贡献, 且与

F(t)中第 l 个分量的位置向量 Ql 有关.
于是, 结构在荷载 Fl(t)=[0, ··· , 0, Fl(t), 0, ··· ,

0]T 作用下, 第 k 自由度的响应为

Yk,l (t) =
w ∞
−∞

hk,l (τ) Fl (t−τ)dτ (6)

相应地, 结构在激励 F(t)下 Yk(t)可表示为

Yk (t) =
m∑

l=1

w ∞
−∞

hk,l (τ) Fl (t−τ)dτ (7)

比较式 (2) 和式 (7) 可知, 引入广义脉冲响应函

数后 ,  结构响应表达式的求和次数由 s 次转变为

m 次. 工程实际中, 激励数量 m 通常小于结构自由

度 s. 因此, 若可以方便地给出 hk,l(t), 则式 (7) 比式

(2)更易于实用.
 

1.3    基于广义频响函数的响应功率谱计算

RYk1Yk2 (τ)结合式 (7), Yk1(t)和 Yk2(t)的互相关函数 

可表示为

RYk1Yk2 (τ) =E [Yk1 (t)Yk2 (t+τ)] =
m∑

p=1

m∑
q=1

w ∞
−∞

w ∞
−∞

hk1,p

(
τp
)
hk2,q

(
τq
)
.

E
[
Fp
(
t−τp

)
Fq
(
t+τ−τq

)]
dτpdτq =

m∑
p=1

m∑
q=1

w ∞
−∞

w ∞
−∞

hk1,p

(
τp
)
hk2,q

(
τq
)
·

RFpFq

(
τp+τ−τq

)
dτpdτq (8)

式中, E(·) 为期望运算, RFpFq(·) 为激励分量 Fp(t) 和
Fq(t)的互相关函数.

S Yk1Yk2 (ω) RYk1Yk2 (τ)

根据维纳−辛钦关系, Yk1(t)和 Yk2(t)的互功率谱

函数   可由   的 Fourier变换得到

S Yk1Yk2 (ω) =
w ∞
−∞

 m∑
p=1

m∑
q=1

w ∞
−∞

w ∞
−∞

hk1,p

(
τp
)
hk2,q

(
τq
)
·

RFpFq

(
τp+τ−τq

)
dτpdτq

]
e−iωτdτ =

m∑
p=1

m∑
q=1

(w ∞
−∞

hk1,p

(
τp
)
eiωτpdτp

)
·
(w ∞
−∞

hk2,q

(
τq
)
e−iωτqdτq

)
·

[w ∞
−∞

RFpFq

(
τp+τ−τq

)
e−iω(τp+τ−τq)d

(
τp+τ−τq

)]
=

m∑
p=1

m∑
q=1

{[
H∗k1,p (ω) Hk2,q (ω)

]
·S FpFq (ω)

}
(9)

其中, i2=−1, 上标*表示复共轭, SFpFq(ω) 为 Fp(t) 和
Fq(t)的互功率谱密度函数, Hk,l(ω)的表达式为

Hk,l (ω) =
w ∞
−∞

hk,l (t)exp(−iωt)dt =
s∑

j=1

φk, jφ
T
j Ql

[w ∞
−∞

h j (t)exp(−iωt)dt
]
=

s∑
j=1

φk, jH j (ω)φT
j Ql (10)
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式中, Hj(ω)为 hj(t)的傅里叶变换. 显然, Hk,l(ω)为广

义脉冲响应函数 hk,l(t)的傅里叶变换, 文中称其为广

义频响函数. 不难发现, Hk,l(ω)包含了所有频响函数

Hj(ω)的贡献且式 (9)避免了关于 s 的双重求和.
S YkYk (ω)同理, Yk 的自功率谱函数   为

S YkYk (ω) =
m∑

p=1

m∑
q=1

H∗k,p (ω)Hk,q (ω)S FpFq (ω) (11)

将式 (9)与式 (11)相结合, 响应的互功率谱矩阵 SYY (ω)
与激励互谱矩阵 SFF (ω)的关系为

SYY (ω) = G(ω)∗SFF (ω)G(ω)T (12)

式中, G(ω)=[H1(ω), H2(ω), ···, Hs(ω)]T 为广义频响函

数矩阵, Hk(ω)=[Hk,1(ω), Hk,2(ω), ···, Hk,m(ω)] (k = 1,
2, ···, s).

将式 (10)代入式 (12)右侧, 可得

SYY (ω) =ΦH∗ΦTQSFF (ω)QTΦHΦT (13)

式中, Φ=[φ1, φ2, ···, φs], H=diag[H1(ω), H1(ω), ···,
H s(ω)].  显然 ,  式 (13) 为计算响应功率谱矩阵的

CQC法表达式[4-5]. 换言之, 式 (12)与式 (13)是等价的.
若仅考察结构部分自由度数目为 J 的响应, 则

式 (12)和式 (13)将分别改写为

SYrYr (ω) = GJ(ω)∗SFF (ω)GJ
T (14)

SYrYr (ω) =ΦJ H∗ΦTQSFF (ω)QTΦHΦT
J (15)

式中, GJ(ω)为考察自由度对应的 Hk(ω)组成的 J × m
维矩阵, ΦJ 为由 φk,j (k=1, 2, ···, J; j=1, 2, ···, s) 组成

的 J × s 维矩阵.
比较式 (14) 和式 (15) 可知, 引入广义频响函数

后, 广义频响函数矩阵的维数为 J × m 维, 远小于

CQC 法中频响函数矩阵的维数 s × s 维. 因此, 若可

以方便地给出 Hk,l(ω), 则式 (14)比式 (15)更易于实用.
由于式 (9), 式 (11), 式 (12) 和式 (14) 中涉及广

义频响函数, 因此本文将基于上述表达式的随机振

动分析方法称为广义分析方法 .  特别地 ,  当 m=1
时式 (12)则退化为一致激励问题或单点激励问题. 

2     平稳激励下线性结构响应的辅助简谐激

励广义法

广义频响函数的快速、准确确定是广义分析方

法的关键. 显然, 对于大型复杂结构, 由式 (10) 确定

广义频响函数进而求解响应功率谱是不方便的. 为
此本节给出一种较为便捷的求解方法. 

2.1    辅助简谐激励广义法

将 F(t) 中第 l 个元素以辅助简谐激励 exp(iωt)
代替, 其余量为零, 即构造辅助简谐激励向量 Fe,l(ω, t)=
[0, ···, 0, exp(iωt) , 0, ···, 0]T. 由式 (6) 可知, 结构在

Fe,l(ω, t)下第 k 自由度的位移响应 Yk,l(ω,t)为

Yk,l (ω, t) =
w ∞
−∞

hk,l (τ)exp[iω (t−τ)]dτ =[w ∞
−∞

hk,l (τ)exp(−iωτ)dτ
]
exp(iωt) =

Hk,l (ω)exp(iωt) (16)

于是 ,  式 ( 9 ) 中两个广义频响函数的乘积可表

示为

H∗k1,p (ω) Hk2,q (ω) =(
Hk1,p (ω) · eiωt

)∗ · (Hk2,q (ω) · eiωt
)
=

Yk1,p (ω, t)∗ ·Yk2,q (ω, t) ∆= HA,k1,k2,p,q (ω) (17)

相应地, 式 (9)可改写为

S Yk1Yk2 (ω) =
m∑

p=1

m∑
q=1

[(
Yk1,p (ω, t)∗ ·Yk2,q (ω, t)

)
·

S FpFq (ω)
]

(18)

类似地, 式 (11)可改写为

S YkYk (ω) =
m∑

p=1

m∑
q=1

[(
Yk,p (ω, t)∗ ·Yk,q (ω, t)

)
·

S FpFq (ω)
]

(19)

式 (18)和式 (19)亦可表示为如下矩阵形式, 即

SYY (ω) = Y(ω, t)∗SFF (ω)Y(ω, t)T (20)

式中, Y(ω)=[Y1(ω), Y2(ω), ···, Ys(ω)]T 为辅助简谐激

励下的响应矩阵, 其中 Yk(ω)=[Yk,1(ω), Yk,2(ω), ···,
Yk,m(ω)]. 不难发现, 式 (20)中 SFF(ω)可直接应用, 无
需分解.

由于式 (18), 式 (19) 或式 (20) 综合了广义分析

法的思路和辅助简谐激励的策略, 文中将其称为辅

助简谐激励广义法.
值得指出的是, 由式 (10)可知, Hk,l(ω)除与结构

自身特性有关外, 仅取决于激励定位矩阵 Q. 因此,
对于 Q 相同的随机振动重分析, 辅助简谐激励广义

法具有天然的优势. 

2.2    辅助简谐激励广义法的高效求解方法

线性结构在辅助简谐激励下的响应分析属于谐

振响应分析, 常用分析方法包括振型叠加法与时程
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分析法. 显然, 当只需少数低阶振型即可获得较为精

确响应的前提下, 振型叠加法较时程分析法更为方

便; 但对于包含较多振型贡献的大型复杂结构, 时程

分析方法可以有效避免振型叠加法中振型截断导致

的误差. 因此, 文中根据不同的情形给出两种可供选

择的辅助简谐激励响应计算方案. 

2.2.1    基于振型叠加的辅助简谐激励响应计算

当结构自由度较少或者可以预先确定准确计算

辅助简谐激励响应所需的振型最高阶数且此阶数较

小时, 可采用振型叠加法计算之, 即

Yk,l (ω, t) =
r∑

j=1

φk, jH j (ω)φT
j Ql exp(iωt) (21)

式中, r 为自由度数目 (即 r=s)或需要考虑的振型阶

数 (即 r<s). 需要指出的是, 由于式 (17)和式 (18)中
Yk1,p(ω,t)与 Yk2,q(ω,t)共轭相乘导致 exp(iωt)相互抵

消, 所以式 (21)在实际计算中可省略 exp(iωt). 

2.2.2    基于时程分析的辅助简谐激励响应计算

对于复杂高维结构, 为避免振型叠加法中振型

截断的误差, 可采用时程分析法计算辅助简谐激励

响应. 由于涉及到不同频率下辅助简谐激励响应的

大量重分析, 文中引入时域显式法以提高计算效率.
通常, Yk,l(ω, t) 在计算中需要将频率离散化, 记

频率离散值的集合为

ωp ∈ {0,∆ω,2∆ω, · · · ,N∆ω}
∆
=W (22)

式中, Δω 为频率间隔, 即

∆ω =
(
ωk,U −ωk,L

)/
N (23)

其中, ωk, L 为下限截止频率, ωk, U 为上限截止频率,
(N + 1)为离散频率值数目.

对于 W 中任一频率离散值对应的简谐激励

exp(iωp t) (ωp∈W) 均需求解如下的运动微分方

程, 即

MŸ
(
ωp, t
)
+CẎ

(
ωp, t
)
+KY

(
ωp, t
)
= QlFe,l

(
ωp, t
)

(24)

其中, Fe,l(ωp, t)=[0, ···, 0, exp(iωpt) , 0, ···, 0]T. 由于

ωp∈W, 因此式 (24) 涉及 (N + 1) 次结构动力分析,
但对于不同的 ωp, 式 (24) 中 M, C, K 和 Ql 并未改

变, 因此可采用时域显式法[31-32] 进行不同 ωp 时的

高效计算.
根据时域显式法[31-32], 可以给出式 (1)中 F(t)为

任意激励时响应 Y(tτ)的显式表达式为

Y (tτ) = Aτ,0F(t0) + Aτ,1F(t1)+ · · ·+ Aτ,τF(tτ) (25)

式中, [Aτ,0, Aτ,1, ···, Aτ,τ]可通过 2m 次单位脉冲激励

确定, 具体计算方法可参考文献 [31-32]. 于是, 式
(24)的响应 Yk,l(ωp,tτ)可按下式计算, 即

Yk,l

(
ωp, tτ

)
=ak,0 exp

(
iωpt0

)
+

ak,1 exp
(
iωpt1

)
+ · · ·+ak,τ exp

(
iωptτ

)
(26)

其中 ak,n (n=0, 1, ···,τ)为 Aτ, n 中的第 k 个元素.
显然, 基于时程分析的辅助简谐激励响应计算

亦适用于结构自由度较少的情况.
将由式 (21) 或式 (26) 得到的辅助简谐激励响

应代入到式 (20) 即可得到响应功率谱, 文中分别称

之为基于振型叠加的辅助简谐激励广义法与基于时

程分析的辅助简谐激励广义法. 其中, 对于基于振型

叠加的辅助简谐激励广义法, 式 (20)可改写为

SYY (ω) = Y(ω, t)∗SFF (ω)Y(ω, t)T (27)

Y (ω) =Φ H ΦTQ (28)

Φ H式中,    为前 r 阶振型矩阵,     = diag[H1(ω), H2(ω), ···,
Hr(ω)]. 

2.3    计算步骤

采用辅助简谐激励广义法计算响应功率谱的计

算步骤如下:
(1) 通过式 (21)或式 (26)计算响应 Yk,l(ω, t);

S YkYk (ω) S Yk1Yk2 (ω)

(2) 结合式 (18)、式 (19) 和 Yk,l(ω, t), 分别计算

 和   . 

3     计算性能分析与比较

辅助简谐激励广义法中响应的求解既可采用振

型叠加法也可采用时程分析法, 但前者以振型已知

为前提, 而已有文献 [20, 23]对基于振型叠加的响应

功率谱分析方法的性能分析时均不考虑振型计算的

工作量, 因此不宜将基于振型叠加的方法与基于时

程分析的方法统一对比. 为此, 文中将基于振型叠加

的辅助简谐激励广义法与基于振型叠加的其他方法

对比, 将基于时程分析的辅助简谐激励广义法与基

于时程分析的其他方法对比. 为简化, 仅分析一个频

率值处各算法的乘法次数, 且不区分实数和复数. 

3.1    基于振型叠加的辅助简谐激励广义法的性能

根据式 (27)可知基于振型叠加的辅助简谐激励
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广义法所需的乘法次数 NPPM-1 为

NPPM−1 (s,m,r) = 2rsm+ r2m+ s2m+ sm2 (29)

其中, 2rsm + r2m 为求解广义频响函数矩阵所涉及的

乘法次数, s2m + sm2 为通过广义频响函数矩阵和激

励功率谱矩阵相乘所涉及的乘法次数.
为比较, 本节亦给出了传统 CQC法和基于振型

叠加的虚拟激励法的计算性能.
传统 CQC法的表达式为

SYY (ω) =
r∑

j=1

r∑
k=1

H∗j Hkφ jφ
T
j QSFF (ω)QTφkφ

T
k (30)

其所需的总乘法次数 NCQC 为
[20]

NCQC (s,m,r) = r2
(
2sm+m+ s2+m2

)
(31)

基于振型叠加的虚拟激励法的基本公式为[23]

SFF (ω) =
c∑

j=1

l j lTj (32)

y j =Φ H ΦTQl j (33)

SYY (ω) =
c∑

j=1

y∗j y
T
j (34)

式中, lj 为 SFF(ω) 分解的 m × 1 维的虚拟激励向量,
yj 为 lj 对应的虚拟响应, c 为 SFF(ω)的秩, 此处取 c =
m. 基于振型叠加的虚拟激励法所涉及的乘法次数

NPEM-1 为

NPEM−1 (s,m,r) = m
(
2rs+ r2+ sm+ s2

)
+m3/6 (35)

其中, 式 (32) 所需要的乘法次数为 m3/6, 式 (33) 按
从右到左的顺序进行矩阵相乘所涉及的乘法次数

为 2rs + r2 + sm + s2, 式 (34)需要进行 m 次响应求解.
对比式 (29)、式 (31)和式 (35), 当 s 很大时, 传

统 CQC 法、基于振型叠加的虚拟激励法和基于振

型叠加的辅助简谐激励广义法的计算量大致为 r2s2,
ms2 和 ms2. 显然, 传统 CQC的计算量远大于后两者.
结合式 (29) 和式 (35), 基于振型叠加的虚拟激励法

和基于振型叠加的辅助简谐激励广义法的计算量差

值为激励功率谱矩阵分解所需乘法次数 m3/6>0. 显
然, 当 m≥2 时, 基于振型叠加的辅助简谐激励广义

法的计算效率高于基于振型叠加的虚拟激励法; 当
m=1时, 由于激励功率谱矩阵无需分解, 两者计算量

相等. 需指出的是, 若需考虑多个 SFF(ω), 式 (28) 和

式 (35) 可将不包含 SFF(ω) 的计算结果存储, 而式

(35) 则需重新分析, 因此式 (29) 对于此类情形优势

将更为突出. 

3.2    基于时程分析的辅助简谐激励广义法的性能

根据式 (20) 与式 (26) 可知基于时程分析的辅

助简谐激励广义法所需的乘法次数 NPPM-2 为

NPPM−2 (s,m, p) = m
[
184s3+ s2m (2p−3)+

p (p+3)m (m+1) s/4
]
+ s2m+ sm2 (36)

式中, p 为时域积分步数.
为比较, 本节亦给出了基于时程分析的虚拟激

励法的计算性能. 与基于振型的虚拟激励法相比,
只需将式 (33) 代替以时程分析结果. 若采用精细积

分法进行时程分析 , 则虚拟激励法所需乘法次数

NPEM-2 为
[33]

NPEM−2 (s,m, p) =

m
(
184s3+16s2 pm+ s2

)
+m3/6 (37)

图 1 给出了 NPEM-2 与 NPPM-2 的比值和自由度

数 s 的关系图, 其中 p=1000. 易知, 当 s 较小时, 辅助

简谐激励广义法的计算效率低于虚拟激励法, 当 s
增大时, 辅助简谐激励广义法的计算效率将高于虚

拟激励法, 且激励数目越多优势越明显.
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图 1   NPEM-2/NPPM-2 和自由度数目 s 的关系

Fig. 1    The relationship between NPEM-2/NPPM-2 and the number of
degrees of freedom s

  

4     算例分析

算例采用文中建议的辅助简谐激励广义法计算

响应功率谱, 且将其与虚拟激励法和传统的 CQC法

进行对比验证建议方法的精度和效率. 为便于区分,
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本节将基于振型叠加的辅助简谐激励广义法记为

MAHEGM, 基于时程分析的辅助简谐激励广义法记

为 TAHEGM, 基于振型叠加的虚拟激励法记为

MPEM, 基于时程分析的虚拟激励法记为 TPEM, 传
统 CQC法记为 CQC. 

4.1    算例 1

考察如图 2所示的 4层剪切框架在随机激励下

的随机响应. 每层质量为 2.5×104 kg, 刚度为 8.0×106

N/m , 采用 Rayleigh 阻尼模型且阻尼矩阵 C =aM +
bK, 其中 a = 0.368 9, b = 0.003 3. 框架的每一层均作

用有随机激励. 根据激励种类的不同分为两种工况,
即工况 1 (记为 case 1) 为一致激励和工况 2 (记为

case 2) 为非一致激励.
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图 2   四层剪切框架

Fig. 2    Four-story shear building
  

4.1.1    工况 1
该工况下, 向量 Q 为 [1,1,1,1]T. 平稳随机激励

F(t)=[F(t)]的功率谱密度函数 S(ω)为

S (ω) =
ω4

g+4ξ2gω
2
gω

2(
ω2−ω2

g

)2
+4ξ2gω2

gω2
·

ω4(
ω2−ω2

f

)2
+4ξ2fω

2
fω

2
S 0×6.25×108 (38)

其中, ωg=20 rad/s, ωf=2 rad/s, ξg=0.85, ξf=0.85, S0=0.010 7
m2/s3. 此外, 计算中取 ωL=0, Δω =0.104 7 rad/s, N =
1500.

由于结构自由度数目为 4, 本文提出的MAHEGM
和 TAHEGM都可用于求解响应功率谱. 其中, MAH-
EGM 中取 r=4; TAHEGM 中 ,  时域积分区间为

[0, 40] s, 积分步数为 4000步. 图 3和图 4分别给出

部分楼层位移响应的自功率谱和互功率谱计算结

果. 为比较, 图中亦给出了 CQC, MPEM[23] 和MAH-

EGM的结果. 
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图 3   第 4层位移的自功率谱

Fig. 3    The auto power spectrum of displacement at fourth floor
 
  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

0 2 4 6 8 10

CQC

MPEM

MAHEGM

TPEM

TAHEGM

R
S
Y

2
Y

3
/(

m
2
·s

−3
)

ω/(rad·s−1)

×10−3

(a) S
Y2Y3 (ω) 的实部 

(a) The real part of S
Y2Y3 (ω) 

−5

−4

−3

−2

−1

0

CQC

MPEM

MAHEGM

TPEM

TAHEGM

IS
Y

2
Y

3
/(

m
2
·s

−3
)

0 2 4 6 8 10

ω/(rad·s−1)

(b) S
Y2Y3 (ω) 的虚部

(b) The imaginary part of S
Y2Y3 (ω) 

×10−6

 
图 4   位移的互功率谱

Fig. 4    The cross-power spectrum of displacement
 

通过图 3和图 4可以看出MAHEGM, TAHEGM,
MPEM, TPEM和 CQC得到位移响应功率谱曲线在

整个频域区间吻合较好, 并根据各方法的位移响应

功率谱得到的楼层位移方差也是相等的 ,  其中
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1 层、2 层、3 层和 4 层的位移方差依次为 5.46×
10−5, 1.89×10−3, 3.41×10−3, 4.44×10−3.

H∗k1,p
(ω) Hk2,q

(ω)

此外 ,  在 TAHEGM 中 ,  根据式 (17) 可通过

Y k , l (ω , t ) 确定 H A , k 1 , k 2 , p , q (ω ) .  图 5 给出了部分

HA,k1,k2,p,q(ω) 的计算结果. 与此同时, 图 5 中亦给出

了   的精确解 (记为 HE,k1,k2,p,q(ω)). 通
过对比不难发现, 由 TAHEGM计算出的 HA,k1,k2,p,q(ω)
的幅值与 HE,k1,k2,p,q(ω) 的幅值在整个频率域上吻合

的较好 ,  验证了本文提出由 HA , k1 , k2 ,p ,q(ω) 代替

HE,k1,k2,p,q(ω)的有效性.
  

0

1

2

3

4

5

6

am
p
li

tu
d
e

0 2 4 6 8 10

ω/(rad·s−1)

×10−11

H
E, 1, 2, 1, 1

H
A, 1, 2, 1, 1

 
图 5   频响函数相乘的幅值

Fig. 5    The amplitude of frequency response function multiplication
  

4.1.2    工况 2
该工况下, 向量 Q的数值为

Q =
[

1 1 1 0
1 0 1 1

]T
(39)

S Fi,F j (ω)

平稳随机激励向量 F(t)=[F1(t), F2(t)]T 的互功率谱密

度函数   为

S Fi,F j (ω) = exp(−ω |i− j|/5)S F,F (ω)
(i = 1,2; j = 1,2) (40)

其中, SF,F (ω)为自功率谱密度函数且表达式为

S F,F (ω) = 6.25×108×ω/
(
10+ω2

)4/3
(41)

此外 ,  计算中取 ωL  = 0 ,  Δω  =0.104  7 rad/s,
N =1500. 该工况下仍分别采用MAHEGM和 TAHEGM
进行功率谱分析, 其中 r 值、时域积分区间和时间

步数与工况 1一致.
图 6 和图 7 分别给出 MAHEGM, TAHEGM,

MPEM, TPEM和 CQC得到的部分楼层位移的自功

率谱和互功率谱. 从图中曲线和表中数值可以看出,

MAHEGM 和 TAHEGM 能够得到与 MPEM,
TPEM和 CQC相同精度的结果. 根据各方法的位移

响应功率谱曲线得到的楼层位移方差也是相等的,
其中 1 层、2 层、3 层和 4 层的位移方差依次为

2.45×10−4, 8.36×10−4, 1.50×10−3, 1.93×10−3.
表 1列出工况 1和工况 2中各方法得到的楼层

位移方差时所消耗的时间. 本文所有程序均在处理

器为 i5-9400 F、主频为 2.90 GHz 和内存为 48 GB
的计算机上运行. 通过表 1 可知, 对于低维结构, 基
于振型分解的方法相对时程分析的方法具有明显优

势, 且MAHEGM计算效率优势更为显著. 对于一致

激励和非一致激励情况下, 基于振型分解的方法中

MAHEGM 计算效率最高; 基于时程分析的方法中

TAHEGM的计算效率最高. 在振型阶数、激励的积

分点数和频率离散值数目相同的前提下, 随着激励

数目的增多, MAHEGM 的计算效率提高越明显. 因
此, 对于低自由度系统, 本文建议采用MAHEGM进
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图 6   第 4层位移的功率谱

Fig. 6    The power spectrum of displacement at fourth floor
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图 7   位移的互功率谱 SY2Y3 (ω)

Fig. 7    The cross power spectrum SY2Y3 (ω) of displacement
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行随机响应分析. 

4.2    算例 2

考察如图 8(a)所示的三维框架结构在随机激励

下的随机响应. 柱截面和梁截面绘制于图 8(c), 其中

柱截面 h=0.35 m, 梁截面 h=0.45 m. 材料密度为 7.85 ×
103 kg/m3, 质量比例阻尼参数和刚度比例阻尼参数

分别为 0.077 8和 0.020 3. 该结构在 Y 方向承受荷载

的随机过程, 且荷载作用点的位置如图 8(a)和图 8(b)
中① ~ ㉔. 对于任意 i 点处与 j 点处的荷载互功率谱

密度函数定义为

S FiF j (ω) =
√

S FiFi (ω)S F jF j (ω) ·γi j (ω) (42)

S FiFi (ω)其中,     为双边自功率谱密度函数, γij(ω) 为
第 i 点和第 j 点的空间相干函数

γi j (ω) = exp
{
−|ω|
[
256
(
xi− x j

)2
+100

(
zi− z j

)2]0.5}
(43)

式中, xi 和 zi 为第 i 点的 X 方向和 Z 方向坐标.

S FiFi (ω)

以荷载方差为 2.27×105 为控制条件, 考虑双边

自功率谱密度函数   的类型对响应的影响, 设
计 3种工况, 且功率谱形式来源于 Davenport谱[34]、

Kaimal谱[35] 和 Karman谱[36], 分别为

(1) 工况 1(记为 case 1)

表 1   不同方法的计算时间

Table 1    The computation time of different methods

Case MPEM CQC MAHEGM TPEM TAHEGM

1 0.034 s 1.17 s 0.033 s 80.49 s 12.09 s

2 0.95 s 2.06 s 0.057 s 293.86 s 55.71 s

 

(c) 梁柱截面图
(c) The cross-section of beam and column
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图 8   三维框架结构 (单位: m)

Fig. 8    Three-dimension frame (unit: m)
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S FiFi (ω) =
(
8.53×107

)
ω/
(
1+144ω2

)4/3
(44)

(2) 工况 2(记为 case 2)

S FiFi (ω) =
(
7.967×107

)
/(1+100ω)5/3 (45)

(3) 工况 3(记为 case 3)

S FiFi (ω) =
(
5.283×107

)
/(1+700ω)5/6 (46)

取 ωL = 0.01 rad/s, Δω =0.01 rad/s, 同时 N = 100.
上述 3 种激励的功率谱如图 9 所示, 由图 9 曲线对

比可知, 尽管 3种工况下激励的方差一致, 但 3种功

率谱曲线在不同频率点处的幅值信息却大不相同.
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图 9   激励功率谱

Fig. 9    The power spectrum of excitation
 

在工况 1 中, 采用 CQC, TAHEGM 和虚拟激励

法, 其中, CQC 振型阶数取为 1, 5 和 30, TAHEGM
的时域积分区间为 [0, 20] s, 时域积分步数为 2000
步, 虚拟激励法采用谐响应分析方法[28](记为 SPEM)
并将结果作为标准解. 通过上述方法得到部分楼层

位移方差, 如表 2 所示. 由表可知, CQC 在取振型阶

数 1 和 5 的结果与标准解的误差很大, 这说明主观

确定振型阶数对 CQC的结果有很大影响. 同时 CQC
在取振型阶数 30 的结果与 SPEM 的结果接近, 说
明 30阶振型是能够精确计算响应所需阶数, 为此本

文将该算例下 30 阶振型认为是可以预先确定准确

计算辅助简谐激励响应所需的振型最高阶数, 并将

其作为已知条件, 采用 MAHEGM 计算位移功率谱

并将方差列于表 2所示, 显然, MAHEGM-30的结果

也能与 SPEM的结果接近.
在工况 2 和工况 3 中, 采用 SPEM, CQC-30,

TAHEGM和MAHEGM-30计算位移功率谱并将位

移方差列于表 2. 表中, CQC-i 是 CQC通过前 i 阶振

型计算响应功率谱; MAHEGM-30 是 MAHEGM 通

过前 30阶振型计算响应功率谱; ε 为相对标准差. 由
表可知 , 相对 SPEM, CQC-30, MAHEGM-30 和

TAHEGM在这两种工况中都可得到比较精确的结果.
图 10 给出工况 1 中各方法得到的第 6 层自功

率谱. 由图中曲线可知, CQC-1明显偏离 SPEM对应

的曲线, CQC-5 的曲线与 SPEM 的曲线比较接近,
TAHEGM, MAHEGM-30, 和 CQC-30和 SPEM的曲

线比较吻合.
图 11和图 12给出由 SPEM, TAHEGM, MAHE-

 
表 2   不同楼层位移方差

Table 2    The variances of displacements at different floors

Case Method

Floor

3 5 7

Value/10−9 ε/% Value/10−9 ε/% Value/10−9 ε/%

1

SPEM 3.61 − 7.28 − 8.41 −

CQC-1 2.17 39.89 5.01 31.18 6.72 20.01

CQC-5 2.97 17.73 6.82 6.32 9.10 8.20

CQC-30 3.61 0.00 7.29 0.14 8.49 0.95

MAHEGM-30 3.61 0.00 7.29 0.14 8.49 0.95

TAHEGM 3.61 0.00 7.28 0.00 8.41 0.00

2

SPEM 6.10 − 11.90 − 13.50 −

CQC-30 6.11 0.16 11.90 0.00 13.60 0.74

MAHEGM -30 6.11 0.16 11.90 0.00 13.60 0.74

TAHEGM 6.10 0.00 11.90 0.00 13.50 0.00

3

SPEM 4.44 − 8.81 − 10.10 −

CQC-30 4.44 0.00 8.82 0.11 10.20 0.99

MAHEGM -30 4.44 0.00 8.82 0.11 10.20 0.99

TAHEGM 4.44 0.00 8.81 0.00 10.10 0.00
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图 10   在工况 1中第 6层位移自功率谱 SY6Y6 (ω)对数图

Fig. 10    The auto-power spectrum SY6Y6 (ω) of displacement at 6th floor
in case 1 with logarithmic scale
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GM-30和 CQC-30在不同工况下的楼层位移自功率

谱和互功率谱的对数坐标图 .  由图中曲线可知 ,
MAHEGM-30和 TAHEGM与 SPEM在整个频域区

间吻合较好.
除位移响应外, 文中亦对内力响应进行了分析.

由于直接采用振型叠加类方法计算内力功率谱时需

传递矩阵[23], 计算过程复杂, 不便于应用, 因此, 文中

仅给出了 TAHEGM和 SPEM的结果, 如图 13和图 14
所示. 从图中可以明显地看出 TAHEGM 所得曲线

与 SPEM的对应曲线在整个频域区间保持一致.
表 3给出了不同方法在不同工况下计算位移方

差的耗时和总耗时. 由表可知, MAHEGM-30的计算

效率远高于 CQC-30. 虽然MAHEGM-30比 TAHEGM
有较高的计算效率, 但 MAHEGM 需要以振型已知

为前提, 对大型复杂结构, MAHEGM 适用范围将会

受限. TAHEGM 的耗时明显低于 SPEM, 值得指出

的是 TAHEGM 在工况 1 中计算位移方差所消耗的

时间为 7579.91 s, 其中在 TAHEGM 中确定系数所

消耗的时间为 7543.38 s, 计算简谐激励对应的响应

时间为 32.52 s, 与激励的功率谱对应相乘的时间仅

为 0.017 s. 由于 TAHEGM 在工况 1 中已经存储

HA, k1, k2, p, q(ω), 在工况 2 或工况 3 作用中求解时只

需将 HA, k1, k2, p, q(ω) 与激励功率谱矩阵对应相乘相

加即可, 不需要对激励功率谱矩阵进行重分析. 因此,
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图 11   第 4层位移自功率谱 SY4Y4(ω)对数图

Fig. 11    The auto-power spectrum SY4Y4 (ω) of displacement at 4th floor
with logarithmic scale
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图 12   楼层位移的互功率谱 SY3Y5 (ω)对数图

Fig. 12    The cross-power spectrum SY3Y5 (ω) of displacement with
logarithmic scale
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图 13   点 1的剪力功率谱对数图

Fig. 13    The power spectrum of shear force at point 1 with
logarithmic scale
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图 14   点 2的弯矩功率谱对数图

Fig. 14    The power spectrum of bending moment at point 2 with
logarithmic scale

 
表 3   不同方法的计算时间

Table 3    The computation time of different methods

Method
Time/s

Total time/s
Case 1 Case 2 Case 3

SPEM 34 993.39 34 993.39 34 993.39 104 980.17

CQC-1 2.31 − − 2.31

CQC-5 13.47 − − 13.47

CQC-30 335.22 128.22 128.22 591.66

MAHEGM -30 17.17 0.22 0.22 17.61

TAHEGM 7579.91 0.017 0.017 7579.944

注: − 表示根据计算结果不需要计算.
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在工况 2 和工况 3 中 TAHEGM 计算每层位移方差

所消耗的时间为 0.017 s. 因此, TAHEGM 在针对高

维复杂结构遭受多工况的响应功率谱计算具有显著

优势.
比较表 2中同一楼层在不同工况下的位移方差

数值可以看出在激励的方差相同而激励形式不同

时, 位移方差却有明显差异, 相对差异最大达到 69%
左右, 说明在结构设计中对激励形式的选择需要慎

重考虑, 进一步说明有必要对同一结构进行激励参

数分析.
通过图 10 ~ 图 14 也可以发现工况 2 和工况

3 在低频处对响应功率谱幅值的影响比工况 1 大,
说明不同的激励形式对响应功率谱的幅值影响也不

尽相同. 

5     结论

对于平稳高斯激励下线性结构随机振动问题,
针对现有方法必须依赖振型截断或激励功率谱矩阵

分解的不足, 本文首先推导了与 CQC法等价的广义

响应分析方法, 然后引入辅助的简谐激励实现了其

直接计算, 从而形成了一类新的随机振动分析方法

—辅助简谐激励广义法. 在此基础上, 结合振型分解

法或时域显式法对辅助简谐激励响应的高效求解,
给出了辅助简谐激励广义法的两种高效算法. 算例

结果表明, 辅助简谐激励广义法在保证与虚拟激励

法计算精度相当的同时, 其计算效率相对虚拟激励

法明显提高, 特别是针对同一结构的多工况问题, 辅
助简谐激励广义法的整体计算效率显著提高.

值得指出的是, 尽管本文建议方法是以平稳激

励下线性结构响应为研究对象, 但类似思路可以拓

展至非平稳激励[37] 和非线性结构[38-39] 的情形, 亦是

后续的研究重点.
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