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功能梯度碳纳米管增强复合材料板弯曲和模态的广

义有限差分法
1)

李煜冬     傅卓佳 2)    汤卓超 
(河海大学力学与材料学院, 南京 211100)

摘要　由复合材料构成的板结构一直以来受到很大关注, 其中功能梯度碳纳米管增强复合材料 (functionally

graded carbon nanotube-reinforced composite, FG-CNTRC)具有异常优越的力学性能, 使得诸多学者展开了对功

能梯度碳纳米管增强复合材料板结构力学行为的研究. 本文以 FG-CNTRC 板为研究对象, 将一种新型的区域

型无网格方法——广义有限差分法应用于求解基于一阶剪切变形的 FG-CNTRC 板结构的静态线性弯曲和自

振模态问题. 广义有限差分法 (generalized finite difference method, GFDM)基于函数的泰勒展开式和移动最小二

乘法将计算区域中任意一子区域中心点处函数值的各阶偏导数表示成该支撑域节点上函数值的线性叠加. 该

方法不仅无需网格划分和数值积分而且避免了全域无网格配点法通常遇到的病态稠密矩阵问题, 使得这类方

法具有形式简单、易于应用和实现等优点, 目前广泛应用于各种科学和工程计算问题. 本文首先介绍了基于一

阶剪切变形理论的功能梯度碳纳米管增强复合材料板的广义有限差分法离散模型. 随后通过基准算例, 检验了

广义有限差分法的计算精度与收敛性. 最后数值分析和讨论了碳纳米管中不同分布型、体积分数、碳纳米管

旋转角度、宽厚比、板倾斜角度和长宽比等对 FG-CNTRC板结构弯曲和模态的影响.

关键词　广义有限差分法, 功能梯度碳纳米管增强复合材料, 一阶剪切变形, 板弯曲分析, 模态分析
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GENERALIZED FINITE DIFFERENCE METHOD FOR BENDING AND MODAL
ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED CARBON NANOTUBE-REINFORCED

COMPOSITE PLATES1)

Li Yudong     Fu Zhuojia 2)    Tang Zhuochao 
( College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 211100, China)

Abstract     Composite plates have always received much attention. In view of excellent mechanical properties of
functionally graded carbon nanotube-reinforced composite (FG-CNTRC), it is particularly important to study the
mechanical behavior of FG-CNTRC plates by scholars. Based on the first order shear deformation theory, a novel
meshless collocation method, generalized finite difference method (GFDM), is applied to the bending and modal analysis
of FG-CNTRC plates. Based on the multivariate Taylor series expansion and the moving least-squares theory, the partial
derivatives of the underdetermined displacements at a certain node can be represented by a linear combination of the
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displacements of its neighboring nodes in the GFDM implementation. The proposed GFDM not only has the advantages
of avoiding meshing generation and numerical integration, but also provides the sparse system, which overcomes the
highly ill-conditioned assembled matrix issue existed in most of meshless collocation methods. Hence the method has
advantages of simple-form, easy-to-use and -implement, which is generally used in a variety of scientific and engineering
problems. The numerical model for the bending and modal analysis of FG-CNTRC plates in the GFDM implementation
is firstly proposed. Then the computational validity and convergence of the GFDM are analysed by some benchmark
cases. Finally, the influences of different distributional types, volume fraction, rotational angle of CNTs, inclination angle
of plate, thickness to span ratio, length-width ratio and boundary conditions on the structural bending and modal are
investigated in details.

Key words    generalized finite difference method, functionally graded carbon nanotube-reinforced composite, first order
shear deformation theory, plate bending analysis, modal analysis

 

引 言

随着复合材料的发展, 纳米级材料已经成为诸

多领域的研究热点, 其中表现出优越力学性能的一

维碳纳米管在工程结构界逐渐受到人们的极大关

注[1-3]. Shen[4] 受到碳纳米管增强复合材料 (carbon
nanotube-reinforced composite, CNTRC)和功能梯度

材料 (functionally graded materials, FGMs)概念的启

发, 提出并设计了功能梯度碳纳米管增强复合材料

(functionally graded carbon nanotube-reinforced
composite, FG-CNTRC)模型. 研究表明[4], 掺入少量

碳纳米管增强体到结构基体中能够有效提高工程结

构抗拉和抗压能力. 通过对碳纳米管纤维采取一定

的梯度形式排布, 能够在纤维含量较低条件下合理

高效地提升结构的宏观力学性能. 于是当 FG-CNTRC
被提出后 , 有关功能梯度碳纳米管增强复合材料

梁、板和壳结构的力学行为研究吸引了国内外诸多

学者的注意[5-7].
目前已经有很多的数值分析方法对其从不同的

角度做出了研究, 其中网格类数值离散[8-9] 是理论和

应用比较成熟的典型数值计算方法. 另一方面, 随着

无网格与粒子类算法的快速发展[10-11], 其进一步摆

脱了高质量网格的束缚和避免了高阶网格所需要的

繁琐积分, 此类算法也被引入到功能梯度碳纳米管

增强复合材料板结构的研究中. Lei 等[12] 采用 Kp-
Ritz无网格方法计算了 4种 CNTRC矩形板 (uniform
distribution (UD), functionally graded (FG)-V, FG-O,
FG-X分布型)在横向均布荷载作用下的大挠度弯曲

变形, 并给出了简支方板在不同碳纳米管分布形式

下的荷载—挠度曲线. Do和 Lee[13] 基于高阶剪切变

形理论 (higher order shear deformation theory, HSDT)
的径向点插值法 (radial point interpolation method,
RPIM) 数值讨论了 4 种 CNTRC 矩形板的非线性弯

曲问题.
广义有限差分法 (generalized finite difference

method, GFDM)[14-15] 作为一种新型的强式无网格区

域配点型方法, 以计算域内任意一点 (中心点) 为研

究对象, 根据“最短距离”的准则在中心点附近形成

该点的局部支撑域, 最后基于函数的泰勒展开式和

移动最小二乘法将中心点处函数值的各阶偏导数表

示成其支撑域节点上函数值的线性叠加. 该方法不

仅无需网格划分和数值积分而且避免了全域无网格

配点法通常遇到的病态稠密矩阵问题, 使得这类方

法具有形式简单、易于应用和实现等优点 . 其中

Urena等[16-17] 做出了突出贡献, 在 2001年对影响广

义有限差分法计算精度的各种因素, 如点簇形状、

权函数选取、邻近点个数等进行了系统分析. 作为

无网格粒子法中重要的数值计算方法, 该方法在各

种力学问题中均得到了广泛应用. 2014年 Fan等[18]

将广义有限差分法用于求解稳定二维柯西反算问题

以及双调和方程反算问题等; 后来也应用于求解复

杂的瞬态热传导问题[19-20]. 2018 年傅卓佳等[21-22]

将广义有限差分法用于求解肿瘤热分析及 Winkler
板弯曲问题; 随后又将其应用于板结构声振耦合以

及功能梯度材料板结构的弯曲问题[23-25].
目前功能梯度碳纳米管增强复合材料结构中涉

及到碳纳米管转向问题的研究较少, 本文旨在应用

广义有限差分法数值研究考虑了碳纳米管转向的

FG-CNTRC 板的弯曲及模态问题. 首先给出基于一

阶剪切变形理论的功能梯度碳纳米管增强复合材料
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板的广义有限差分法离散模型. 随后通过基准算例,
检验广义有限差分法的计算精度与收敛性. 最后数

值分析和讨论碳纳米管中不同分布型、体积分数、

碳纳米管旋转角度、宽厚比、板倾斜角度、长宽比

等对 FG-CNTRC板结构弯曲和模态的影响. 

1     数学模型
 

1.1    控制方程

a b l

x− y z

VCNT

考虑一个由 FG-V 分布型的碳纳米管和基体材

料共同组成的功能梯度碳纳米管增强复合材料矩形

板, 如图 1(a) 所示, 长、宽、厚分别为   ,    ,    , 以该

矩形板中面建立    坐标系,     为板厚度方向的坐

标. 如图 1(b) 所示, 常见的碳纳米管有 4 种分布形

式, 为 UD 型、FG-V 型、FG-O 型、FG-X 型, 其中

UD型为均匀分布型, 其余为功能梯度分布型. 另外,
还有一种分布为 FG-Λ型, 其与 FG-V型成对称性分

布, 在本质上是没有差异的, 所以在本文中只研究以

上 4 种分布类型. 碳纳米管的体积分数   可以表

示为

VCNT =



V∗CNT (UD)(
1+

2z
l

)
V∗CNT (FG - V)

2
(
1− 2 |z|

l

)
V∗CNT (FG - O)

2
(

2 |z|
l

)
V∗CNT (FG - X)

(1)

V∗CNT式中,    是碳纳米管的质量体积分数, 通常有 3种
取值[8].

为了表征功能梯度碳纳米管增强复合材料的宏

观力学性能, Shen[4] 提出的广义混合律模型在 FG-
CNTRC研究中广泛应用, 其考虑了碳纳米管的尺寸

和温度依赖性 , 并引入碳纳米管的效能参数作为

FG-CNTRC的等效模型即

E11 = η1VCNTECNT
11 +VmEm

η2

E22
=

VCNT

ECNT
22

+
Vm
Em

η3

G12
=

VCNT

GCNT
12

+
Vm
Gm

VCNT+Vm = 1


(2)

η j E*
11 E*

22 G*
12式中,     为碳纳米管的效能参数;     ,     和    为

V*不同方向下材料的杨氏模量和剪切模量;    为材料

的体积分数 (“CNT”代表“碳纳米管纤维”, “m”代表

“基体”). 该模型存在一定的假设: 碳纳米管在基体中

排列整齐, 且完全分散; 不考虑碳纳米管的长径比、

波纹度等微观结构特征. 此后, Moradi-Dastjerdi等[26]

引入额外的效能参数对模型进行修正, 考虑了碳纳

米管的波纹度和长径比因素的影响, 其与 Shen[4] 提
出的广义混合律模型基本相同.

另外, 有关 FG-CNTRC等效材料模型的其它一

些物理参数定义如下[4]

ρ = VCNTρCNT+Vmρm (3)

µ12 = V∗CNTµ
CNT
12 +Vmµ

m

µ21 =
E22

E11
µ12

 (4)

ρ µ12 µ21

µCNT12 µm

式中,    为 FG-CNTRC 的等效密度,    和   为 FG-
CNTRC 的等效泊松比,    和   为碳纳米管和基

体材料的泊松比.

U = (u,v,w)T
基于一阶剪切变形理论 [ 2 4 ] ,  板的位移场

 为

u (x,y,z, t) = uo (x,y, t)+ zϕx (x,y, t)
v (x,y,z, t) = vo (x,y, t)+ zϕy (x,y, t)
w (x,y,z, t) = wo (x,y, t)

 (5)

(uo,vo,wo)式中,    是板内任意一点在中面上的投影沿

 
carbon nanotubes

 

matrix

front view

stereogram

top view

a

l

b

(b) 碳纳米管分布形式
(b) Distributions of carbon nanotubes

(a) 功能梯度碳纳米管增强复合材料板示意图
(a) Sketch of functionally graded carbon

nanotube-reinforced composite plate

UD FG-V

FG-XFG-O

 
图 1   功能梯度碳纳米管增强复合材料板的等效模型

Fig. 1    Equivalent model of functionally graded carbon nanotube-
reinforced composite plate
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(x,y,z)
(
ϕx,ϕy

)
t z

着    方向的位移,     是变形后原中面法线

的相应转动,    为时间, 坐标   为所考虑点到板中平面

的距离.
根据几何方程[24], 有应变和位移的关系式

ε = ε0+ zε1

γ = γ0

ε0 = (ε0
x ε0

y γ0
xy)T = (uo,x vo,y uo,y+ vo,x)T

ε1 = (ε1
x ε1

y γ1
xy)T = (ϕx,x ϕy,y ϕx,y+ϕy,x)T

γ0 = (γ0
xz γ0

yz)
T = (ϕx +wo,x ϕy+wo,y)T


(6)

对于 FG-CNTRC板结构, 其物理方程[8] 为

σx = E11(εx +µ21εy)/(1−µ12µ21)

σy = E22(εy+µ12εx)/(1−µ12µ21)

τxy =G12γxy, τxz =G23γxz, τyz =G13γyz

 (7)

根据内力与应力的关系[24], 有

N = (Nx Ny Nxy)T =
w l/2

−l/2
(σx σy τxy)Tdz

M = (Mx My Mxy)T =
w l/2

−l/2
z(σx σy τxy)Tdz

Q = (Qx Qy)T =
w l/2

−l/2
(τxz τyz)Tdz


(8)

将式 (7)代入式 (8)有[
N
M

]
=

[
A B
B C

] [
ε0

ε1

]
Q = A1γ

0

 (9)

其中

A =

 A11 A12 A16
A12 A22 A26
A16 A26 A66

 , B =

 B11 B12 B16
B12 B22 B26
B16 B26 B66

 ,

C =

 C11 C12 C16
C12 C22 C26
C16 C26 C66

 , A1 = χ
[

A44 A45
A45 A55

]

(
Ai j,Bi j,Ci j

)
=

w l/2

−l/2
ψi j(1,z,z2)dz

A B C

A1 χ

χ = 5/6

式中,    ,    和   分别表示拉伸、耦合以及弯曲刚度

矩阵,    为剪切刚度矩阵,    为一阶剪切因子, 对于

矩形截面一般有   .
接下来考虑如图 2所示的碳纳米管转向问题[27],

ψi j对式 (9)中的   有如下坐标变换关系

ψ= ΛψΛT

ψ =



ψ11 ψ12 ψ16 0 0

ψ12 ψ22 ψ26 0 0

ψ16 ψ26 ψ66 0 0

0 0 0 ψ44 ψ45

0 0 0 ψ45 ψ55


Λ =

cos2β sin2β −2cosβsinβ 0 0

sin2β cos2β 2cosβsinβ 0 0

cosβsinβ −cosβsinβ cos2β− sin2β 0 0

0 0 0 cosβ −sinβ

0 0 0 sinβ cosβ



ψ =



ψ11 ψ12 0 0 0

ψ12 ψ22 0 0 0

0 0 ψ66 0 0

0 0 0 ψ44 0

0 0 0 0 ψ55




(10)

Λ β

ψ

其中,    为坐标旋转变换矩阵;    为碳纳米管旋转角

度, 如图 2 所示;     为碳纳米管横向布置时的 FG-
CNTRC物理关系矩阵, 有如下定义

ψ11 = E11/(1−µ12µ21)

ψ22 = E22/(1−µ12µ21)

ψ12 = µ21E11/(1−µ12µ21)

ψ66 =G12, ψ44 =G23, ψ55 =G13


(11)

式中, 针对第三方向相关的剪切模量满足

 

a

b

XO

Y

y′

x′

β
α

 
图 2   含转向的碳纳米管平面布置

Fig. 2    Plane layout of carbon nanotubes with orientation
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G12 =G13 =G23

最后, 根据 Hamilton 变分原理[8], 结合式 (8) 导
出 FG-CNTRC板模型的运动微分方程

Nx,x +Nxy,y = I0uo,tt + I1ϕx,tt

Nxy,x +Ny,y = I0vo,tt + I1ϕy,tt

Qx,x +Qy,y+q = I0wo,tt

Mx,x +Mxy,y−Qx = I1uo,tt + I2ϕx,tt

Mxy,x +My,y−Qy = I1vo,tt + I2ϕy,tt


(12)

q q(x,y) (I0, I1, I2)式中,    为板平面上的横向荷载集度   ,  
有如下定义

(I0, I1, I2) =
w l/2

−l/2
ρ(1,z,z2)dz

 

1.2    边界条件

对于板结构, 常见的边界条件有以下 3种:
(1) 固支边界 (clamped, C)

un = us = w = ϕn = ϕs = 0 (13)

(2) 简支边界 (simply, S)

un = us = w = ϕs = Mn = 0 (14)

(3) 自由边界 (free, F)

Nn = Ns = Mn = Ms = Vn = 0 (15)
 

2     广义有限差分法

Ω(x,y)

xo s

w j

考虑一个二维问题计算域    , 如图 3 所示

对任意一个离散节点   形成一个包含   点数的点簇

(支撑域), 对应函数值   的 4阶泰勒展开为

w j =wo+hwx
o+ kwy

o+
h2

2
wxx

o +hkwxy
o +

k2

2
wyy

o + ...+
hk3

6
wxyyy

o +
k4

24
wyyyy

o +O(r5) (16)

h x j xo k x j xo式中,    为点   与点   的横轴距离,    为点   与点 

O(r5) r x j xo的纵轴距离,    为高阶余项,    为   与   的欧几里

得距离.
对于点簇展开后的余项可定义残差函数

Θ(w) =
s∑

j=1


wo−w j+h jwx

o+ k jw
y
o+

h2
j

2
wxx

o +

h jk jw
xy
o +

k2
j

2
wyy

o + ...+
k4

j

24
wyyyy

o

ω j


2

(17)

ω j x j其中,     表示在该“点簇”中点    处的加权系数. 采
用式 (18) 所示的四次样条权函数, 其具有 3 阶连续

性, 且满足单位性、紧支性和对称性条件[16]

ω j =


1−6r j

2+8r j
3−3r j

4, r j ⩽ 1

0, r j > 1
(18)

r j = r j/rω rω式中   ,    为权函数支撑域的尺寸.
为了方便, 定义

Dw =
[

wx
o wy

o wxx
o · · · wxyyy

o wyyyy
o

]T
Θ(w) Dw通过求极值使得残差函数   最小化, 对   中

的每一项进行变分, 形成如下矩阵

HDw= R (19)

H =



Σω2
jh

2
j Σω2

jh jk j Σω2
jh

3
j/2 · · · Σω2

jh
2
jk

3
j/6 Σω2

jh jk4
j/24

Σω2
jk

2
j Σω2

jh
2
jk j/2 · · · Σω2

jh jk4
j/6 Σω2

jk
5
j/24

Σω2
jh

3
j/4 · · · Σω2

jh
2
jk

3
j/12 Σω2

jh jk4
j/48

...

S

...

Y

...

M

. . .

· · ·
· · ·

...

Σω2
jh

2
jk

6
j/36

· · ·

...

Σω2
jh jk7

j/144
Σω2

jk
8
j/576


14×14

 

XO

O

Y
j

ω

ωj
rj

rj

hj

kj

r

 
图 3   计算域中的点簇

Fig. 3    Cluster of points in computational domain
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R =



−woΣω
2
jh j+Σw jω

2
jh j

−woΣω
2
jk j+Σw jω

2
jk j

−woΣω
2
jh

2
j/2+Σw jω

2
jh

2
j/2

...

−woΣω
2
jh jk3

j/6+Σw jω
2
jh jk3

j/6

−woΣω
2
jk

4
j/24+Σw jω

2
jk

4
j/24


14×1

H

R

H

其中,    是由点与点之间的距离分量以及权函数所

形成的具有对称性的系数矩阵, “S, Y, M”表示其具

有上三角矩阵对称性,    是距离分量、权函数以及

未知点函数值所形成的右端矩阵. 为保证矩阵   的

可逆性, 研究表明[18-19,22] 在二维计算中, 支撑域点数

一般满足两倍的泰勒展开项数.
对式 (19)的线性方程组进行求解, 有

Dw =



wx
o

wy
o

wxx
o
...

wxyyy
o

wyyyy
o


=



αx,o
o wo

o+

s∑
j=1

αx,o
j wo

j

α
y,o
o wo

o+

s∑
j=1

α
y,o
j wo

j

αxx,o
o wo

o+

s∑
j=1

αxx,o
j wo

j

...

α
xyyy,o
o wo

o+

s∑
j=1

α
xyyy,o
j wo

j

α
yyyy,o
o wo

o+

s∑
j=1

α
yyyy,o
j wo

j



(20)

wo
j xo x j

α
xyyy,o
j xo

x j

xo

式中,    表示以中心点   所形成“点簇”内点   处的

未知函数值,    表示以中心点   所形成“点簇”内

点   处的已知系数 (与点距离及权函数有关), 其刻

画了该中心点   处的任意偏导项由其相邻节点 (邻
近点)处函数值的线性组合来近似表示.

令计算域中的节点满足控制方程式 (12), 边界

节点满足边界条件式 (13) ~ 式 (15), 可得到仅含离

散点未知物理量的线性方程组, 从而获得问题的数

值解. 因权函数的连续性, 每个节点携带了相邻近节

点的物理信息, 使得对节点形成移动的带权局部支

撑域能够保证全域数值解的协调性[16].
对于控制方程式 (12) 所形成的 FG-CNTRC 板

结构弯曲问题, 最终可得到总体线性方程组

KU = F (21)

K F U其中,    为总体刚度矩阵,    为荷载列阵,    为待求

的中面位移及转角向量.

对于控制方程式 (12) 所形成的 FG-CNTRC 板

结构模态问题, 运用模态分析法[23] 得到振型微分方

程的矩阵表达

KΨ =ϖ2 MΨ

M =


δI0 δI1

δI0 δI1
δI0

δI1 δI2
δI1 δI2

 , Ψ =


u
v
w
ϕx
ϕy




(22)

K
M δ

ϖ

Ψ

式中,    表示由广义有限差分法形成的整体刚度矩

阵,    为由式 (12)构建的整体质量矩阵,    表示大小

为板结构离散节点数下的单位矩阵 ,      表示 FG-
CNTRC板自由振动的自然频率;    表示由每个节点

组成的振型列阵.
需要注意的是, 基于一阶剪切变形理论的 FG-

CNTRC 板模型控制方程是一个最高阶为二阶的偏

微分方程组, 而本文采用 4 阶泰勒展开式的广义有

限差分法对该控制方程进行离散, 目的是更进一步

地提高计算精度 (减小余项残差)和扩大广义有限差

分法在更多问题中的适用性. 

3     数值结果与讨论

本节首先以各向同性板结构弯曲的计算实例讨

论广义有限差分法这一算法特性, 接着运用广义有

限差分法对含碳纳米管转向的 FG-CNTRC 板的静

态线性弯曲和自振模态问题进行数值分析与讨论. 

3.1    各向同性板结构模型验证

以各向同性均质板模型为例, 图 4(a) 展示了在

相同运行环境下用广义有限差分法 (GFDM)和传统

有限单元法 (traditional finite element method,
TFEM)计算厚跨比为 0.1的四周固支方形板弯曲问

题. 图 4(b)讨论了 GFDM中不同邻近点数对数值结

果的影响. 基于图 5展示的混乱布点模型, 与不同厚

跨比下的解析解[28] 进行了比较, 表 1展示了不同厚

跨比下 GFDM均匀布点与散乱布点的相对误差. 可
以看出广义有限差分法的数值计算在任意混乱布点

下, 计算精度稍有所降低, 但仍能得到满意的结果.
其无需网格和繁琐的数值积分, 仅通过散乱的节点信

息便可进行计算, 具有更高的计算收敛性和稳定性.
对于一阶剪切变形理论的中厚板问题, 当板变

得比较薄时, 因剪切应变能过大产生错误的结果, 这
种现象称为剪切自锁[29]. 在无网格 GFDM 中, 通过
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提高泰勒展开的阶次来构造节点的支撑域, 能够简

单有效地避免剪切自锁现象的发生. 如图 6所示, 采
用 6 阶展开项能够有效避免剪切自锁的发生, 相较

与在有限元中采用缩减积分法、假设剪切应变法

等[28], 其简单高效地提高了求解方法的通用性. 

3.2    FG-CNTRC 板结构及等效模型参数

如图 1 所示的 FG-CNTRC 板结构模型, 根据

Shen[4]提出的广义混合律模型, 用于计算的 FG-CNTRC
等效模型参数如表 2和表 3所示.
  

表 2   材料属性

Table 2    Material properties

Equivalent parameters of reinforced-CNTs Matrix materials

ECNT
11 = 5.6466 TPa  Em = 2.1 GPa 

ECNT
22 = 7.0800 TPa  ρm = 1150 kg/m3 

GCNT
12 = 1.9447 TPa  µm = 0.34 

ρCNT = 1400 kg/m3  Gm = Em/
[
2(1+µm)

]
 

µCNT12 = 0.175 

  
表 3   碳纳米管的效能参数

Table 3    Efficiency parameters of CNTs

V*
CNT  η1  η2  η3 

0.11 0.149 0.934 0.934

0.14 0.150 0.941 0.941

0.17 0.149 1.381 1.381
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图 4   四周固支板弯曲挠度

Fig. 4    The bending of plate with all clamped boundaries
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图 5   布点方式

Fig. 5    Pattern of nodes

 
表 1   相对误差

Table 1    Relative error

l/aThickness ratio  
Relative error/%

Uniform nodes Scattered nodes

0.10 0.022 0.070

0.15 0.014 0.044

0.20 0.046 0.061

0.25 0.018 0.018

0.30 0.010 0.016

0.35 0.015 0.030

 

0
0
2

8

12

6-order 4-order kirchhoff plate theory

10

6
4

14
16

0.02 0.04 0.06

thickness ratio l/a

n
o
rm

al
iz

ed
 b

en
d
in

g
 d

ef
le

ct
io

n

0.08 0.10

×10−3

 
图 6   高阶次展开项克服剪切自锁现象

Fig. 6    Higher-order expansion to overcome the phenomenon of shear
locking
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3.3    弯曲分析

a/l = 10

首先在没有考虑碳纳米管转向的情况下, 表 4
计算了体积分数为 0.11, 不同分布型下的四周固支

FG-CNTRC 板的弯曲变形, 并与已有文献 Zhu 等[8]

的数值结果进行了参考比较, 两者都能很好地近似,
说明基于一阶剪切变形板理论的广义有限差分法求

解 FG-CNTRC板弯曲问题的计算正确和有效性. 图 7
为体积分数为 0.11, 宽厚比    , 四周固支 FG-
CNTRC板中心弯曲随离散点增加的收敛情况, 在总

点数达到 300 左右时结果近乎收敛, 能够看出广义

有限差分法具有计算快、收敛稳定的特性.
图 8 展示了含碳纳米管转向的 FG-CNTRC 板

α β = −α随倾斜角   变化的各向异性弯曲状态 (   ), 分别

从 X 轴向和 Y 轴向描述了该板的弯曲变形. 碳纳米

管具有指向性使得在 X 和 Y 方向上存在着各向异性

的刚度变化. 图 9 展示了厚跨比为 0.1 的四周固支

 
w/l表 4   四周固支 FG-CNTRC 板的中心弯曲 

w/lTable 4    The center bending     of FG-CNTRC plate with all
clamped boundaries

a/l  Distributions FEM[8] GFDM

10

UD 2.227 × 10−3 2.222 × 10−3

FG-V 2.351 × 10−3 2.349 × 10−3

FG-O 2.506 × 10−3 2.505 × 10−3

FG-X 2.104 × 10−3 2.103 × 10−3

20

UD 1.338 × 10−2 1.337 × 10−2

FG-V 1.591 × 10−2 1.591 × 10−2

FG-O 1.856 × 10−2 1.858 × 10−2

FG-X 1.150 × 10−2 1.149 × 10−2

50

UD 0.261 8 0.262 6

FG-V 0.365 3 0.365 7

FG-O 0.471 9 0.472 1

FG-X 0.190 0 0.190 6
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图 7   收敛性分析

Fig. 7    Analysis of convergence

 

0

0.006

0.012

0.009

0.003

b
en

d
in

g
 d

ef
le

ct
io

n
b
en

d
in

g
 d

ef
le

ct
io

n

0

0.015

0.20.1 0.3 0.5 0.7 0.90.4 0.6

X

(a) X 轴向的弯曲变形
(a) The bending deformation along X axis

0.8 1.0

α = 0° α = 15° α = 30° α = 45° α = 60°

0

0.006

0.012

0.009

0.003

0

0.015

0.20.1 0.3 0.5 0.7 0.90.4 0.6

Y

(b) Y 轴向的弯曲变形
(b) The bending deformation along Y axis

0.8 1.0

α = 0° α = 15° α = 30° α = 45° α = 60°

 
图 8   FG-CNTRC板的各向异性弯曲

Fig. 8    Anisotropic bending of FG-CNTRC plate
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图 9   四周固支 FG-CNTRC板的中心应力

Fig. 9    Central stress of FG-CNTRC plate with all clamped boundaries
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q = 0.1 MPa σ

z = 0 z = 0

z = 0.15 σxx σyy

FG-CNTRC板在荷载   下中心点处的   应

力, 可以看出 UD型、FG-O型和 FG-X分布型下的

CNTRC板应力与   成中心对称, 即   为该 FG-
CNTRC 板的中性层, 原因是 UD 型、FG-O 型和

FG-X型碳纳米管分布呈对称性分布. 对于没有横向

对称性的 FG-V 碳纳米管分布型, 板结构中性层大

概在    . 且    与    应力大小不等, 沿厚度方

向变化情况也不相同, 正因如此使得 FG-CNTRC板

在宏观上具有如图 8所示的各向异性弯曲状态. 

3.4    自振频率分析

ϖ(b2/l)
√
ρm/Em

α

β

λ1 =ϖ1(b2/l)
√
ρm/Em

β = 0◦ β = 90◦

β = 45◦

α

α = 30◦

β = 30◦ α

下面运用广义有限差分法对含碳纳米管转向

的 FG-CNTRC 板的自振模态问题进行详细分析

与讨论 .  表 5 展示了不同分布型下四周固支 FG-
CNTRC 板的前 6 阶自振频率   , 且与

Zhu 等[8] 的数值结果进行了参考比较, 说明广义有

限差分法这一算法的计算正确和有效性. 然后运用

广义有限差分法数值分析了不同转向的碳纳米管

对 FG-CNTRC 板结构自振频率的影响. 图 10 展示

了不同分布型和不同倾斜角度   下, FG-CNTRC 板

中碳纳米管的旋转角度    对结构第一阶自振频率

 的影响, 可以看出碳纳米管在

横向布置    和纵向布置    时其结构具有相

同的自振效果, 在    斜向配置时其结构抗弯刚

度最小, 自振频率最小; 随着倾斜角    的增大, 随同

碳纳米管旋转的 FG-CNTRC 板数值结果不再呈周

期性变化; 在   时板最小自振发生在碳纳米管

 左右 ;  随着倾斜角    的继续增大 ,  使 FG-
CNTRC 板产生最小自振频率的碳纳米管转向角度

β = 45◦从   逐渐减小.
β

l/a

ϖ1b2
√
ρm/Em

a/b

a/b ⩾ 1 β = −90◦,90◦

β = 0◦ a/b

图 11 展示了 UD 分布型和不同转向角度    下

厚跨比    对 FG -CNTRC 板第一阶自振频率

 的影响, 可以看出 FG-CNTRC 板厚跨

比与自振频率成正相关, 厚度增加的剪切效应使碳

纳米管转向对自振频率的影响逐渐降低. 图 12讨论

了结构不同长宽比   所构成的 FG-CNTRC板对自

振频率的影响, 发现当   碳纳米管在 

时, 即竖向放置, 自振频率大小近乎相等; 在横向放

置   时, 其随不同的长宽比   配置产生不一样

的自振效果, 且碳纳米管的放置角度对自振频率产

生显著影响. 

 
表 5   四周固支 FG-CNTRC 板的前 6 阶自振频率

Table 5    Six natural frequencies of FG-CNTRC plate with all
clamped boundaries

UD FG-V FG-O

GFDM FEM[8] GFDM FEM[8] GFDM FEM[8]

17.595 17.616 17.177 17.211 16.671 16.707

22.886 22.968 22.662 22.818 22.099 22.253

32.949 33.244 32.905 33.060 32.205 32.372

33.576 33.659 32.911 33.534 32.224 32.837

36.863 36.970 36.372 36.528 35.649 35.809

37.288 37.317 37.422 37.437 37.428 37.447
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图 10   碳纳米管的转向对自振频率的影响

Fig. 10    The effect of CNT orientation on natural vibration
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图 11   CNTRC板随厚跨比变化的自振频率

Fig. 11    The effect of CNT orientation on natural vibration of CNTRC
plate ranging with thickness ratio
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4     结论

本文采用广义有限差分法求解了基于一阶剪切

变形理论的功能梯度碳纳米管增强复合材料 (FG-
CNTRC) 板的静态线性弯曲和自振模态问题. 通过

基准算例验证了该算法的精确性和高效性, 是一种

基于移动最小二乘发展而来的简单高效的区域型无

网格方法, 且能够快速方便地克服一阶剪切变形理

论在薄板应用中的剪切自锁现象. 接着, 在此基础上

进一步研究具有转向的碳纳米管、板宽厚比、倾斜

角度等材料结构参数对 FG-CNTRC 板弯曲和自振

模态的影响. 研究发现:
(1) 碳纳米管排布形式对结构刚度的影响差异

性大, FG-CNTRC 材料所形成的结构刚度大小依次

有 FG-O<FG-V<UD<FG-X型;
(2) 随着板倾斜角的增大, 同碳纳米管旋转的

FG-CNTRC板自振频率不再呈周期性变化;
β = −90◦,90◦

β =

0◦

(3) 碳纳米管   时, 即竖向放置, 结构

长宽比的改变近乎不影响结构刚度; 在横向放置 

 时, 随不同的长宽比变化产生不一样的结构刚度;
(4) 在 X 和 Y 方向上存在着各向异性的刚度变

化, 且碳纳米管的转向角度对结构产生显著影响. 最
后需要指出的是, 本文主要侧重于验证广义有限差

分法在计算 FG-CNTRC 板结构力学特性的有效性,
后续将基于广义有限差分法考虑更为复杂的数值计

算模型.
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