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多个椭圆柱波浪力的一种解析解
1)

赵    密 *    龙彭振 *    王丕光 *, 2)    张    超 †    杜修力 *
* (北京工业大学城建学部建筑工程学院, 北京 100124)

† (福州大学土木工程学院, 福州 350116)

摘要　波浪在大尺寸结构表面产生不可忽略的散射波, 该散射波在多柱体体系中继续传播, 并在同体系中的其

他柱体上产生高次散射波. 本文基于椭圆坐标系和绕射波理论首先推导了波浪作用下椭圆单柱体产生的散射

波压力公式, 随后考虑该散射波在多柱体系中的传播, 将其视为第二次入射波, 推导出柱体上第二次散射波压

力公式, 同理可以推导出高次散射波压力公式, 最后得到椭圆多柱体波浪力解析解, 并用数值解验证了本文解

析方法的正确性. 本文以双柱体和四柱体体系为例, 分析了不同参数 (波数、净距、波浪入射角度等)下, 高次

散射波对柱体上波浪作用的影响. 结果表明: 波数较大的情况下, 高次散射波引起柱体上的波浪力不能忽略; 结

构间距较大的情况下, 虽然高次波的作用有减小的趋势但仍然明显; 高次散射波来自多个柱体对入射波的散射,

柱体数目的增加后, 高次波的影响会增加, 结构所受的高次波作用因参数变化而起的波动会变剧烈; 高次波对

上游柱体波浪力的贡献较对下游柱体的贡献大.

关键词　椭圆柱阵列, 波浪力, 多次散射波, 多柱体相互作用
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AN ANALYTICAL SOLUTION FOR WAVE PRESSURE ON ARRAYS OF
ELLIPTICAL BODIES1)

Zhao Mi *    Long Pengzhen *    Wang Piguang *, 2)    Zhang Chao †    Du Xiuli *
* ( College of Architecture and Civil Engineering, Beijing University of Technology, Faculty of Architecture, Civil and Transportation

Engineering, Beijing 100124, China)
† ( College of Civil Engineering, Fuzhou University, Fuzhou 350116, China)

Abstract     In an array of elliptical cylinders, upon impinging on large structure, linear incident waves are scattered by
bodies; the scattered waves due to linear incident waves subsequently impinge other bodies; the higher-order scattered
waves are generated in the same manner as the multiple scattering problem exists. Based on the diffraction theory and
elliptic cylindrical coordinates, the analytical solution for the incident and the scattered waves, say the first-order
scattered wave, on an isolated elliptical body is formulated firstly; then, with the first-order scattered wave from other
bodies as the excitation source, the analytical solution for second-order scattered waves is developed; Analogously, the
analytical solution for higher-order scattered waves is obtained; finally, the total wave pressure on a body in an array is
obtained in a form of a sum of the incident wave pressure, the first-order scattered wave pressure due to the linear
incident wave and the scattered wave pressure considering multiple scattering waves. The present method is validated by

第  53  卷 第  11  期 力      学      学      报 Vol. 53,  No. 11

2021  年  11  月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics Nov.,  2021

生物、工程及交叉力学

 

    2021–07–01 收稿, 2021–09–30 录用, 2021–10–01 网络版发表.

1) 国家自然科学基金资助项目 (52078010, 51421005).

2) 王丕光, 教授, 主要研究方向: 近海工程结构抗震及防灾减灾. E-mail: wangpiguang1985@126.com
 

引用格式:  赵密, 龙彭振, 王丕光, 张超, 杜修力. 多个椭圆柱波浪力的一种解析解. 力学学报, 2021, 53(11): 3157-3167
Zhao  Mi,  Long  Pengzhen,  Wang  Piguang,  Zhang  Chao,  Du  Xiuli. An  analytical  solution  for  wave  pressure  on  arrays  of  elliptical
bodies. Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2021, 53(11): 3157-3167

https://doi.org/10.6052/0459-1879-21-318


a FEM and is applied to two cases in which multiple scattering problem on bodies with different parameters (wave
number, separation, wave propagation direction, etc.) is discussed. It can be seen from the results that the effect of high-
order scattered wave matters as the wave number is large; multiple scattering problem is reducing but still exists as the
distance between bodies increasing; As the quantity of bodies growing, the multiple scattering problem is increasing and
its impact is drastically undulant; the effect of high-order scattered wave on the leading structures is larger than that on
the one in the downstream.

Key words    elliptical bodies array, wave force, multiple scattering wave, interaction of multiple bodies

 

引 言

近年来, 中国的近海工程迅猛增加, 如人工岛,
跨海桥梁等, 对近海结构的研究日益受到人们的重

视. 由于上述工程常年遭受波浪的威胁, 其支撑结构

可能承受着强度相当大的波浪力, 而支撑结构广泛

使用了多柱体, 柱体截面形式不再局限于圆形, 因此

对非圆多柱体体系中波浪力的研究可为实际工程提

供一定的理论指导.
近海工程中对波浪力的研究根据结构尺寸, 可

以划分为对小尺度结构所受波浪力的研究和对大尺

度结构所受波浪力的研究. 其中小尺度结构上的波

浪力可以通过莫里森方程求解[1]; 当结构截面尺寸

与波长之比大于 0.2 时, 大尺寸结构阻碍了波浪运

动, 波浪在结构表面生成不可忽略的散射波, 因此波

浪力的计算需要考虑波浪散射现象[2-3]. MacCamy
和 Fuchs[4] 提出了绕射波浪理论来计算有限水域中

大尺寸圆柱线性波浪力. 当波陡大时, 波浪中的非线

性成分增多, 用线性波浪理论计算的结果误差增大,
国内外学者就此提出了解决波浪二阶作用的方法[5-6].
Tao 等[7] 和 Song 等[8] 利用比例边界元法 (SBFEM)
分析短峰波在圆柱上绕射以及多个任意截面形状柱

体和线性波浪相互作用, 比例边界元对于解决波浪

在柱面绕射问题较高的求解效率. Wang等[9] 利用有

限元方法, 解决了倾斜圆柱的波浪绕射问题. 流场中

只存在单个结构的情形很少, 大多数情况下近海结

构的承重构件由多柱体构成. Linton 和 Evans[10] 提
出了计算多个圆柱附近波浪速度势的简化公式 .
Kagemoto 和 Yue[11] 提出了一种精确代数方法来分

析水波中多个三维物体之间的相互作用问题 .
Chen 等[12] 利用 Null-Field 积分方程来解决波浪在

多直立圆柱体中散射问题, 以免带来用格林函数分

析产生的不规则频率问题. 缪国平等[13] 假设柱体表

面有若干波动源, 就 100 根以上的单排圆桩体系在

波浪中的响应进行了研究, 得到了多柱体对流体干

扰的特点. Wang 等[14] 将流场分为结构附近的有限

域和无限域, 用椭圆吸收边界模拟无限域, 最后利用

有限元方法求出波浪对群桩的影响, 该方法可应用

到任意光滑截面的多柱体上.
实际工程中同样存在非圆形截面柱体, 如椭圆

形和类椭圆等. Chen和Mei[15] 基于椭圆柱坐标系引

入 Mathieu 函数, 将椭圆形固定平台表面的波浪力

分解为角向分量和径向分量, 分析了结构表面绕射

问题, 并得到相应解. William[16] 简化了文献 [15]中
复杂级数展开, 并得到两种近似方法, 第一种适用于

小曲率椭圆截面柱体, 另一种利用格林函数获得了

柱体表面的流体速度势. Liu 等[17-18] 利用线性绕射

理论和傅里叶展开, 推导了任意光滑截面的铅直柱

体和截断柱体表面波浪力. Zhang 和 Williams[19] 研
究了水平刚性椭圆形薄板对入射波浪的绕射效应.
Bhatta[20] 推导了椭圆截面桩和圆形截面桩的波浪力

计算公式, 并实现了前者到后者的变换. Wang等[21-22]

首先提出针对单根椭圆柱上地震引起的动水力的解

析解, 再利用有限元方法改进该发法为适用于工程

的附加质量矩阵方法, 并且针对短峰波浪下的椭圆

柱, 推导得到波浪力的解析表达式, 比较短峰波和一

般线性波下椭圆柱周围的波爬.
对于多个非圆形截面柱体阵列结构, Chatjigeorgiou

等[23-25] 利用 Bessel 函数和 Mathieu 函数的加法定

理, 依次研究了流体中椭圆截面群桩波浪散射问题,
椭圆柱和圆柱间的波浪散射问题和截断椭圆群桩上

的波浪散射问题. Lee[26] 则应用 Collocation Multipole
方法来解决椭圆截面多柱体间散射问题 , 免除了

Mathieu函数加法定理的繁复. Liu等[27] 利用傅里叶

级数将径向函数展开, 以求解任意光滑截面群桩 (如
余弦形截面、类椭圆截面等)上的波浪力.

上述多个柱体波浪力解析分析方法中, 多数考

虑了入射波及入射波引起的单柱体散射波, 但没有
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考虑该散射波入射其他柱体后产生的第二次散射波

以及高次散射波[25]. 本文基于椭圆坐标系和绕射波

理论等, 推导得到考虑高次散射波的椭圆多柱体波

浪力公式, 研究波数等参数变化时高次波对总波浪

力的贡献, 以期为实际工程中估算波浪力提供参考

数据. 

1     问题描述
 

1.1    控制方法和边界条件

ω

流场中椭圆形截面柱体的阵列如图 1 所示. 假
设所有柱体刚性, a 为椭圆的半长轴, b 为椭圆的半

短轴, 底端固定在深度为 h 的流体中, 流体无旋、无

黏性并且不可压缩. 该多柱体体系受到与 x 轴成 α,
频率为   , 幅值为 H/2的简谐波浪作用.
  

y

α

x

yj

i

j

Xi

Yi

Q
yi

θji

Rji

θi

θj

xi

xj 
图 1   柱体布置和坐标系统

Fig. 1    Arrangement of bodies and coordinates systems
 

本文使用的椭圆柱坐标系 (ξ, μ, z) 中, ξ 和 μ 分

别为椭圆柱坐标系的径向坐标和角向坐标, 两坐标

互相正交; 坐标原点位于椭圆柱底部, z 轴沿柱体轴

线向上. 椭圆坐标系和笛卡尔直角坐标系转换关系

如下

x = µcoshξ cosη

y = µsinhξ sinη

z = z

 (1)

µ2 = a2−b2

0 ⩽ ξ <∞ 0 ⩽ µ < 2π 0 ⩽ z ⩽ h

式中 ,      ； ξ， μ 和 z  取值范围分别为

 ,    和   .
简谐波浪下流场中波浪压力为

pe = pe−iωt (2)

p椭圆柱坐标系中, 频域下的波浪压力    满足如下流

体控制方程

2
µ2 [

cosh(2ξ)− cos(2η)
] (∂2 p
∂ξ2
+
∂2 p
∂η2

)
+
∂2 p
∂z2 = 0 (3)

水体自由表面、刚性地面、水体与结构交界面和无

穷远处的边界条件分别为

−ω
2

g
p+
∂p
∂z
= 0

∣∣∣∣∣∣
z=h

(4)

∂p
∂z
= 0

∣∣∣∣∣
z=0

(5)

∂p
∂ξ
= 0

∣∣∣∣∣
ξ=ξ0

(6)

lim
ξ→∞

√
µcoshξ

(
1

µsinhξ
∂p
∂ξ
− ikp

)
= 0 (7)

ω2 = gk tanh(kh) ξ0式中, 波数 k 满足    ;     为柱体表面在

柱体局部坐标系中的径向坐标. 

1.2    波场分解

根据绕射波浪理论[4]: 当波浪入射后, 波浪会在

大尺寸结构物表面产生散射波, 入射波场和散射波

场叠加后, 形成的新的波场. 波浪入射后, 多柱体阵

列中柱体周围的波场不同于单柱体周围的波场, 多
柱体阵列中柱体上的波浪作用需要考虑入射波和散

射波, 其中散射波还需考虑其在柱间多次绕射, 柱体

上总的波浪力可以写为

p = pIn+ pS c (8)

pS c

pS c

式中,    不仅考虑了入射波浪在该柱体上引起的散

射波, 而且考虑了阵列中其他柱产生散射波、该散

射波引起的高次散射波, 因此   可以写为

pS c = pS ,(1) +
∞∑

q=2

(
pI,(q−1)+ pS ,(q)

)
(9)

p (ξ,η,z)对式 (3)应用分离变量法,    可以写为

p (ξ,η,z) = Z (z) P (ξ,η) (10)

Z (z) =
ρgH cosh(kz)

2cosh(kh)
(11)

因此柱体总的波浪力可以写为

p = Z (z)
(
PIn+PS c

)
(12)

PS c = PS ,(1) +
∞∑

q=2

(
PI,(q−1)+PS ,(q)

)
(13)
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1.3    入射波浪压力

如图 1 所示, 流场中任意一点 Q 的入射波浪压

力可以表达为

PIn
i = eik[(Xi+xi)cosα+(Yi+yi) sinα] (14)

Xi Yi式中   和   是 i 号局部坐标系原点在整体坐标系中

的坐标, xi 和 yi 是 Q 点在 i 号局部坐标系中的坐标.
本文采用 Abramowitz和 Stegun[28] 提出的符号

记法, 因此在椭圆柱坐标系下, 入射波浪压力可以表

示为[25]

PIn
i (ξi,ηi,) =

2Λi

 ∞∑
m=0

imMc(1)
m (ξi,qi)cem (ηi,qi)cem (α,qi)+

∞∑
m=1

imMs(1)
m (ξi,qi) sem (ηk,qi) sem (α,qi)

 (15)

Λi = eik(Xi cosα+Yi sinα) qi =
(
a2

i −b2
i

)
k2/4 Mc(1)

m

Ms(1)
m cem sem

式中,    ,    .    和

 是第一类变形径向马蒂厄函数,    和   是角

向马蒂厄函数. 

2     散射波浪压力求解
 

2.1    散射波浪压力

波浪入射到 i 号柱体后, 产生的第一次散射波

满足式 (3) ~式 (5)和式 (7), 其一般表达式可以写为

PS ,(1)
i (ξi,ηi) =

∞∑
m=0

CS ,(1)
i,m Mc(3)

m (ξi,qi)cem (ηi,qi)+

∞∑
m=1

DS ,(1)
i,m Ms(3)

m (ξi,qi) sem (ηi,qi) (16)

CS ,(1)
i,m DS ,(1)

i,m Mc(3)
m Ms(3)

m式中   和   是待定系数,    和   是第三

类变形径向马蒂厄函数.
将式 (15)和式 (16)代入式 (6), 求得

CS ,(1)
i,m = −Λi

2imṀc(1)
m (ξi0,qi)cem (α,qi)

Ṁc(3)
m (ξi0,qi)

DS ,(1)
i,m = −Λi

2imṀs(1)
m (ξi0,qk) sem (α,qi)

Ṁs(3)
m (ξi0,qi)


(17)

Ṁc(1)
m Ṁs(1)

m Ṁc(3)
m Ṁs(3)

m式中    和    ，    和    分别为相应径向

马蒂厄函数对径向坐标的一阶导函数.

PI,(1)

i due to PS ,(1)
j

同一个流场中的其他柱产生的第一次散射波也

会入射到 i 号柱体上, 表示为    . 所有柱产

生的散射波再入射到 i 柱后, 波浪压力可以写为

PI,(1)
i =

N∑
j=1
j,i

PI,(1)

i due to PS ,(1)
j

=

N∑
j=1
j,i

 ∞∑
m=0

CS ,(1)
j,m Mc(3)

m

(
ξ j,q j

)
cem

(
η j,q j

)
+

∞∑
m=1

DS ,(1)
j,m Ms(3)

m

(
ξ j,q j

)
sem

(
η j,q j

) (18)

根据马蒂厄函数的加法定理[29-30], 将式 (18) 中 j 号

局部坐标 (ξj, μj)变换到 i 号局部坐标系 (ξi, μi)下, 如

下所示. 马蒂厄函数的加法定理详见附录 1

PI,(1)
i =

N∑
j=1
j,i

∞∑
m=0

CS ,(1)
j,m ·

 ∞∑
n=0

Q(3), ji
n,m Mc(1)

n (ξi,qi)cen (ηi,qi) −

i
∞∑

n=1

(−1)−nQ(3), ji
−n,m Ms(1)

n (ξi,qi) sen (ηi,qi)

+
N∑

j=1
j,i

∞∑
m=1

DS ,(1)
j,m ·

 ∞∑
n=1

(−1)m−nQ(3), ji
−n,−mMs(1)

n (ξi,qi) sen (ηi,qi) +

i
∞∑

n=0

(−1)mQ(3), ji
n,−m Mc(1)

n (ui,qi)cen (ηi,qi)

 (19)

 

2.2    高次散射波浪压力

多柱体阵列中低次散射波在柱间传播, 并在柱

体表面产生高次散射波. 其他柱产生的 q−1 次散射

波使 i 号柱体产生第 q 次散射波, i 号柱体 q 次散射

波浪力可以表示为

PS ,(q)
i (ξi,ηi) =

∞∑
m=0

CS ,(q)
i,m Mc(3)

m (ξi,qi)cem (ηi,qi)+

∞∑
m=1

DS ,(q)
i,m Ms(3)

m (ξi,qi) sem (ηi,qi) (20)

如式 (18), 流场中其他柱产生的 q−1 次散射波传播

到 i 号柱体上产生的波浪压力可以写为
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PI,(q)
i =

N∑
j=1
j,i

PI,(q)

i due to PS ,(q−1)
j

=

N∑
j=1
j,i

 ∞∑
m=0

CS ,(q−1)
j,m Mc(3)

m

(
ξ j,q j

)
cem

(
η j,q j

)
+

∞∑
m=1

DS ,(q−1)
j,m Ms(3)

m

(
ξ j,q j

)
sem

(
η j,q j

) (21)

将式 (21)转换坐标到 i 柱局部坐标系下为

PI,(q)
i =

N∑
j=1
j,i

∞∑
m=0

CS ,(q−1)
j,m ·

 ∞∑
n=0

Q(3), ji
n,m Mc(1)

n (ξi,qi)cen (ηi,qi) −

i
∞∑

n=1

(−1)−nQ(3), ji
−n,m Ms(1)

n (ξi,qi) sen (ηi,qi)

+
N∑

j=1
j,i

∞∑
m=1

DS ,(q−1)
j,m ·

 ∞∑
n=1

(−1)m−nQ(3), ji
−n,−mMs(1)

n (ξi,qi) sen (ηi,qi) +

i
∞∑

n=0

(−1)mQ(3), ji
n,−m Mc(1)

n (ui,qi)cen (ηi,qi)

 (22)

CS ,(q)
i,m DS ,(q)

k,m

为求式 (20)中的待定系数, 将式 (20)和式 (22)代入

式 (6), 得到待定系数   和   如下

CS ,(q)
i,m = − Ṁc(1)

m (ξi0,qi)

Ṁc(3)
m (ξi0,qi)

·

N∑
j=1
j,i

 ∞∑
n=0

CS ,(q−1)
j,n Q(3), ji

m,n +

i
∞∑

n=1

DS ,(q−1)
j,n (−1)nQ(3), ji

m,−n


DS ,(q)

i,m = − Ṁs(1)
m (ξi0,qi)

Ṁs(3)
m (ξi0,qi)

·

N∑
j=1
j,i

 ∞∑
n=1

DS ,(q−1)
j,n (−1)n−mQ(3), ji

−m,−n−

i
∞∑

n=0

CS ,(q−1)
j,n (−1)−mQ(3), ji

−m,n





(23)

 

2.3    总波浪力

多柱体体系中, i 号柱体上总的波浪压力可以写为

pi = Z (z) Pi (24)

Pi = PIn
i +PS ,(1)

i +
∞∑

q=2

(
PI,(q−1)

i +PS ,(q)
i

)
(25)

i 号柱体所受的总波浪力可以表示为

Fi =

√(
Fy

i

)2
+

(
Fx

i

)2
(26)

Fx
i = −

w h

0

w 2π

0
pibi cosηidηidz (27)

Fy
i = −

w h

0

w 2π

0
piai sinηidηidz (28)

 

3     数值算例
 

3.1    方法验证

Dr = 1.0

a/b = 1.5

Fx
i

首先, 由于本方法在计算求解时会对式 (25) 中
高次散射波的累加进行截断, 而截断会引入一定的

截断误差, 所以先讨论该截断误差对计算结果的影

响; 其次, 通过Wang等[14] 提出的波浪压力数值解验

证本文提出的椭圆形截面柱体波浪压力的解析解.
四柱体阵列如图 2所示, 图 2中 D 为柱体间净距, 定
义其与椭圆长轴的比值   , 4 个椭圆柱柱体具

有相同的尺寸, 长轴和短轴比值   . 图 3 给出

了图 2布置下不同截断数 q 时,    随波数 ka 变化的

曲线, 可以看出当 q > 12 时本方法获得波浪力计算

结果基本稳定, 因此为使解析解求解高效且准确, 后
续计算采用 q = 15 为高次散射波的截断数. 图 4 为

 

b

b b

b
a

a a

a

y

x

D

D
D

D

C4C3

C1 C2

 
图 2   四柱体阵列图

Fig. 2    Sketch of four bodies arranged in a square form.
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ka = 1

Dr = 1

ka = 1

 时, 本文解析方法和数值方法得到的柱体上波

浪压力, 图 5 为   时, 本文解析方法和数值方法

得到的柱体上波浪力, 假设波浪以两个入射角 α 入

射; 图 6 为   时, 本文解析方法和数值方法得到

的流场波浪压力云图, 图 7 为解析方法与数值方法

计算得到的 C1 和 C2 柱上波浪压力的相对误差; 可

以看出本文解和椭圆数值解相对误差较小, 各图中

本文解结果和数值解结果吻合良好.
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图 3   截断误差对本文解计算结果的影响

Fig. 3    Impacts of truncation error on the present method
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α = 0◦ α = 90◦图 4   不同入射角 (   和   )下数值解[14] 与本文解的对比

Pi θFig. 4    The wave pressures on bodies     versus     with N = 4 and ka =
1 obtained present method by and the FEM[14] 
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α = 0◦ α = 90◦图 5   不同入射角 (   和   )下数值解[14] 与本文解的对比

FiFig. 5    The wave forces on bodies     versus ka with N = 4 obtained by
the present method and FEM[14]
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 (b) Present method  
α = 0◦图 6   入射角   时数值解[14] 与本文解云图

α = 0◦Fig. 6    The wave fields with N = 4,     and ka = 1 obtained by the
FEM[14] and present method 
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α = 0◦图 7   入射角   时数值解与本文解的相对误差

α = 0◦
Fig. 7    The relative error of the wave pressure between the present

method and the FEM with N = 4,     and ka = 1
  

3.2    方法应用

本节将讨论高次波的影响, 根据柱体排列设置

了两种柱体阵列: ①双柱 (图 8)、②四柱 (图 2). 所
示各工况中柱体截面尺寸相同, 长轴和短轴之比 a/b =
1.5. q = 2 代表的曲线是不考虑高次散射波的解析

解, q = 15 代表的曲线是考虑高次散射波的解析解.
从图 9 可以观察到, 单柱情况下的波浪力和多柱情

况下的波浪力是不同的, 该现象随着柱数的增加而

显著, 且和椭圆长轴与水流方向的夹角有关.

Fq=15
i /Fq=2

i Fq=15
i

Fq=2
i

图 10给出了双柱阵列中, 高次散射波对柱体上

波浪作用影响的结果 . 图中纵坐标为波浪力比值

 ,     表示各柱体上考虑高次散射波的

总波浪力,    表示各柱体上不考虑高次散射波的

总波浪力. 图中给出了 3 种波浪入射角度下 (0°，
45°和 90°), ka 取值在 0.2~2.0 之间的结果. 图 9(a)
中, 因为阵列沿 x 轴对称所以 C1 和 C2 上的波浪力

比值相等, 高次波的影响不明显; 从图 10 (a)和图 10(b)
中可以看出, 当 ka 小于 0.5时, 高次波对两柱体的影

响可以忽略, 当 ka 大于 0.5后, 高次波的影响增大到
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b
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C1
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D

 
图 8   双柱体阵列图

Fig. 8    Sketch of arrangement of twin bodies standing side by side
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α = 0◦ α = 90◦图 9   不同入射角 (   和   )下两种阵列的本文解与单柱解

的对比

FiFig. 9    The wave forces on bodies     versus ka with N = 2 and 4
compared with that of an isolated body
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不可忽略. 图 11 给出了 ka = 1 时 Dr 取值在 0.5~
5.0 之间的结果. 图 11(b) 和图 11(c) 表明 Dr 大于

2 后, 二柱阵列的柱体受高次波的影响才会趋于减

少, 但即使净距为柱体长轴两倍以上, 高次波的影响

仍然明显; 图 11(c)中, C1受到上游柱体 C2的保护,
C1受到高次波的影响比 C2小.

α = 0◦

图 12给出了四柱阵列中, 高次散射波对柱体上

波浪作用影响的结果. 由于对称性, 波浪沿 x 轴入射

时 (   ), C1 和 C3 计算结果相同, C2 和 C4 计算

α = 90◦结果相同; 同理, 波浪沿 y 轴入射时 (   ), C1和
C2 计算结果相同, C3 和 C4 计算结果相同. 比较两

个入射波浪方向不同的结果, 可以发现因为柱体在

x 轴上的投影面积大于柱体在 y 轴上的投影面积, 所
以波浪沿 y 轴入射时高次波对柱体所受波浪力的影

响更大. 图 13给出了 ka = 1时 Dr 取值在 0.5~5.0之
间的结果. 四柱阵列的下游柱体波浪力比值在 0.5 <
Dr < 1.0间大于上游柱体的比值, 在 Dr > 2.0之后才

小于上游柱体的比值并趋于减小.
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图 10   双柱阵列中各柱体总受力比值

Fq=15
i /Fq=2

iFig. 10    Scaling values of total wave force     on bodies
versus ka as twin bodies standing side by side
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图 11   双柱阵列中各柱体总受力比值

Fq=15
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iFig. 11    Scaling values of total wave force     on bodies
versus Dr as twin bodies standing side by side
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图 14 和图 15 给出了柱体数量不同的情况下,
C1上波浪力比值随参数 (ka，Dr)的变化. 综合来看,
随 ka 和 Dr 增加, 四柱阵列中 C1 波浪力比值变化,
比双柱阵列情况下的比值变化要剧烈; 随着柱体数

量的增多, 由于叠加效应, 高次波影响也随之增加.
表 1对比了本文解和参考解[14] 在 ka = 1时, 不

同柱数, 不同柱间距时波浪力计算效率. 因为有限元
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图 12   四柱阵列中各柱体总受力比值

Fq=15
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iFig. 12    Scaling values of total wave force     on bodies
versus ka as four bodies arranged in a square form
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图 13   四柱阵列中各柱体总受力比值

Fq=15
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iFig. 13    Scaling values of total wave force     on bodies
versus Dr as four bodies arranged in a square form
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方法计算耗时和网格单元划分大小以及网格数目成

正相关, 所以当柱数增加或者柱间距增加后, 用来模

拟水域的单元也随之增多, 所以本文解比参考解效

率高. 

4     结论

根据绕射波理论等, 基于椭圆柱坐标系, 首先通

过求解马蒂厄方程, 得到椭圆单柱体结构波浪压力

公式, 再考虑多柱体体系中高次散射波问题, 推导得

到多柱体体系中椭圆柱体结构波浪力计算公式. 本
文方法与已有数值方法对比结果表明, 本文解和数

值解吻合的较好, 而当柱数目增加或柱间距增大时,
本文解的计算效率比有限元方法的高.

将本文方法应用于计算双柱阵列和四柱阵列的

波浪力, 分析了高次散射波对结构所受波浪作用的

影响. 结果表明: 波数 ka<0.5 时, 高次散射波影响较

小, 大波数的情况下, 不能忽略高次波的影响; 随着

柱体间距离的增加, 高次波的影响有减小的趋势, 但
仍存在波动; 高次波对上游柱体波浪力的影响比下

游柱体大; 多柱体体系中, 柱体数量增加后, 柱体产

生的高次散射波会叠加, 高次波影响也随之增加, 而
结构所受的高次波作用因参数发生的波动会变剧烈.
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附录 1 

Chatjigeorgiou 等[17] 在 Særmark 等[21] 的基础上化简了

将马蒂厄函数的加法定理, 具体可以表示为

Mc(l)
n

(
ξ j,q j

)
cen

(
η j,q j

)
=
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m=0

Q(l), ji
m,n Mc(1)

m (ξi,qi)cem (ηi,qi)−

i
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−m,nMs(1)
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m,n其中   可以表示为
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m,n =

∞∑
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∞∑
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d′m−p,p (qi) =

2−1/2(−1)(m−p)/2Am
p (qi) (m = 0,1,2, ...)
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式中,     为第一类 m 阶贝塞尔函数,     为第二类

m 阶贝塞尔函数 ,    为第一类 m 阶汉克尔函数 ,

 为第二类 m 阶汉克尔函数. 当 n−p 和 s−m 为奇数

时,    和   为 0.
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