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动力学与控制

载荷作用位置不确定条件下结构

动态稳健性拓扑优化设计1)

王 栋 2)

(西北工业大学航空学院,西安 710072)

摘要 研究当外载荷作用位置不确定时, 连续体结构动态稳健性拓扑优化设计.在减小结构对简谐激励动响应

的同时,有效降低其对外载荷作用点随机扰动的敏感性. 首先基于非概率凸模型的方法,将外激励作用位置的不

确定性用有界区间变量表示. 其次通过对加载位置的导数分析,获得了在激励位置扰动情况下结构动柔顺度的

二阶泰勒展开式. 基于变密度方法,推导出了动柔顺度对拓扑设计变量的一阶灵敏度显性表达式. 最后在材料体

积约束下,采用移动渐近优化算法并结合载荷扰动区间内灵敏度的最大绝对值,对连续体结构进行动态稳健性

拓扑优化设计,并与传统载荷位置固定条件下的确定性优化结果进行对比,充分展示考虑外激励作用位置扰动

对结构拓扑构型设计及其动柔顺度变化的影响.数值优化结果表明,采用文中提出的方法所获得的结构动响应

的稳健性更高,能有效抵抗外激励作用位置的随机扰动.只要少许增大材料的体积,稳健性优化设计的动响应将

在整个载荷扰动区域内优于确定性优化结果.
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ROBUST DYNAMIC TOPOLOGY OPTIMIZATION OF CONTINUUM
STRUCTURE SUBJECTED TO HARMONIC EXCITATION OF

LOADING POSITION UNCERTAINTY 1)

Wang Dong2)

(School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)

Abstract The robust topology optimization of an elastic continuum structure is performed under the loading position

uncertainty of a dynamic excitation subject to the material volume constraint. The design purpose in this work is to

minimize the structural dynamic compliance while reducing its sensitivity to the external load position perturbations in a

certain region. First, on the basis of the non-probabilistic convex representation of an uncertainty, the stochastic variation

of the loading position is indicated simply with an uncertain-but-bounded interval variable. Then, with the density vari-

able method of the RAMP (rational approximation of material properties) model, the design sensitivity analyses of the
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structural dynamic compliance with respect to the topological variables are conducted according to the quadratic Taylor

series expansion once the loading position moves locally. Finally, by using the gradient-based density approach of the

standard MMA (method of moving asymptotes) upon the choice of the maximal absolute value of the design sensitivi-

ties over the uncertain position interval, the robust dynamic topology optimization designs can be implemented within a

single-level optimization procedure for computational efficiency. The optimal configurations of two benchmark examples

loaded with the harmonic excitation are compared comprehensively with those obtained under the fixed loading position

of the excitation. Numerical results show that the present dynamic topology optimizations can essentially provide higher

robustness to the loading point disturbances than the equivalent deterministic topology optimization solutions. As the

material volume constraint is relaxed a little, the dynamic compliance of the robust topology optimization will be smaller

than that of the deterministic topology optimization over the whole load uncertain interval.

Key words loading position uncertainty, robust topology optimization, structural dynamic compliance, bounded interval

variable, maximal absolute design sensitivity

引 言

拓扑优化设计的目的是在规定的区域内和边界

条件下,以最优的方式配置可用的材料,使结构的力

学性能及响应指标在给定静、动力载荷作用下达到

最优 [1-4]. 当结构的初始构型设计无法借助于设计者

以往的经验可以确定时,拓扑优化设计能够在给定的

载荷和一定的应力、位移等约束条件下搜寻出创新

性的结构构型 (即传力路径) 设计, 充分发挥材料的

性能潜力,从而显著提高工程设计的效率和质量[5-6].

传统的结构优化设计问题中,结构所受的载荷环境、

材料参数以及优化的目标函数、约束条件等均被认

为是确定性的, 即所获得的最优结构设计都是基于

相对理想状态下的结果 [6-10]. 然而在实际工程结构

中,不确定性因素却是普遍存在和不可避免的,如材

料的物理性能、模型几何尺寸、边界约束条件、外界

施加的载荷等 [11-17]. 这些系统参数即使是在小范围

内随机性地变化也无疑会对结构的构型设计产生巨

大的作用, 最终将对结构的力学性能和响应造成一

些不利的影响.若忽略设计参数的不确定性,依旧按

照确定性情形对结构进行优化设计, 所获得的优化

结果抵抗结构参数 (物理、几何)或载荷等不确定性

因素的能力将会极大地减弱, 甚至可能导致结构功

能的提前失效 [17]. 为了使所设计的结构具有较强的

抵抗不确定性因素的能力,使其能正常、稳定地发挥

预期的功能, 设计者需要在结构的初步设计阶段就

主动地考虑这些不确定性因素的影响 [16-18].

航空航天、汽车、桥梁等结构在其服役期内经

常受到各种时变载荷的作用, 而一个时变的激励通

常能近似分解为几个简谐激励. 因此简谐激励是一

种非常基础和典型的动载荷 [7-8],研究简谐激励作用

下结构的拓扑优化设计具有十分重要的理论和实际

意义 [19]. 然而, 当前大多数关于结构动态拓扑优化

的研究都是基于确定性参量来构建优化问题的数学

模型,很少考虑工程实际中的不确定性因素,从而明

显降低了优化设计结果的可靠性与可信度,难以满足

现代设计的需求[5-9].实际工程中,由于外部环境的变

化,使得作用于结构上的外载荷,包括其大小、方向

与位置等都可能具有一定的随机不确定性 [20-23]. 而

且相较于材料属性、边界条件等诸多不确定性因素,

载荷不确定性对结构拓扑构型的影响更大. 因此研

究载荷不确定性对连续体结构拓扑优化设计的影响

具有非常现实的意义.

研究不确定性条件下结构拓扑优化设计可采用

基于可靠性的拓扑优化方法 (reliability-based topology

optimization, RBTO) [11-12,19], 或基于稳健性的拓扑优

化方法 (robust topology optimization, RTO) [14,20-22]. 若

一个不确定性设计量的随机变化性无法或难以用概

率模型表示,如在结构的初始设计阶段,准确地获得

不确定性变量的概率分布函数或特征参数都是一件

十分困难的事, 但却可以简单地用一个有界的区间

变量 (bounded interval variable)来表示其随机性的变

化. 此时采用旨在减小结构响应对不确定性设计量

敏感性的稳健性设计思想, 完成对结构拓扑构型的

优化设计, 并使其具有较高的抵抗不确定性变量扰

动的能力. 在结构的初步设计阶段,通常很难准确获

知外激励变化的分布模式,但其变化的界限却较容易

确定. 因此,载荷的不确定性更适于采用 “未知但有
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界 (uncertain-but-bounded)”区间变量来描述[12-14,17-18].

传统考虑区间不确定性的拓扑优化设计采取的是嵌

套双循环模式,即内循环采用区间分析的方法寻找不

确定性变量的最大 (差) 影响状态, 外循环采用确定

性的优化策略实现结构拓扑设计的更新与演化. 本

文采用灵敏度分析的方法研究外载荷作用位置的不

确定性,按照确定性的优化策略,通过单循环模式完

成结构在动载荷作用下的稳健性拓扑设计. 保证在

外激励作用位置出现扰动时, 结构的动响应不发生

较大的改变.

本文基于材料属性的有理近似方法 (rational ap-

proximation of material properties, RAMP)建立连续体

结构简谐响应拓扑优化模型, 可有效地避免虚假局

部模态的产生 [21,24]. 以结构动柔顺度最小化为目

标 [8-9], 以整体材料用量为约束条件, 采用移动渐近

法 (method of moving asymptotes, MMA) [25], 以载荷

扰动区间内最大绝对值灵敏度作为拓扑变量修改依

据, 研究在简谐激励作用下结构强迫振动稳定阶段

响应的拓扑优化问题. 在优化求解过程中采用启发

式敏度过滤 (sensitivity filter) 技术 [1], 保证优化求解

过程的稳定性. 最后用两个典型优化算例来证明本

文所提方法的有效性,并与传统确定性条件下的优化

结果进行对比来验证稳健性拓扑优化设计结果的可

靠性.

1 稳健性拓扑优化模型

1.1 线性振动系统稳态响应幅值

当外激励频率远离结构的固有频率时, 结构内

的阻尼影响很小,可以暂时忽略不计.采用有限元法

对连续体结构进行离散化处理. 于是无阻尼结构受

迫振动微分方程可表示为

Mü(t) + Ku(t) = f(t) (1)

式中, K和M分别是振动系统的刚度和质量矩阵,它

们都是 N ×N阶的实对称矩阵, N表示结构的自由度

数. u(t)和 ü(t)分别是结构的位移和加速度响应 N维

列阵. f(t)是系统所受外激励列阵. 假设结构受到简

谐外力的作用

f(t) = F(s)ejωt, t > 0 (2)

其中, F(s)是外激励幅值 N 维列阵, s表示外激励的

作用位置.由于 s是一个不确定的变量,可在一定的

区域内随机变化, 因此外激励幅值列阵 F(s) 也具有

一定的不确定性,优化过程中将不断发生改变. ω是

外激励频率 (弧度/秒),是一个给定的量.

在简谐载荷作用下, 线性系统的稳态响应也是

同一频率的简谐运动

u(t) = Uejωt, t > 0 (3)

式中, U 是结构位移响应幅值列阵. 由于不考虑结

构内的阻尼, U是实数,其中各项的正、负值与结构

的动态性能以及激振频率密切相关.将式 (3)代入方

程 (1),消去时间项,则在频域内振动系统响应特征方

程可表示为

D(ω)U = F(s) (4)

其中, D(ω) = K − ω2M是振动系统的动刚度矩阵,是

激振频率的函数. 若激励频率不等于系统的固有频

率, 响应特征方程 (4) 的系数矩阵不会奇异. 本文采

用直接方法精确计算结构在简谐激励作用下的稳态

响应, 不必考虑模态截尾带来的计算误差和虚假模

态的干扰 [7,24]. 求解方程 (4)可得结构响应的幅值列

阵 U,进而可以得到时域内结构的动响应 u(t).

1.2 结构拓扑优化数学模型

实际工程结构中, 由于外载荷作用位置的不确

定性,结构的响应幅值也具有一定的不确定性. 本文

以结构有限元模型中单元的相对密度 ρe作为设计变

量,在给定设计区域的边界与加载条件下,拓扑优化

的目标函数设置为结构的动柔顺度最小 [7-8]. 根据动

态位移响应的特点, 稳健性拓扑优化问题数学列式

可表示为

Find : ρ = [ρ1, ρ2, ..., ρn]T (5)

Minimize : Cd(ρ, s) =
∣∣∣FT(s)U

∣∣∣ (6)

Subjectto :



D(ω)U = F(s)
n∑

e=1

ρeve

n∑
e=1

ve

6 fv

s ∈ sI = [s, s̄]

0 < ρmin 6 ρe 6 1 (e = 1, 2, · · · , n)

(7)

式中, Cd 是结构的动柔顺度,是一个正定的值.动柔

顺度不仅与外激励的大小有关, 而且也与载荷作用
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位置密切相关, 即随着外激励位置 s 的变化而改变.

sI 是一个有界的区间变量, s和 s̄分别代表区间的下

限和上限 [26-28]. ρ是拓扑变量 n维列阵, n代表结构

的单元总数. ρmin是为了避免结构刚度矩阵奇异而设

置的一个极小值,一般取 ρmin = 0.001. ve是单元的体

积, fv是给定的材料体分比,即材料用量的上限.

以上模型与传统的拓扑优化模型最大区别在于:

结构的动柔顺度 Cd 不再是一个确切的目标函数,而

是变成一个与区间变量 sI 有关的区间不确定值,因

而也具有一定的随机性. 从而使得优化设计过程更

加复杂,但也真实地反映了工程实际情况.

为了合理地描述结构的动力学性能, 根据以往

的研究结果, 本文采用 RAMP 模型对单元质量和刚

度矩阵进行插值 [21]

me = ρem0

ke =
ρe

1 + q(1 − ρe)
k0

 (8)

式中, q是插值模型的惩罚因子 (q = 5); m0 和 k0 分

别是实体材料单元的质量和刚度矩阵.

1.3 结构动柔顺度一阶灵敏度的计算

当外激励作用位置 s 在有界区间 [s, s̄] 内随机

变化时,根据文献 [29]的定义,只需在外激励的名义

(理想)作用点,如区间的中点

s0 =
s + s̄

2
(9)

处, 对振动系统进行分析, 计算结构的动响应. 并在

单元层面上计算结构的动柔顺度 Cd0

Cd0 = Cd(s0) =
∣∣∣FT(s0)U

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

e=1

uT
e deue

∣∣∣∣∣∣∣ (10)

因此, 其对单元的相对密度 ρe 的一阶导数灵敏度

可由下式计算得到

∂Cd0

∂ρe
= −

(
FT(s0)U

)
Cd0

uT
e
∂de

∂ρe
ue, e = 1, 2, · · · , n (11)

其中, ue 是单元的动响应幅值列阵. de = ke − ω2me

是单元的动刚度矩阵. 由 RAMP模型材料插值函数

可得

∂de

∂ρe
=

1 + q
[1 + q(1 − ρe)]2 k0 − ω2m0 (12)

于是,通过一次有限元分析计算,即可获得振动

结构的名义动柔顺度 Cd0 及其对拓扑设计变量的一

阶导数灵敏度值. 但当外激励的作用点发生偏移时,

结构的动柔顺度将不再依靠有限元重复计算而得到.

2 外载荷位置不确定性的影响

2.1 载荷位置移动对结构动柔顺度的影响

在复杂的载荷环境下, 虽然已经假设外激励的

大小和方向保持不变, 但当载荷作用位置发生改变

时,结构的传力路径亦将发生改变.即外激励作用位

置的变化必然引起结构动柔顺度的变化. 若能够获

得结构动柔顺度对载荷位置的一阶和二阶导数, 则

可以利用二阶泰勒级数展开公式, 得到外激励作用

位置发生改变以后,结构动柔顺度 Cd(s)的显性表达

式. 即可避免有限元计算的重复运行,减少振动系统

动响应方程的求解.

在载荷名义作用点周围一个较小的邻域内, 利

用二阶泰勒展开公式, 得到载荷位置发生改变以后,

结构动柔顺度 Cd的近似表达式

Cd(s) ≈ Cd0 +
∂Cd0

∂s
∆s +

1
2
∂2Cd0

∂s2 ∆s2 (13)

式中, ∆s = s−s0表示载荷作用位置的改变量. ∂Cd0/∂s

和 ∂2Cd0/∂s2 分别是在名义作用点 s0,动柔顺度对外

载荷位置的一阶和二阶导数.

对于常用的四结点双线性平面应力单元, 文

献 [30] 已经推导出了外载荷对其位置 (坐标) 的一

阶导数计算公式. 于是在名义作用点,结构的动位移

响应幅值列阵 U 对外激励位置的一阶导数, 可由方

程 (4)两边对 s求一阶微分得到

D(ω)
∂U
∂s
=
∂F(s0)
∂s

(14)

其中, ∂F(s0)/∂s 表示外激励对其作用位置的一阶

导数.

将结构的名义动柔顺度改写成

Cd0 =
∣∣∣FT(s0)U

∣∣∣ = √[FT(s0)U
]2

(15)

则动柔顺度对载荷位置的一阶导数可表示为

∂Cd0

∂s
=

(
FT(s0)U

)
Cd0

·
∂
(
FT(s0)U

)
∂s

=

2
(
FT(s0)U

)
Cd0

UT ∂F(s0)
∂s

(16)

据此,可进一步计算结构的动柔顺度Cd0对载荷

作用位置的二阶导数

∂2Cd0

∂s2 =
2
(
FT(s0)U

)
Cd0

∂UT

∂s
· ∂F(s0)
∂s

(17)
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将式 (10)、式 (16)和式 (17)代入式 (13),即可利用该

显性表达式快速计算由于外激励位置的移动而引起

结构动柔顺度的改变值,以及对拓扑设计变量,即单

元相对密度 ρe的一阶导数

∂Cd(s)
∂ρe

≈ ∂Cd0

∂ρe
+
∂2Cd0

∂s∂ρe
∆s +

1
2
∂3Cd0

∂s2∂ρe
∆s2, e = 1, 2, · · · , n (18)

其中, 式 (18)右边第一项由式 (11)计算得到, 第二、

三项可由式 (11)分别对外载荷作用位置 s连续微分

得到

∂2Cd0

∂s∂ρe
= −

2
(
FT(s0)U

)
Cd0

uT
e
∂de

∂ρe

∂ue

∂s
(19a)

∂3Cd0

∂s2∂ρe
= −

2
(
FT(s0)U

)
Cd0

∂uT
e

∂s
∂de

∂ρe

∂ue

∂s
(19b)

根据以上推导结果, 即可利用式 (18) 计算当外

激励作用位置发生改变以后, 结构的动柔顺度对所

有设计变量的一阶灵敏度, 这使得动态优化设计效

率大为提高.

2.2 载荷位置移动对优化方法的影响

由于外激励作用点的不确定性, 振动结构的动

柔顺度及其一阶导数也都存在一定的不确定性, 即

动柔顺度对设计变量的灵敏度随载荷作用点的移动

而改变.但是根据MMA优化算法 [25],每次迭代只能

选取一个动柔顺度的灵敏度值进行优化设计, 因此

在运用拓扑优化算法时会遇到一定的困难. 为了提

高结构对外载荷位置扰动的抵抗能力, 文献 [29] 提

出在载荷位置不确定区间 [s, s̄]内,按照绝对值最大

的原则选取目标函数的一阶导数灵敏度值.从结构动

力学分析角度来看,动柔顺度对设计变量一阶导数的

绝对值越大,说明单元密度的改变引起动柔顺度值的

变化也越大.以此为基础开展结构拓扑优化设计,可

以充分考虑载荷作用位置随机变化对结构动柔顺度

(或动刚度)的影响.在保证外激励作用区间完整的基

础上,本文采用外激励 F(s)是在 3个特殊作用点,即

名义作用点 s0和不确定区间两个端点 s和 s̄的灵敏

度值, 近似代替其在整个区间 [s, s̄] 内的变化情况,

即用这 3个作用位置覆盖整个外载荷作用点的不确

定区域. 每次迭代时选取三者中绝对值最大的灵敏

度对设计变量进行更新,实现结构拓扑的演化
∂Cd(s)
∂ρe

=

{
∂Cd(si)
∂ρe

∣∣∣∣∣ max
∣∣∣∣∣∂Cd(si)
∂ρe

∣∣∣∣∣ , si = s, s0, s̄
}

(20)

此外,还要利用灵敏度过滤技术,对动柔顺度灵

敏度进行再分配, 以便消除优化过程中的棋盘格现

象,确保优化结果的可行和可靠性 [28].

3 算例分析

3.1 简支平板结构

简支平板结构设计区域几何尺寸及边界约束如

图 1 所示, 厚度为 10 mm. 理论上, 结构在设计区域

底边中点处承受一个集中简谐力 f (t) = 10ejωt kN的

作用,外激振频率 150 Hz (ω = 2π× 150 rad/s).但是由

于加载环境的复杂性, 外激振实际作用在距离中点

±10 mm点某个不确定点上. 将设计区域均匀划分成

90× 40的有限元网格,采用四结点平面应力单元.假

设材料的弹性模量 E = 200 GPa,密度 ρ = 7800 kg/m3,

泊松比 ν = 0.3. 材料体积约束系数 fv = 0.3. 取过滤

半径为单元尺寸的 1.5倍,优化过程收敛条件设置为

相邻两次迭代各设计变量的最大改变量小于 0.01[25].

初始设计时假设材料均匀分布在设计域内,此时结构

的第一阶固有频率为 262.63 Hz.

f  = 10ejωt kN
 

400 

900 

图 1 简支平面矩形板结构

Fig. 1 A simply supported rectangular panel

图 2分别示出了确定性拓扑优化设计 (determin-

istic topology optimization, DTO)和稳健性设计所获得

的结构最优构型. 可见,虽然两种优化策略得到的结

构构型基本类似,但细节设计还是有较大差异的. 与

确定性优化设计相比, 稳健性拓扑优化设计主要有

以下几个特点.

(1)有更多的材料聚集在外载荷名义作用点附近

(12: 8个单元宽度),这使得外激励作用区域得到显著

加强,以便能更有效地抵抗外激励位置的扰动.毋庸

置疑, 这是考虑外载荷作用位置不确定性拓扑优化

设计的必然结果 [22,27,29].
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(a) 

(a) Fixed loading point

(b) 

(b) Uncertain loading point

图 2 两种设计策略结构拓扑优化结果对比

Fig. 2 Comparison of the topology optimizations on two

different design strategies

(2) 内侧 (中间) 两根斜撑杆 (或构件) 的上端出

现了分岔,导致与外缘构件连接处呈现圆滑过渡.内

侧斜撑杆是竖向外力从作用点向约束支承点 (基础)

传递的主要路径. 当外激励的作用点固定不动时,外

激励将沿着斜撑杆先传到结构的外缘, 然后再传递

到结构的支承点,整个传力路径都是对称的. 但是当

外激励的作用点发生不确定性变化时, 外激励沿内

侧斜撑杆以及整个结构的传递都不再是均匀对称的

了. 在斜撑杆的上部将沿着不同的路径传递到外缘

构件,以均衡外载荷的传递,抵消外激励作用位置的

变动对结构动柔顺度 (动刚度)影响.

(3) 内侧两根斜撑杆底部的截面尺寸明显增大,

外侧两根斜撑杆的截面尺寸略有减小,而上、下水平

构件的截面尺寸几乎未变. 内侧两根斜撑杆与载荷

作用点直接相连,主要抵御在竖直方向上的外力. 外

激励作用位置的变化会直接导致内侧斜撑杆截面上

的内力分布不均匀, 而较大截面尺寸的斜撑杆有助

于外载荷更加有效地传递出去. 因为可用的材料是

一定的, 因此这一部分增加的材料只能从外侧斜撑

杆调配得到, 这就导致了外侧两根斜撑杆截面尺寸

的减小.

表 1列出了两种设计策略结构拓扑优化数值结

果.首先,考虑外激励作用位置不确定性的稳健性拓

扑设计,名义最小动柔顺度Cd0比确定性优化相应结

果稍大一些 (1.64%). 这是因为有一部分材料用来加

强载荷作用区域,以抵抗外激励作用位置的扰动;还

要一部分材料用来在斜撑杆的上部构造额外的传力

路径,增加载荷传递的可靠性. 因此在相同材料体分

比条件下,为了提高结构抵抗外载荷扰动的能力,结

构的动刚度会有一定的损失, 但这部分损失可以通

过适当地增加结构材料得到有效补偿 [27].

实际上,在相同的材料体积约束下,动柔顺度的

名义最小值,与其对不确定性设计参量的敏感性分别

是一对矛盾的两个方面. 因此,在它们之间存在有一

定的相互制约性, 过度地强调一方必然会导致另一

方性能的弱化或缺失. 而优化设计过程就是要在相

互妥协中找到矛盾双方最佳的解决方案.本例中,只

要将优化结果的结构材料体分比增大到 fv = 0.306,

就可以将稳健性拓扑优化设计的名义最小动柔顺度

降到与确定性优化设计相同的结果,见表 1的最后一

行所示.

其次, 考虑外激励不确定性的稳健性拓扑设计

收敛过程明显增长. 由于每次优化迭代选取的动柔

顺度对拓扑设计变量一阶导数都是绝对值最大的,单

元之间灵敏度值分散性增大,利用基于梯度的优化算

法获得稳定的结构拓扑优化结果更加困难.因此,稳

健性优化迭代过程会显著增长.

从表 1的后二列可知,当外载荷作用位置发生改

变以后, 结构的动柔顺度较之其名义值均有所增大,

即结构的动态刚度均有所降低. 当外载荷移到其不

确定位置区间的左 (或右) 端点时, 此时作用点的偏

移量相对于板的宽度最大 (1.11%). 对于稳健性拓扑

优化设计, 结构的动柔顺度变化率远低于确定性优

化的结果,特别是在保持结构的动柔顺度名义最小值

相同的设计情形下.此外,如果由于某种原因,外激励

表 1 结构拓扑优化结果以及动柔顺度随载荷位置变化情况

Table 1 Optimized results and the dynamic compliance variations

Loading position
Optimal results Load position moves to the interval bound

Cd0/J iteration number Cd (s)/J change ratio/%

fixed 1.278 4 66 1.309 2 2.410

uncertain

similar fv 1.299 4 175 1.313 9 1.117

similar Cd0 1.276 9 1.288 0 0.868
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作用点发生更大的偏移,确定性拓扑优化设计的结构

动柔顺度将快速增大,远大于稳健性优化的结果,如

图 3 所示. 这表明采用本文提出的稳健性拓扑优化

设计后, 结构抵抗外载荷作用位置扰动的能力有了

显著地增强. 即在不 (或者少)增大结构材料用量的

基础上,结构动态响应的稳健性明显提高.由此可见,

在结构拓扑优化设计中考虑载荷不确定性是非常有

必要的.
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图 3 结构动柔顺度随外激励作用位置变化情况

Fig. 3 Variation of the structural dynamic compliance caused by the

external loading point disturbances

比较结构的前三阶固有频率可以发现, 结构的

低阶固有频率,特别是其第一阶固有频率,经过拓扑

优化后都得到明显提高,如表 2所示. 这使得激励频

率更加远离结构的共振区, 结构的阻尼作用基本可

以忽略.在当前激励频率下,结构的总体动刚度较初

始设计有了显著增大, 从而使结构的动响应幅值急

剧减小. 此外, 在相同材料体分比约束条件下, 稳健

性拓扑优化设计的结构固有频率要略小于确定性优

化的结果,这也是为了提高结构响应的稳健性,有效

抵抗外激励作用位置扰动的必然结果.

3.2 MBB梁结构

图 4 所示为 MBB 梁结构设计区域及尺寸, 左、

右两端完全固定,假设其厚度为 10 mm.理想状况下,

一个集中简谐力 f (t) = 10ejωt kN施加在梁上边缘的

中点处,外激振频率是 200 Hz. 但实际上外载荷作用

在中点周围 ±20 mm区间内某个不确定的点上.将结

构设计区域均匀划分成 150× 25的有限元网格.体积

表 2 简支平板结构前三阶固有频率比较
Table 2 Comparison of the first three natural frequencies of

the rectangular panel structure

Design status
Structural natural frequency/Hz

first second third

initial 262.63 296.10 599.93

deterministic optimization 536.15 550.75 606.14

robust optimization

similar fv 535.02 542.14 587.40

similar Cd0 537.09 546.78 586.13

250 1500 

f  = 10ejωt kN

图 4 MBB梁设计区域及外激励

Fig. 4 Design domain of MBB beam and the external force

约束系数 fv = 0.35,材料性能参数与上例相同.初始

设计时,将所给的材料均匀分布在整个设计区域内.

图 5分别示出了确定性和稳健性优化设计得到

的最优结构构型设计.可以看到,两种设计策略得到

的结构拓扑优化结果依然存在较大的差别. 与前例

相同, 稳健性拓扑优化设计驱使更多的材料聚集在

外载荷作用点附近 (14: 6 个单元宽度). 当外激励偶

然偏离名义作用点时, 较宽的受载区域能有效应对

外激励位置移动的影响, 以便更可靠地将外载荷传

递到基础. 在确定性优化设计时,中间两根斜杆张成

90◦的夹角.表明外激励先沿着相互正交的两个方向

传递到下弦,然后再传递到固定基础上. 而在稳健性

优化设计时,中间两根斜杆张得角度更大,夹角超过

了 100◦ .此外,确定性优化设计中间两根斜杆的截面

尺寸较小,外侧斜杆的截面尺寸较大.而稳健性优化

设计中间斜杆的截面尺寸, 特别是上部靠近外激励

作用点处较大, 外侧斜杆以及下弦中间的截面尺寸

则变小,以满足对材料体积的约束.

F 

(a) 

(a) Fixed loading point

图 5 两种策略结构拓扑优化设计结果对比

Fig. 5 Comparison of the topology optimizations on two

different design strategies
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F 

(b) 

(b) Uncertain loading point

图 5 两种策略结构拓扑优化设计结果对比 (续)

Fig. 5 Comparison of the topology optimizations on two

different design strategies (continued)

表 3 给出了两种设计策略的优化数值结果. 与

前例一样, 此时的稳健性拓扑设计动柔顺度名义最

小值 Cd0 仍比确定性优化结果稍大一些 (6.07%), 即

结构的动刚度有一些损失. 但这同样可以通过适当

地增加结构材料 ( fv = 0.375)得到有效补偿.表 3的

后四列给出了拓扑优化设计后, 结构动柔顺度随外

激励作用点移动的变化情况. 可以看到,虽然外激励

作用位置相对于梁结构的跨度最大扰动只有 1.33%,

但是确定性拓扑优化设计结构动柔顺度的变化率相

当高,远大于稳健性拓扑优化设计相应的变化率.因

此可知,运用本文所提方法获得的优化构型设计,极

大地提高了结构的动响应对外激励作用位置扰动的

抵抗能力.

表 3 MBB梁结构拓扑优化结果以及动柔顺度变化情况

Table 3 Optimized results and the dynamic compliance variations

Loading position
Optimal results

Loading position moves to

Cd0/J iteration number A half interval radius The interval bound

Cd/J change ratio/% Cd/J change ratio/%

fixed 2.909 7 71 2.959 5 1.711 3.108 5 6.831

uncertain

similar fv 3.086 2 173 3.104 7 0.601 3.161 6 2.442

similar Cd0 2.903 5 2.917 8 0.495 2.961 8 2.009

表 4给出了优化前后结构的前三阶固有频率.初

始设计时,外激振频率与结构的第一阶固有频率比较

接近.经过拓扑优化后,结构的第一阶固有频率得到

显著地提高,使得激励频率远离结构的共振区. 图 6

分别绘出了两种载荷作用状况下, 结构的名义动柔

顺度 Cd0 迭代收敛曲线,同时还示出了每隔 30迭代

步的中间构型和最终优化设计结果. 值得注意的是,

在结构稳健性优化设计过程中, 中间构型设计始终

都有较多的材料聚积在外激励作用区间周围, 以增

强结构抵抗外激励作用点的随机扰动.

表 4 MBB梁结构前三阶固有频率比较

Table 4 Comparison of the first three natural frequencies
of the MBB beam structure

Design status
Structural natural frequency /Hz

first second third

initial 240.54 572.14 821.45

deterministic optimization 361.75 497.02 955.53

robust optimization

similar fv 318.46 436.67 824.44

similar Cd0 330.11 433.77 825.60
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图 6 两种设计策略拓扑优化收敛过程

Fig. 6 Convergence curves of the structural dynamic compliance on

the two design strategies

4 结论

本文研究了在外激励作用位置不确定条件下,

连续体结构动态稳健性拓扑优化设计问题. 由于在

结构的初步设计阶段, 很难获知外载荷变化的分布
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规律, 本文将外激励作用位置的不确定性用有界区

间变量表示. 通过灵敏度分析, 借助二阶泰勒展开

公式, 将结构动柔顺度及其对拓扑变量的一阶灵敏

度,均表示成激励作用位置变化量的显函数. 运用有

理近似材料性能模型和移动渐近算法, 以绝对值最

大的动柔顺度灵敏度作为变量修改设计的依据, 充

分考虑载荷位置的不确定性对结构构型设计的影响.

本文用两个典型结构动态稳健性拓扑优化设计算例,

验证了所提优化策略的可行性,分析了考虑外激励作

用位置的不确定性对结构构型优化设计的影响,并比

较了结构的动柔顺度对外激励位置扰动的抵抗能力.

研究结果如下:

(1)考虑载荷作用位置不确定性条件下得到的稳

健性结构拓扑优化设计,不仅载荷作用点周围的材料

会增多,而且拓扑构型设计也与确定性条件下的拓扑

优化结果明显不同,使所得结构在载荷位置随机扰动

情况下具有更可靠的传力路径.

(2)当载荷作用位置发生扰动时,稳健性拓扑优

化设计的结构动柔顺度变化率远低于相应的确定性

优化结果. 充分表明所得到的结构拓扑构型抵抗外

激励位置扰动的能力更强,结构性能更加稳健.

(3)在相同体积约束情况下,稳健性拓扑优化设

计的名义最小动柔顺度稍大于相应的确定性拓扑优

化结果. 这是因为需要用一部分材料加强外激励作

用区域,并且还要构造额外的传力路径. 因而结构稳

健性拓扑优化设计会损失一部分动刚度, 以换取其

抵抗载荷位置扰动能力的提高. 但这部分损失的结

构动刚度, 可以通过增加少许结构材料而得到有效

弥补, 并且其对外载荷位置扰动的敏感性会进一步

降低.
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