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摘要 超细长弹性杆作为 D N A 等生物大分子链的力学模型
,

其平衡和稳定性问题已成为力学与分子生物学交

叉的研究热点
.

虽然在 K icr h h o
ff 动力学比拟的基础上

,

用分析力学方法讨论弹性杆的文章 已见诸文献
,

但尚未

形成弹性杆分析力学的严格理论
.

本文研究了超细长弹性杆分析力学的若干基础性问题
.

对杆截面的自由度
、

虚位移
、

约束方程及约束力等基本概念给出严格的定义和表达式
.

建立弹性杆平衡的 D
`

lA
e
m b

e rt
一

L ag
r ` ge

原理
、

J o ur d ia n 原理和 G a u ss 原理 ; 从 D
`
A le n l

b
e rt

一

L
a g r

all ge 原理导出 H a m ilt
o n 原理

.

从变分原理出发导

出 L a g r a n g e

方程
、

N i el se n 方程
、

A p eP U 方程和 H~ il ot n 正则方程 ; 对于受约束的弹性杆
,

导出了带乘子

的 L a g r

an g e

方程
.

讨论了 L ag ar ng
e

方程的首次积分
.

对于杆中心线存在尖点的情形
,

导出了微段杆平衡的

近似方程
.
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引 言

细长弹性杆的研究始于 D a n i e l B e r n o u l l i 和 E u -

l e r
( 1 73 0 )

.

K i r e h h o ff ( 18 5 9 ) 在若干假定下建立了弹性

细杆静力学的基本方程
.

由于在形式上与定点转动

刚体的动力学方程的一致性而形成 K i cr h h o ff 的动力

学比拟理论 11, 2 )
.

弹性杆作为电缆
、

钻杆
、

纤维等的

力学模型
,

其平衡和稳定性问题有着广泛的工程背

景
.

20 世纪 70 年代以来
,

由于超细长弹性杆模型在

以 D N A 为代表的生物大分子链的研究工作中得到

应用 s[, 习
,

使这一经典力学 问题重新受到关注 〔“ 一 ` 2 1
.

在研究受约束弹性杆的力学问题时
,

分析力学方法

更具有优越性 l[ 3 一 1 5 J
.

虽然直接应用 H a
m il 七on 原理

和 L ag ar n ge 方程的讨论已见诸文献 ! 1 6 一 ` s]
,

但目前

尚未形成弹性杆分析力学的严格理论
.

因此建立严

格的弹性杆分析力学的基本概念和方法
,

对于完善

和发展弹性细杆平衡问题的研究具有重要的理论和

实际意义
.

在弹性杆分析力学中
,

基础是 iK
r hc ho ff 动力学

比拟理论
,

研究对象为杆的刚性截面
,

自变量为弧

坐标
.

本文对杆截面的自由度和约束概念给出严格

2 0 0 4刁 6一 10 收到第 1 稿
,

2 0 0 5一 2一2 4 收到修改稿
.

l) 国家自然科学基金资助项目 (1 0 4 7 2 0 6 7 )
.

2 ) E
一

m a i l : x u
即 ly沟

e i t i z n e t

的定义
,

给出约束方程及约束力的表达式
.

定义了

坐标空间
、

速度空间和加速度空间的虚位移概念
.

建

立弹性杆平衡的 D ` A le m b er t
一

L a gr a n ge 原理
、

J o u r -

d a in 原理和 G a u s s
原理

,

并导出了 H a m i l t o n
原理和

H a m ilt o n 正则方程
.

从变分原理 出发导 出自由和约

束状态下的 L a g r a n g e
方程

、

N ie l s e n
方程和 A p p e ll

方程
.

讨论了 L ag ar n ge 方程的首次积分
.

研究了杆

中心线存在尖点的情形
,

导出了与碰撞方程形式相

同的微段杆平衡近似方程
.

1 连续杆的离散化

K ir c h h o ff 假定为连续杆的离散化提供依据
,

即

将杆视为刚性截面沿中心线以
“

单位速度
”

运动的轨

迹
.

除端部以外不受约束作用的杆为自由杆
,

则截

面的位形需要由 6 个坐标确定
,

即形心和相对形心

的姿态各 3 个坐标
.

建立惯性坐标系 O
一

石成 和与截面 固结的形心

主轴坐标系 --P
二
圳

,

沿坐标轴的单位基矢量分别为
e 。

, e , , e 。 和 e l
(
s
)

, e Z
(
s
)

, e 3
(

s
)

,

其中
S
为中心线的弧

坐标
, e 3

为切向基矢量
,

指向弧坐标增加方向
,

外
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法矢与
e 3一致的截面记为 + s

,

否则记为
s 一 用

E ul er 角 劝(
,
)

,

创
,
)

,

尹(
,
)描述主轴坐标系 介

x
笋 相对

惯性系 O
一

若《 的姿态
.

杆截面的位形可表示为

对于给定的
￡ ,

存在唯一 的一点 t 二 t(
。
) 满足式 (6 )

.

由此得

苟= 首(
s
)

,

叼 = 刀(
s
)

,

心= 心(
s
)

劝 = 劝(
s
)

,

吞 = 吞(
s
)

,

沪 = 沪 (
s
)

设式 ( l) 关于弧坐标
3 为二阶连续可微

.

这 6 个

广义坐标为独立变量
,

但需满足方程

普
。

= 普+ 帐
,

叮。 二 刀+ b。
,

条 = 心+ 气 ( 7 )

式中乓
,

札
,

气为 b 在轴 若
,

叮
,

` 上的投影
.

导出对杆

截面位形的约束方程

夕(苟+ b`
,

叮+ b。
,

心+ b` ) = o (8 )

户 = e 3
(2 )

因此对
吕 的导数不独立

,

式中
, 为中心线的矢径

,

顶部点号表示对
3 的导数

,

投影式为

一般情况下
,

式 (s) 显含
吕 因而是非定常的

,

其对弧

坐标的导数可化为

石= s i n 劝 s i n 口
,

吟= 一 e o s 劝s in 沙
,

心= e o s 侈 (3 )

方程 (3 ) 是不可积 的
,

构成对截面状态的非完整约

束
,

使截面的自由度减为 3
.

从而表明自由 K i cr h h o ff

杆为非完整系统
.

只要变形前后的挠性线满足光滑

条件
,

约束 (3 )就能自动实现
.

因此这种特殊约束形

式是无需外界约束力作用 的伪非完整约束
.

截面的姿态相对弧坐标的变化率称为截面 的弯

扭度
,

记作 。 (s)
,

其沿主轴的分量为

= 沙
C o S 甲 + 协

S i n 沙 S i n 沪

= 一 吞 s i n 沪 + 劝e o s 沪 s in 沙

= 沪+ 劝 co s 吞

ù上2留甲

弯扭度也可理解为截面沿中心线正向以单位速度运

动时相对惯性坐标系的角速度
.

2 约束
、

约束方程和约束力

设惯性空间中的曲面约束由方程

夕(苟
。 ,

刀
c ,

条 ) = o ( 5 )

描述
.

设约束曲面为小曲率曲面
,

且为连续
、

光滑和

有向 ; 并设约束为刚性和双面的
,

且不计摩擦和约

束力对杆截面形状的影响
.

设截面的边界上有且只

有一点与约束曲面接触
,

即满足

P = r 十 b (6 )

式中 p 为约束曲面上 的点
; , = 石峨 + 孵

。 十 心气

为截面形心的矢径 ; 6 (
。 ,

约为
5
截面 的边界曲线方

程
,

且 b

t 为参数
,

设 b 关于
, ,

t 具有二阶连续偏导数
,

,

在 介 x 夕平面中围成的区域是 凸的
.

夕= 。
。 ·

分+ 。
。 ·

b + 。
·

(b
x o c

) = 0 (9 )

式中 。 。

为约束曲面在接触点的法向量 ; 顶部
`

分
,

号

表示是在主轴坐标系 p
一二
犷 中对

S
求导

.

式 (s) 和

式 (9 ) 使截面的广义坐标数和 自由度分别减为 5 和

2
.

将线分布约束力向截面形心简化
,

得

f C 二 入。 c ,

。 C 二 b 只 f C l( 0)

其中 入为不定乘子
.

对于圆形等截面杆
,

有关系
:

万 二
fc

·

。 3 = o 和 m C = 0
.

如果约束为单面
,

则

截面的受约束条件为

入 =
fc

·

。
。

七 。
,

或 入二 f C
·

。
。

三 。 l( l)

式中等号为临界情形
.

以上讨论容易推广到受两个

曲面约束的情形
.

给定 O
一

苟呵 中的一个单位常矢量 h
,

限制截面

的弯扭度方向构成非完整约束
.

非完整约束仅使 自

由度减少
.

例如
:

( l) 截面弯扭度与给定方向 h 垂直
: 公

·

h = .0

显然其坐标式是不可积的
.

在此约束下
,

杆截面的

自由度减为 2
.

(2 ) 截面弯扭度与给定方向 h 平行
: 、 x h =

0
,

其分量形式也是不可积的
.

截面的自由度为零
,

约束方程 已完全规定了截面的位形
,

iK cr h ho ff 方程

寻求实现这一约束的力作用方式
·

( 3 ) 给定截面弯扭度的模平方变化规律
:

护 =

二 (
s
)

,

在
占
的定义域内

。
(
s
) 全 0

.

用 E u l e r
角表示为

护 十 俨 + 护 + Z co s 沙协沪 = u
(
,
)

,

它构成对截面姿态

的非线性非完整约束
.

3 虚位移及其限制方程

弹性理论表明
,

直杆的弯扭变形 (小应变 ) 不改
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变截面上的点在 介 x y 平面上投影 的位置
.

因此
,

横截面上的点可表为
:

R `
(s) = 叹s) 十 b`

,

其中

b` = x 、 e l
(
s
) + y ` e Z

(
s
)

,

落为 3
截面上点的标号

.

称同

时满足约束条件和平衡条件的位形为截面的实际平

衡状态
,

只满足约束条件的位形称为截面 的可能平

衡状态
.

定义 1 (点的真实位移 )
:

在实际平衡状态 R `

下
, 吕

截面上一点的真实位移定义为

选定截面的姿态坐标 乳 (` = 1
,

2
,

3) 后
,

截面的弯扭

度和虚角位移可表示为

公续` q￡ ( 1 7 a
)

3

艺阁
一一

` , 一
艺

` 。、 占。`

(1 7 b )

△ R
、 二 R`

(
s + △ s

)一 R、
(
s
) ( 12 )

乞= 1

其中 。 。、 为姿态坐标 叭。 = 1
,

2
,

3 ) 的可微矢值函

数
.

设横截面受有一般的几何约束

定义 2 (点的可能位移 )
:

在可能平衡状态

下
, 5

截面上一点的可能位移定义为

g ` (。
1 ,

9 2 ,

吻
,

叙
,

。5 ,

9 6 , s
) = o (乞= 1 或 1

,

2 ) ( 18 )
R 、

其中 q ; = 苟
,

q s = 刀
,

q 6 = 、
·

约束 ( 15) 加在虚位移上

的限制方程为
△几` 二 几`

(
s + △ s

) 一 几
;
(
s
) ( 1 3 )

占g `
a乳

鲡 = 0 (坛二 1 或 1
,

2 ) ( 19 )

显然这里的
“

位移
”

不是运动学意义上 的
,

而是不 同

两点的位置矢径之差
.

定义 3 (点的虚位移 )
:

在给定位形下发生的
、

约束所允许的
、

假想的
、

与弧坐标无关的截面上一

点的无限小位移称为点的虚位移
,

记为 占R ` ,

称 占

为等弧长变分
.

显然
,

一点的可能位移是虚位移中的一个
.

两者

的差别在于可能位移源于弧坐标的变化
,

而虚位移

是运动学意义上的
,

与弧坐标无关
.

根据 iK cr h ho ff

刚性截面假定
,

同一截面上不同点的虚位移形成截

面的虚角位移
.

定义 4 (截面虚角位移 )
:

约束所允许的
、

与弧

坐标变化无关的
、

假想的截面无限小角位移定义为

虚角位移
,

记为 占更

截面的虚角位移导致杆的虚变形
,

它也是杆的

可能平衡状态
.

因此可 以计算点的虚位移和截面的

虚角位移对弧坐标的导数
.

设微分和变分服从交换

关系

? 竺垫

分 口qj

非完整约束的一般形式由形如

h 、
( 9

1 ,

…
,

9 6 ,

奋1 ,

…
,

奋6 , s
) = 0 (乞= 1 或 1

,

2 ) (2 0 )

的不可积约束方程给出
.

其加在虚位移上的限制方

程按 A PP ell
一

C he t ae v
定义为

趴
乞一

睿粼
一

(2 1)

由于虚位移的任意性
,

不能将式 (3 ) 预先嵌入约束

方程 (20 )
.

A PP ell
一

C he at ve 定义是对非完整约束条

件 (20 ) 实现方式的一个选择 l0[ ,20 ]
.

曲面约束 ( 9 )加在坐标空间虚位移上的限制可

化为

占夕 = “
c ·

占r + ( 6
X “

e

)
·

占毋 二 o ( 2 2 )

其中函数的变分源于姿态坐标的变分
,

它与约束力

的虚功相关

( 1 4 ) 入匆 二 了.c 孙 + m .c 伸 (2 3 )影一一
d一ds

则有

晶
(` R￡

,一 `” 、 ,

矗
。 , 一 、

若约束力在所有虚位移上所作的功为零
,

称这种约

束为理想约束
.

值得注意的是
,

由于式 (3 ) 是伪非完

l( 5 ) 整约束
,

它仅限制截面的 自由度而不构成对虚位移

的限制
.

l
,

J公

一ó
d

一一毋
d一ds

其中 。 ` 二 d R
`
/ds

.

d
,

占上的波浪号表示运算是相对

主轴坐标系的
.

给定截面 叹 s) 上的一点 凡 (s)
,

有

如下关系

占R
` = 占, + 占b , ,

占b ` = 占毋 x b ;
( 16 )

4 微分变分原理

建立截面平衡的微分变分原理
.

杆
s 一
截面上的

二、
点相对主轴坐标系的矢径为 6 ; ,

围绕 m
、
点取面

积微元 A 、 ,

其上的应力为 一 p `
.

当
3
截面沿中心线
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“

移动
”

到
吕 +△。 时

,

m
、 “

移动
”

到 。 : 点
,

矢径为

b
:

+ △ b、
,

应力为 p
,

+ △ p ;
.

面积微元的
“

移动
”

形

成微元体 从
.

此微元体的虚位移由 介 和 占毋 给出
.

略去二阶微量
,

作用在 从上 的所有力的虚功之和为

将 占R 、 和 神 分别点乘式 (28 ) 两式后相加并对 乞求

和
,

利用式 (2 5 b ) 即得式 (2 6 )
.

原理 (26 ) 不涉及杆的本构关系
.

设杆服从线性

本构关系

`wD
一
艺 {(劫

p 、 + 厂△· + 了
灿)

·

、
:

十

(2 9 )

其中

度
,

(
△ R

、 x A 、 , ; + 。 g△
·

)
·

`
叫 ( 2 4 )

f犷
,

。 g 为主动力和力偶关于弧坐标
, 的集

lM = 川。 : 一 、 犷)

峨 = 侧 、 2 一 。号)

场 = 侧、 3 一 、 g ) {
厂 为侧面约束力关于弧坐标

,

式各项除以 △。 ,

并令 △、 、 0
,

记为

导出

的集度
.

将上

环马
,

简化后

式 中 A
,

B 为关于
x ,

夕轴的抗弯刚度
,

C 为关于
;

轴的抗扭刚度
; 、夕= 、 牙(s) 。 = 1

,

2
,

3 ) 为原始弯扭

度分量
.

用 。 ,
(乞= 1

,

2
,

3 ) 表示截面的 3 个 E u l e r 角
,

存在如下关系 [` 8 ]

二
一

办 af)
·

“ +

(嘿
+ e3 · 二 + m )G

cf
·

占二 + 。 .C 神 二 0

其中

·

占毋

(2 5 a
)

(2 5 b )

d 口公

d s a奋; 舞
一

舞一
(` 一 `

,

2
,

3 , (3 0 ,

式中波浪号表示相对主轴坐标系的导数
.

导出

:

艺
A , `

=
艺 f厂

一
艺 f犷

M 二
艺 b、 x A* ; ;

(邺
十 ` 又

M 、
·

\ d s /

d a T

d s a寸`

a`

a寸;

(乞 = 1
,

2
,

3 ) (3 1 )
,

仇 G

,

饥 C

一
艺 b ; 、 f 厂

一
艺 (b

、 x 了F)

a T

a q :

式 中 : 一

告[
、 (/

1

一 : )
2 + 。 ( /

2

一: )
2 + 。 (?

3

一 : )
2

」
碧)原

q̀3
了

l

,

GC石ùf
甘
尹
」

、、.才/

3eX

式 (25 b ) 为理想约束条件
,

对于 自由弹性杆 自然满

足
.

上述过程并非简单地将动力学普遍方程中的时

间变量替换成弧坐标
,

两者的不 同在于弧坐标既是

空间变量
,

按 iK cr h ho ff 动力学比拟
,

又充当
“

时间

变量
”

.

D
`
A l e m b e r t

一

L a g r a n g e 原理 受有理想双面约

束的 K icr h h o ff 杆平衡时
,

对满足理想约束条件 ( 2 5b )

的任意虚位移
,

有

、 舟一 (户+ 厂 )
.

*二 + (邺
+ 。 。 x F 十 。 ` 、

.

* , 一 。

(2 6 )

式 (26 )可以从平衡方程导出
.

微元体 从 的力和力矩

平衡方程为

为 吕
截面的弹性应变势能

.

记 。 F = e 3 x F
,

(26 ) 可表示为 E ul er
一

L ag
r
an ge 形式

叽
一 (户 + 厂 .) “ +

艺
乞二 1

。夏+ 。篡)
`。` 一

’

o

d a T

d s a奋,

a T
二 -一 +
口 q

z

式中 m夏= 。 F
·

口̀ / a么
,

m襄二 。 G
·

a ` /口宙 对于

不受主动力和侧面约束力作用的特殊情形
,

取虚位

移为平移
,

推知 F 在惯性空间中为常矢量
,

设与 心

轴平行
,

可写为

F = F (
s i n 吞 s i n 沪e : + s i n 沙 e o s 甲 e Z 十 e o s 口 e 3

) (3 3 )

存在关系

a公

A 、△p
,

十 了少△
, + f犷△

, = o

△ R
, x
人p 、 十 。 g△

, 十 。 F△
、 二 0 }

a寸、
(婴
、 f , 曰石

r =

聋 ( r

d q￡
、 (3 4 )

将 △ 、 去除上式
,

并令 △。

△ , 升 0 时的平衡微分方程

人户
, + f 牙十了牙= 0

丸
、 只
态 p ` + 。犷+ 。异

斗 0
,

导出微元体

(2 7 )

引进新函数

认 当
r = T 十 V (3 5 )

其中 V = 一 F
·

e 3
.

式 (32 ) 可写作

(乞= 1
,

2
,

… )
0 叽

_

子 f生丝
台

\ d s 口寸、

a r 。 \ _

而
+ m沃夕“叭 一 。 (3 6 )
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原理 ( 6 3)也可化作N i e ls en 形式 考虑到虚 角位移 匆、 的任意性和端 点坐标变分

“g ,
)
。 = 。 ,

(占g
、
)

, = ` 的独立性
,

从式 (4 3 ) 导出

、 .....、̀......少

、了̀
9Q J自1上

、 , 了0 1 。 口 1
. _ _ _

G 、 : _

2 暇下二丁 一 ` 认一
~

十 了 , L行`
1。甘

乞

于叮 \ o q艺 o q乞 ” /

口r a r

( 3 7 )

和 A p p e ll 形式 ( 44 )

甲 理竺
台 、 d认

a H + 。毓)
`: ; 一 0

( 3 8 )

晶(黝
一

器
一 0

(器
一

M 一 )
, _ 。 一 。 (、 -

(
一

器
+ M 一 )

。 _ ` 一 。

其中函数 H 定义为

二 一

告!
, (山

1 一 山: )
2 + ” (山

2 一 山“ ,
2十

C (山
3一 山g )

2
]+ [(。

x

M ) + (
e 3 x F ) ]

,

山

( 39 )

5 H a m i l t o n 原理和 H a m i l t o n 正则方程

将式 (26 ) 乘 ds 后对
S
沿杆长积分

,

化作积分

变分原理

关
`

二
d

一关
`
(M

·

`。 + f 二 : · +

一
` , )d一

( F
·

占二 + M
·

占必 )】
。

= o + ( F
·

占, + M
·

占必 ) }
,
二` = 0

(4 0 )

在忽略体积力和接触力的条件下
,

截面主矢为常矢

量
.

原理 (40 ) 化为

上述第 1 组方程是杆的 E u ler
一

L ag ar n ge 形式的平衡

微分方程
,

它等同于动力学中的第 2 类 L ag ar n ge 方

程
,

只要将 r 比作 Lag ar n ge 函数
,

即将弹性应变势

能 T 比作动能
,

F
·

e 3 比作势能
.

第 2
,

3 组方程是

弧坐标端面的边界条件
.

由此表明
,

式 (4 4 ) 中杆两

端力偶的虚功仅与边界条件相关
.

形式上可以把变

分问题 (4 2 )化为泛函

, 一

关
` r d·

( 4 5 )

在端点变分条件 (占。
*
)

, 一 。 = (占。
,
)

3一 ` = o “ = 1
,

2
,

3 )

下的驻值问题
.

称 S 为弹性杆的 H a m il ot n
作用量

,

则有
:

H a m ilt o n 原理 除端点外不受力作用 的弹性

杆的实际平衡状态与可能平衡状态的区别在于前者

使弹性杆的 H a m il ot n 作用量取驻值
,

即

占S = 0 ( 4 6 )

关
`

二 d

一关
`。M

·

。̀ 一 ` ( F 一 , ,d一

(M
·

占毋 )
,
一。 + (M

·

占毋)
,
一` = o (4 1 )

如果杆服从线性本构关系 ( 29 )
,

式 (4 1 )化为

(占厂 )d
s 一 (M

·

占毋)
, = 。 +

9习J刊卜连几
了̀
.

、

关
`

二 d

一关
(对

·

占毋)
: 一 ,

直接计算变分
,

注意到微分和变分的交换关系
,

(4 2 ) 化作 E u l e r一 L a g r a n g e 形式

关
`

二
d
一关

`

睿{}晶(器) a r0 1 1
. 、

下万-
}。 q￡佘d s +

O q
: J J

a r「、 , 一、 / 口 1 _ _

} 、 l
一

一 八1

L于洲 \ J咬`
一 )

占、

刁
, 一。 +

毛于 + 八丁
口 q￡

a r 公 ;

)
` 、 `

}
。 _ , 一 o (4 3 )

原理 (46 ) 即弹性力学中的最小势能原理
.

进一

步推知
,

稳定平衡位形使杆的总势能
,

即 H a m il ot n

作用量取极小值
.

引入正则变量
: 。`

,

p ; = a r / a奋
`
(艺= 1

,

2
,

3)
,

定

义 H a m i l t o n 函数

H (。
l ,

9 2 ,

9 3 ,

尹 1 ,

夕2 ,

尹3
) =

3

(誓
” 、“云一 厂

) I
。j 一 , ( q l ,q Z , 。 3 ,

一
) -

T 一 V (4 7 )

直接计算偏导数
,

导出

。￡一

纂
,

, 云一器
(̀ 一 `

,

2
,

3 , (̀ 8 ,

此即描述 K ir hc h o ff 杆平衡的 H a m ilt o n 正则方程
.

6 J o u r d a i n 变分与虚功率原理

在位形保持不变的前提下
,

约束所允许的
、

假想

的截面内一点的弧坐标速度 。 ` = d , *
/ds 的变更称

一

ō
3

艺=i1
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为虚速度
,

记为 占J 。 `
.

称 占, 为 K i r e h h o任杆的 J o u r -

da in 变分
.

此处的速度是指点的矢径相对弧坐标的

变化率
.

同一截面上不 同点的虚速度形成截面 的虚

弯扭度
.

定义 5 (截面虚弯扭度 ) 在保持截面位形的前

提下
,

约束所允许的
、

与弧坐标变化无关的
、

假想的

截面弯扭度的变更定义为虚弯扭度
,

记为 幻`
.

由式 (17 a) 导 出虚弯扭度为

果截面主矢 F 为常矢量
,

注意到式 (34 )
,

式 (55 )化

作

衅
一

自晶(
M
婴、
` , ( I芳 /

a公

a份、

口公
一 几交

·

下丁- +
口 q

z

e 3
) + ? 窦}

` J 。、 一 0
( 5 6 )

满足线性本构关系 (29 ) 时
,

式 (56 ) 化作 E u le r -

L ag ar n ge 形式

` L, 。 一
艺

。 。
:

` J 。、

云= 1

(4 9 ) 二
一

寥箫
-

a r 。 \ _

蔽
+ m毓)

” J q ` 一 。 (5 7 )

给定点的虚速度和虚弯扭度
,

存在如下关系
同理也可化作 iN el se n 形式和 A p eP n 形式

.

约束

为

占J R ` 一 占J 分+ 占J b ` ,

占J b` 一 占J

“ b` ( 50 ) 7

( 18 ) 和 (20 ) 加在虚弯扭度上的限制方程分别

G a u s s 变分与 G a u s s 原理
、

G a u s s

最小拘束原理

、

l
、.....r少

n
à

0=一一匀爪 二

幻从 =

鑫黔
如

睿绘城
( 5 1 )

作用在 认 上的所有力在虚速度上所作的虚功率衅
为

二
_ 。 _ / d八丁

叮 = 口 + f
一 )

`

“户 + 又万丁 + “ ” x

F + 。 `

)
·

` J `
(5 2 )

上式的推导中用到理想约束条件

在保持点的位形和弧坐标速度不变的前提下
,

约束所允许的
、

假想的截面内一点的弧坐标加速度
。 ` 二 d 。粼ds 的变更

,

称 为点的虚 加速度
,

记为

占。 。 、 ,

称 占。 为 G au
s s
变分

.

在 K i r e h h o ff 假定下
,

同一截面上不同点的虚加速度形成截面的虚角加速

度 占。 。
,

其中 。 二 d。 / d
s

.

定义 6 (截面虚角加速度 ) 在保持截面位形和弯

扭度的前提下
,

约束所允许的
、

与弧坐标变化无关

的
、

假想的截面角加速度变更定义为虚角加速度
,

记为 坛氏

由式 ( 17 a) 和角加速度的定义
,

角加速度的

G a u s S
变分为

f .c 匀亡 + 。 .C 幻。 = o
(5 3 )

( 58 )
J o u r d a i n 原理 受有理想双面约束的 K i r e h

-

ho ff 杆平衡时
,

对满足理想约束条件 (53 ) 的任意虚

速度
,

截面作用力的虚功率为零
,

即

百。 。 一
艺

` 、 、 `。奋*

坛= 1

衅
一 (户+

户
.

、 J * +
(华

+ 。 3 x

F + 。 G

)
·

` J ` 一 0
( 5 4 )

给定点的虚加速度和虚角加速度
,

存在如下关系

占。 R ` = 占。 于+ 占。 b
, ,

占。 b ` = 占。 。 火 b、 (5 9 )

约束 (18 )和 (20 ) 加在 E u le r
虚角加速度上的限制方

程分别为

、....、了....少

00==
可用 E u le r

角表示为

鲜
= (户十 cj )

幻* 、

自晶(M
乞= 1

( 60 )

M
.

织
+ F

.

(织
x 。 3

)
+ 。 。

.

织1、
J 。` 一 。

口g云 \ U q云 / U q乞
J

占c 夕` 二

占G h 、 二

睿舞城

睿黔
、

( 5 5 )

oJ ur da in 原理指出杆截面的实际平衡状态与位

置相同
,

但弯扭度不同的可能平衡状态 的区别
.

如

从 上的作用力与虚加速度的数量积 w去在理想约束

条件

了.c 沁补+ 。 .c 坛。 = o
(6 1 )
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下为

二
一 (* + rG)

·

* G* +

(嘿
+

一
F+ 。 G

)
·

`。 。 (6 2)

Ga uss原理 受有理想双面约束的 Ki c rh hoff

杆平衡时
,

对满足理想约束条件 (61 ) 的任意虚加速

度
,

有

8 平衡微分方程
、

首次积分以及微分弧段的

大曲率问题

对于 自由 K i cr h h o ff 杆
,

截面形心和姿态的虚位

移 占r 和 占毋 都是独立的
,

从式 (2 6 ) 导出 K i r hc h o ff

方程

d几f

d s

+ e 3 x F + 。 G = o
,

户 + f G = o

鲜
一 (户 +

户
.

, G *
+( 缪

+

一 、 Q S
从式 (3 2 )导出 L鳍

r
an g e

方程

e 3 x F + 。 G

)
·

`。 。 一 0 ( 63 ) + 二氛+ 。窦= 0 (̀ = 1
,

2
,

3 )

或用 E u le r
角表示为

d a T a T

d , a咬` a g `

户十 f G 二 o

( 69 )

( 7 o a
)

( 70 b )

叽 =( 户
+ 厂 )

占。于 ·

睿[晶(M a公

翌、
刁行

;
/

当 F 为常矢量时
,

由式 ( 3 6 ) 得

a寸、

。
.

织
+ r

.

(擎
x 。 3

、 + 。 。
.

李1、
。 。* -

O q￡ \ a q￡ / a q￡J

d a r a r

d 。 口寸; 口g 、
+ 二窦= o (̀ = 1

,

2
,

3 ) (7 1)

(6 4 )

畔 =( 户十 了马
·

沁杆

V r旦竺

分
\ 口J

:

a H 十 m
幻机

一 0
(6 5 )

同理从式 (3 7 ) 和 ( 3 8 ) 可导出 N i e l s e n
方程和 A p p e l l

方程
.

当杆处在约束条件 ( 1 5) 或 (2 0) 下
,

诸 匆
`
不

都独立
,

受到的约束是式 ( 19 ) 或 (21 )
.

从式 (3 2 ) 导

出带乘子的 L ag ar n ge 方程
:

几何约束下

G a u s S
原理指出了截面的实际平衡状态与位置

和弯扭度相同
,

但角加速度不同的可能平衡状态的

区别
.

定义 自由 K icr h h o ff 杆的拘束函数

d a T a T 。 。

不石万 一 于i万 + m万
,

+ 7n 篆+

u j u 任乞 u 丫 i

里不
、 险

1 、
粤(。 2

M3
一 。 3

场
一 凡 、 饥 l

)1
’ +

艺 L L 八 J

茗嚼
一 0

(落= 1
,

2
,

3 ) ( 72
a
)

1
_ _ _ _

_

丈 (山 3似 i 一 公 i 似 3 + 户 i + m Z )
廿

’

“ · 万 ·

曹喘
一 (、

= 4
,

5
,

6 ) (7 2b )

告
(。

1

、 一、 + m 3
){

2

} ( 6 6 )

m G
·

e , ,

本构关系为式 (2 9 )
·

非完整约束下

d a T 口T

d , a寸` 口g、

++23

+ m氢+ 。烹+

卜回L卜旧
J 一

一BCm

一一中
Z式

G a u ss 最小拘束原理
:

iK
r ch ho ff 杆的任一截面

随弧坐标的实际运动和位形与弯扭度相同
,

但角加

速度不同的可能运动比较
,

拘束函数在 G au ss 变分

下取驻值
,

即有

坛 Z = O

计算可能运动的拘束函数 Z
*

束函数 Z 之差
,

有

(6 7 )

与实际运动的拘

_ _ _ 1
。 _ _ 、

。 _
, .

沁 Z 二 艺
`
一 么 = 百四△“ 广 + 域么公 2广十

C (△山
3
)
2

」
> o

式中 △山` = 山才一 认
.

从而证明

束取极小值
.

( 68 )

实际运动对应的拘

曹
入·

会一
(乞一

,

2
,

3。 。73 a
)

_

飞鲜 口几
瓦 + 护 + 、

、

入、

拱
乙= 0 (落= 4

,

5
,

6 ) (7 3 b )
’

自
一

林

也可化作 N i e l s e n 或 A p p e l l 形式的方程
.

当 。复= o 时
,

式 (71 ) 与保守系统的 L ag ar n ge

方程形式完全相同

d a r a r
_

_ _

_ _ 、
_

、

云孟
一

孟
一 0 (̀ 一 `

,

2
,

3 ) ( 7 4 )

其首次积分和利用首次积分使原方程降阶的问题与

分析力学的积分理论完全等同
.
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( l )若 a r户 q、= 0
,

则存在
“

循环积分
” :

a r / a奋
、 二 c : ,

式中
c 、 为积分常数

.

其物理意义是

截面主矩关于 寸; 的分量守恒
.

(2 ) 若 a r / a
, = 0

,

则有
“

能量积分
” : T 一 V = .c

对于离散系统
,

平衡条件可用势能函数 V 表示

为 口V户 g
:

= 0
.

按 K i r e h h o ff 动力学比拟
,

对应于截

面保持原始弯扭度
,

即主矩为零
,

平衡条件为

建立了弹性细杆平衡 问题的 H a m ll ot n
原理和 H a m ll

-

ot n
正则方程

.

( 5 )从截面平衡的变分原理导出了受约束杆的带

乘子的 L ag ar n ge 方程
.

( 6 ) 杆中心线在微小弧段内的大 曲率现象可与

物体的碰撞相比拟
,

该微小弧段杆的平衡方程与物

体的碰撞方程形式相同
.

釜
三 0 (` 一 `

,

2
,

` ,
( 7 5 )

参 考 文 献

稳定条件为 凡 有极小值
.

由式 ( 3 3 ) 和 ( 7 5 ) 知
,

口 = n 7r (n 二 0
,

士 1
,

士 2
,

… )
.

当 n 为奇数时稳定
,

为

偶数时不稳定
,

即带原始扭率的直杆在轴向力作用

下受拉为不稳定
,

受压为稳定
.

此处的稳定性是指

关于弧坐标的 L y ap
u n

vo 稳定性
.

研究 iK cr h ho ff 杆变形后中心线存在尖点的情

形
.

这本质上是微分弧段内出现的大曲率问题
.

设

微分弧段的弧坐标分别为
, 和 , + △ 、 ,

将 d 。
乘式

(74 ) 并在
S 和 。 + △ ,

内积分

[
’ + “ “

阵丝
J

3
\ d s d份

:

口 1 \
下厂一 十 矶行 】d s
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撞方程
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提
,

但在微分弧段内式 (7 7 ) 对截面弯扭度突变的近

似描述是有效的
.

9 结 论

( l) 描述 自由弹性细杆位形需要截面形心和姿态

共 6 个广义坐标
,

由于存在一个非完整约束的矢量

方程使自由度减为 3
.

这个非完整约束是无需约束力

就能自动实现的伪非完整约束
.

(2 ) 在单个曲面约束下
,

弹性细杆的广义坐标数

和自由度分别减为 5 和 .2

(3 ) 讨论了 由离散系统分析力学理论移植 的

超细长弹性杆 平衡 问题的分析力学原理
.

建立 了
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L a g r a n g e
原理

、
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、

G a u s s

原理和 G au ss 最小拘束原理
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( 4 )根据 K ir e h h o ff 动力学 比拟
,

弹性细杆的最小

势能原理相似于离散系统动力学的 H a m il t on 原理
.
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