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摘要 研究了计入 P ie er ls
一

N a b ar or (P
一

N ) 力和固体茹性效应的一维金属杆在简谐外力扰动下的动力响应
,

其

位移波的运动规律是 S i n e 一G o r d o n (S G ) 型方程
.

采用集结坐标 (
e o ll e e t ive

e o o r d i n a t e ) 将方程的解设为未扰

系统呼吸子解的形式
,

研究扰动作用下
,

组成呼吸子的扭结
一

反扭结波的中心的分离
.

通过用集结坐标表示系

统的哈密顿量
,

从而将 S G 型方程转化为常微分方程组
.

分析了未扰系统的异宿轨道
,

并将之用于 M el in ko v

方法对系统进行分析
,

给出横截异宿点出现的必要条件
,

从而预测混沌运动的发生
.
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引 言

金属材料在动力加载过程中会产生两种力学效

应
,

即动力变形效应和热效应
.

金属材料在外力作

用下产生位错时会发生移动
,

这种情况称之为变形

效应
.

而热效应是 由于温度的上升
,

来源于材料 的

热量会产生内聚力效应
,

它也会引起变形
.

P ie er ls
-

Na b ar or( P
一

N ) 阻力 l[] 是位错运动的许多障垒中很基

本也很重要的一种
,

它们存在于变化了的晶格中
,

是

晶格对位错运动的抵抗
,

根据原子结构的周期性
,

位错一个距离 价所需的力也应该具有周期曲线 的特

征
,

所以 P
一

N 力可以写为
:

外 二 尸 is n 口功; 同时材

料中的能量会在位错运动中发生耗散
,

因此存在一

其中
`
为小量

,

此为受到微扰的 SG 型方程
,

本文将

从理论上分析由此方程所描述的金属杆 中位移波的

运动特征
.

个与载荷方向相反的耗散力
,

这个效应可

是固体的赫性行为
,

近似表示为
:

凡 二 黔
a 亡

’苟计

看作

这样

一维金属杆在受到随时间简谐变化的外力扰动作用

时的运动方程为 z[]

e o s
(。 t ) ( 1)

F一p
十人

亡、一PE 尸
.

沪此 = 一沪二 一 一 sl n 仁卢价少
P 尸

其中
,

E 为弹性模量
; p 为杆的密度

; 只 F 分别

为作用在单位体积金属杆上的 P
一

N 力和纵向外力的

幅值 ; 、 为外力的作用频率
; 苟为豁性系数

.

对方

程进行无量纲化后可以得到 同

在非线性固体力学领域
,

孤立子和混沌是两个

主要研究内容
.

S G 方程存在孤立子解
,

而受到

微扰的 SG 方程在不 同的扰动作用下分别会呈现出

周期运动
、

准周期运动
、

混沌运动等丰富的动力响

应 [’]
,

成为研究无穷维动力系统混沌吸引子的典型

模型
.

在加入扰动后难以得到其解析解
,

只能以各种

方法求其近似解 同
.

集结坐标法是近年来发展起来

的一种研究受微扰 S G 系统 的方法
,

可以研究扭结

波
、

呼吸子等初始波形在微扰作用下的演化规律
.

Q u int er 0[] 分析了无耗散和有耗散两种情况下
,

微小

简谐外力作用的 S G 系统
,

将解设为扭结波的形式
,

扭结中心的位置和速度作为系统的新变量
,

从而给

出孤立子中心的运动规律
,

因此称这种方法为集结

坐标法
.

凡
r i n a s h [7 ] 和 L a u r e n t [8 ] 利用集结坐标法

研究了位于常值力场中受到随时间简谐变化及准周

期变化的脉冲外力作用 的长 J os eP h so
n
结

,

将组成

呼吸子的扭结
一

反扭结中心的分离作为集结坐标 l0[
,

利用 M el in k vo 方法预测了系统混沌运动的出现
.

价,。 一 价
二二 + s i n 沪= 一 : a价, + : f e o s

(
、 亡) (2 )

本文研究计及 P
一

N 力和固体勃性效应的一维金

属杆在受到沿空间均匀分布
、

随时间简谐变化的外

力扰动的动力响应
,

采用集结坐标法将 S G 型方程

2 0 0 4 一0 4一 2 5 收到第 i 稿
,

2 0 0 5 一0 3一0 3 收到修改稿
.

i ) 国家自然科学基金 ( 1 0 17 2 0 6 3 )
,

山西省青年科学基金 (2 0 0 5 1 0 0 4 ) 和太原理工大学青年基金 ( 1 2 9 0 1 1 1 6 ) 资助项目
.
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转化为关于呼吸子的形状和动量的常微分方程组
,

并利用 M el in ko
v
方法对其进行定性分析

,

从而得到

系统出现横截异宿点的必要条件
,

以预测混沌运动

的发生
.

其中势能 V (X ) 和式中的 M (X ) 分别为

v (、 卜
2、 (二 ) t

a n h ,

f幸、
+ 8、 ( 1

-

\ Z / \

X

s i n h X

M x( ) 一

是+1[ 扁」
1 集结坐标法

将耗散函数用正则共辘变量表示为

受到微扰的 S G 型方程 (2 ) 的哈密顿量可以写 ` 。 尸 2

ZM (X )
( 10 )

1 f co
。 q

月 (` ) 一 百j
_ oo L价套+ 功; + “ (` 一 “ 0 5 叻) ]“

x -
由哈密顿量 ( s) 并考虑到耗散效应

,

可以得到受扰

系统的常微分方程组

、 ..产曰.土1上了̀吸、

、...、
.

了...少

鲁漂

· ,

一
`

龙
功d

一 0H + · H l
( 3 ,

X = fl (X
,

尸 ) =
a 0H
a尸

+ 6

系统的耗散效应 由耗散函数表示为

a H
i

a P

a H i

。 一

誓成。
·

(’)
P = 几 (X

,

尸 ) =
口0H
a X

一 ￡
万又

设受到微扰 的 S G 方程的解具有同未扰呼吸子相同

的形式
,

取呼吸子的包络轮廓为扭结
一

反扭结对

必(
x ,

t ) = 4 t a n 一 1 e k (一
`
) + 4 t a n 一 ` e 一 “ (

` + ` ) 一 2二 =

月 、 _ ,
f s i n h (k

:
) 1

任 L a l i 一

1了二下下二下
.

}
L C U S l l气凡苗 ) J

(5 )

其中
/ 为时间 t 的函数

,

对于单个的扭结或反扭结

波
,

d :
(t) / dt 二 c , C 为扭结或反扭结波的传播速度 ;

k 为 L or e nt z 因子
,

是表征呼吸频率的量
,

与呼吸子

振荡频率 、 。
之间的关系为

: 。 。 = ( 1 一 护 )
` / “

.

呼吸

子模态 由下式定义

k
s i n h [k : ( t ) l = 二

s i n (。 b t + 沪。 )
,

k 三 1 (6 )
山 b

将方程 ( 6 ) 代入式 ( 5 ) 即为未扰 S G 方程精确的呼吸

子解
.

定义呼吸子的集结坐标为 :0[] x 二 k2
:
(t)

,

它

能定性表示组成呼吸子的扭结
一

反扭结波中心的空

间分离
,

即呼吸子的宽度
.

根据集结坐标 的定义及

系统哈密顿量的表达式
,

采用文献 s[
,

10] 的思想
,

将

k 作为与时间无关的量
,

定义正则坐标

其中 R = 一 a Q / a 尸 = 一 : 。
习M (X ) 为耗散力

.

对于原偏微分方程 ( 2 )
,

当外力频率小于但接

近于 1 时会与低幅呼吸子空间结构发生共振
,

从而

可能出现复杂的非规则运动
.

呼吸子的能量为 E B =

16 l( 一 公若)
` / “

,

与呼吸频率有关
,

本文以 。 。 = .0 7 为

例
,

以获得低能呼吸子
,

外力频率取为 。 = .0 87
,

此方法完全可以用于其它参数值下受扰 S G 系统的

分析
.

利用四阶 R u n ge
一

K u t at 法积分未扰常微分方程

( 11) (
: = 0) 可以得到未扰常微分系统的相轨迹 (图 l)

,

不同的闭曲线分别对应不同的初始条件
,

如图所示
,

最外层的闭曲线为连接两不稳定平衡点 X
: 和 X

: 的

异宿轨道
,

同时还可以得到集结坐标 X 随时间的变

化
,

再由式 ( 5 ) 可知
:

沪(0
,

t ) = 4 t a n 一 l
l
s i n h (X / 2 )」

,

从而给出由未扰常微分系统得到 的金属杆中点位移

随时间的变化规律 (图 2 )
,

这是周期为 T 的周期运

动
,

此运动规律与呼吸频率为 2耐 T 的 S G 呼吸子在
x 二 0 点处最大位移随时间的变化完全符合

,

说明了

尸 一
攀(

1 +

凡 \

X
s i n h X

l in 一e o
br i t

)` ( 7 )

2 0

1 0

叭 0

l!远
.

--6
使得 (X

,

尸 ) 为正则共扼变量
.

考虑到未扰 SG 系统

为保守系统
,

则哈密顿量 (3 ) 中的未扰哈密顿量 0H
与哈密顿扰动项 H :

就可以用正则共辘变量表示为

、 一

湍
+ V (X ,

一
`

H
I

一警
尤 , C O

一
` {

一 4 一 2 0 2 4

X

X 2

气 ~一

6

(s) 图 1 未扰常微分系统 ( 1 1) 的相轨迹 (
。 = 0)

F ig
·

1 T h e p h a s e t r aj e C t o r y o f u n p e r t u r b e d o D E ( 1 1 ) (
。 = o )
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的类型
,

我们研究未扰情况下的非线性方程 (1 1) (
: =

0)
,

其线性系统在平衡点处的 J ac ob ia n
行列式为

x 二 x l (或 x Z )

P = 0

011234

一一一一

ǎ帕
ù

。à今

图 2 由未扰常微分方程 ( n ) 得到的杆中点最大位移随时间的变化

F ig
.

2 D i s p l ac
e m e n t

va
r y i n g w i t h

u n P e r t u r b e d O D E

t im e o b t a i n e d fr o m

( 1 1 )

集结坐标表示的常微分系统可以很好地近似原系统

(2 )
.

当受扰系统 ( 1 1) 的相轨迹出现不规则运动时
,

可以说明原偏微分系统的运动状态
.

2 M
e l n ik o v 分析

下面首先分析系统 ( 1 1) 在未扰情况下的势能
.

由式 ( 9 ) 可知势能曲线关于 X = 0 对称
,

如图

3 所示
,

此时 X , = 一 .5 3 70 7 和 瓜 = .5 3 70 7 为

势能极大值点
,

即不稳定平衡点
,

其势能极大值为

v( X :
) = v( 凡 ) = 16

.

9 72 8
.

为了判定这两个平衡点

得到 A 在两个不稳定平衡点处的特征值 为
:

士住 3 30 5
,

因此这两个平衡点都是双曲鞍点
.

设连接

两双曲鞍点的异宿轨道为 拭 t)
,

过图 1 的 X
I 和 凡

点
,

要找受扰系统 的稳定流形与不稳定流形的横截

异宿点
,

它的出现有可能导致混沌运动
.

利 用 M el in ko
v
方法对受扰系统 ( n ) 进行分

析 ll[ l
,

由式 (7 ) 并考虑到系统 ( n ) 在未扰情况下

(
: 二 0) 为哈密顿系统

,

则异宿轨道抓t) 的 M el in ko v

函数可以写为

州
·

卜
+cocoj

, (。 ) {警
, 。 。 S。 “ + ·

,一 印“ ,{
d` -

罕
(、 ·。 5。

一 ` S̀ n 。 ·
,一

J

迎
,

一一旱
一 5 0

X

其中起始时刻
二
为任意实数

,

当 M (动具有简单零

点时
,

系统会出现横截异宿点
,

即出现 Sm al e
马蹄变

换意义下的混沌
.

由于得不到式 ( 12 ) 中的 3 个积分

K
,

I
,

J 的解析解
,

我们转而对未扰系统的势能进行

分析
,

给出积分的数值结果 11 2〕
.

由方程 (s) 可知
,

未扰系统沿着连接双曲鞍点 X : 和 X
: 的异宿轨道

X (t) 二抓 t) 的哈密顿量为常数

8640826

ǎ次à洛

O 斗es

一 10

; X
Z

甲 ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~~ ,

5 1 0

二 一

擎
, 2 十 v 伽 )一

c o n s t ( 13 )

`

16
.

9 8

V (X
Z

)

式中 V沙 )如式 ( 9 )所示
,

则有

1 6
.

9 6

2

户
`
一 丽而了l

丫 (人 ` ) 一 F (p ) J

1 6
.

9 4
拭一 oo ) = X

: ,

抓+ oo ) = X Z
}

(“ ,

户(士 OO ) = O J

ǎ次à洛

1 6
.

9 2
这样 M le in ko

v 函数中的积分分别为

:=xjz:==xz/:==xj
5 X

2 6

X

(b )

图 3 未扰常微分系统的势能随 X 的变化曲线图 (图 3( b )为

图 3 (a) 在 X Z点处的局部放大图 )

F i g
.

3 P o t e nt i a l e n e r

盯
v s

.

X fo r u n p e r t u r b e d O D E s y s t em

(F i g
.

3 (b ) 15 t h e lo e a l am p li if e at io n i n X Z o f th e F ig
.

3 (
a
) )

s i n [、 艺沙 )」即

{ 2
、 /丁丹

一 ; }V (X i )一 V (P )! dP
VM (p )

` 、 二 ,

e o s
沙t (P )」即

( 15 )

去JK
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其中 I 和 K 中的 艺(川 由式 (1 4 )确定如下

祭
一

斌命
! V( X

l’ 一 v(” ,l

严 即
L
LP ) = I

—
_

, v _ / 乙
, _ _ , _ _

、

_ _ ,

一 ` “ U 、 / 二 ; 下
~

二【V (入 i ) 一 丫 (P )」
V 义Vj 甲 )

由式 ( 12 ) 可知
,

当阻尼系数 。 与外力幅值 f 的

比值满足

a / a 、 2 7T
_ _

了
圣 气了)

。
一 丽戈八 “ 0 5 山了 一 ` s `n 公丁 ) m

a 、 、 , 。 )

M行) 可能出现零值
.

当呼吸频率为 。 。 = 0
.

7

(a / f)
。

随外力频率的变化如图 4所示
,

由此可
,

横截异宿点的出现强烈依赖于外力频率
.

为了与

模态 的扭结
一

反扭结中心的空间分离的量作为系统

的新变量— 集结坐标
,

从而将受扰的偏微分系统

近似为常微分系统
.

常微分系统在未扰情况下与 S G

方程具有很好的一致性
,

可将此常微分系统用于研

究原系统 的运动规律
.

未扰常微分系统为哈密顿系

统
,

从而可以用 M el in ko
v
方法估测系统出现横截异

宿点的条件
.

M el in k vo 函数中沿着异宿轨道的函数

积分无法用解析的方法得出
,

本文通过分析其势能

函数
,

避免直接求解异宿轨道
.

最后给 出了系统出现

横截异宿点的阂值随外力频率的变化
,

可知横截异

宿点的出现强烈依赖于外力频率
,

从而得到受扰细

杆可能发生不规则运动的必要条件
,

将计算结果与

文献 【13 」中数值计算所得混沌发生的阑值相比较
,

考虑到横截异宿点的出现参数值低于 混沌吸引子出

现的参数值
,

故结果在定性上是合理的
.

时时知

B i s h o p [̀ 3 ] 文中的数值结果相比较
,

我们这里也将耗

散系数取为 。 = .0 04
,

得到
:

a/ f 三 1
.

99 9 8
,

出现横

截异宿点时外力所需满足的必要条件为
: f 七 0

.

02
.

文献 【13」中数值计算得到混沌发生的阑值为 : f =

0
.

07
,

本文结果与之有一定差别
,

事实上 M el in ko
v

方法判定的出现横截异宿点的闭值条件往往与真实

混沌反映的奇怪吸引子出现的阑值是有差别 的
,

后

者往往高于前者
,

故本文结果在定性上是合理的
.
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