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亏损系统模态优化控制 R icc at i 方程的

求解方法
` ,

陈宇东 陈塑寰 连华东
(吉林大学力学系

,

长春 1 3 0 0 2 5 )

摘要 讨论亏损重复特征值的 iR cc at i 方程的模态控制算法
.

由于亏损特征值的 J or d a n 块矩

阵的阶数 。 小于状态方程的阶数 、
,

即 。 《 。
,

所提出的模态控制算法可极大地减少计算工

作量
.

其中的数值例子说明了该方法的有效性
.

关键词 模态优化控制算法
,

iR cc at i 方程
,

亏损系统

引 言

在振动优化控制中
,

iR cc at i 方程起着重要作用
.

已经有许多方法用来求解 iR cc at i 方程
.

其中主要算法包括矩阵变换法 l[, 2 ]
,

特征向量法 睁 ,3]
,

S c h u r
方法 ll[ 和迭代法 [’]

.

矩阵变换法是

将问题变为 Zn 阶矩阵的求解; 特征向量法需求解 2。 阶矩阵的全部特征解
,

这对于复杂问题是

非常困难的
.

迭代法虽然比较简单
,

但其结果却与初值的选择有关
.

最近
,

文献 sl[ 提出了求解

iR cc iat 方程的块同时迭代算法
,

它既可以节省计算机的内存
,

也可以提高计算的效率
.

应当指出
,

上述有关优化控制的讨论都局限于非亏损系统的问题
,

然而
,

在工程实际问题

中
,

例如大阻尼系统
,

空气弹性的颤振分析等问题中
,

存在不完整的特征模态
,

即亏损系统 0[, 7 ]
.

因此有必要讨论亏损系统优化控制的 iR cc at i 方程求解方法
.

1 亏损系统模态控制 R icc at i 方程的求解算法

考虑系统控制状态方程
x (云) = A x (亡) + B Z (艺)

, (亡) = C X (云) } ( 1)

式中 A 为状态矩阵
,

x (t) 〔
_

R “ “ `
为状态向量

,

z (t) 为输入向量
,

斌 t) 〔 R “ “

B 任 R “ 又 1
和 C 任 R “ x “

为执行器的分布矩阵和传感器的分布矩阵
.

应用模态变换

工 (艺) = U苟(亡)

为输出向量
,

(2 )

方程 (l) 变为

}冬}
一

。; ; :…鹜卜}::}
· · (亡) ( 3 )

20 。于05 一 18 收到第一稿
,

20 0 1一0于16 收到修改稿
.

l) 国家 自然科学基金资助项目 (19 8 7 2 0 2 5)
.
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` 。 (! )

一
,

· 。

一 }

「咎」
- · · - `- (: ) · · · ” - - `· (: ) (4 )

L 、 d J

其中

( 5 )

入一l
月.

es
..

I.L

一一m
J

入。 +1

久。 + 2

(6 )一一九

在方程 (5 ) 中
,

我们假定入: = 入2 =
· ·

一 入m = 入为亏损的二重特征值
,

而其余的 久。 + 1 ,

入。 + 2 ,

…
,

瓜 是孤立特征值
,

相应的左
、

右模态矩阵为 V = 【v 饥
,

V
。 一
司

,

U 二 〔U 。
,

U
。 一
司龙。 和 若

d
为

相应的模态坐标
.

由方程 (3 ) 和 (4 )
,

我们得到模态控制方程

忿m = J 二曹。 + v 黑B
二 m ()t ( 7 )

看
d = 通己若己 + v 票m刀二己 (、 ) (s )

y 。 = C U 。 心。 (9 )

珑 = C U 。 一。氛 ( 10 )

方程 (7 ) 和 (8 ) 可写成

芍。 = J 苟饥 + p 。 二。 ( )t
,

芍d = 九乱 + 尸 d z 己
(约

, 。 = C 。若。
,

巩 = C 跨
d

( 11 )

( 1 2 )

式中

p 。 = v 票B
,

p
` = v 票。 B

C 。 = C U m ,

C d = C U
。 一。

( 1 3)

( 14 )

方程 (n ) 和 (12 ) 说明
,

状态方程 ( l) 已经被变换为两组模态坐标方程
,

其中第一组在亏损重

特征值的子空间
,

第二组在孤立特征值的子空间
.

虽然方程 (7 ) 仍是祸合的
,

但 J 。 的阶数为

二 x 饥
,

m 《 。
.

基于方程 ( 1 1) 的模态优化控制方程的求解显然比基于原状态方程的求解简单

得多
.

此时
,

就可以应用常用的优化控制算法
,

比如 P ot 七er 方法 z[]
.

在下面
,

我们将 P ot et :
方

法推广用来求解模态优化控制的 iR
c c at i 方程

.

目标是确定优化控制使如下模态二次性能指标为最小 s[]

J

一知
了)H · 苟·

+(t) 扩。
亡)Q ·若· +

翻帆
二一

a(t)t] ( 1 5 )
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因此
,

模态优化控制为

二。 (。) = 一丑豁p 天兀二 (。)亡。 ( t ) = G二右。 ( t )

式中模态增益矩阵 G 。 为

G 。 = 一 R汾尸盖兀。 (约

模态 iR cc at i 矩阵 (兀司。 x 。 满足 iR cc at i 方程

方。 (t) = 一Q仍 一 J霖兀仇 (t) 一冗。 (t) J 。 + 兀。 (t) 尸。 R汾尸乏兀。 (约 ( 18 )

如果 Q 、 几m ,

J 。 和 尸。 为常数
,

则模态 iR cc at i 矩阵 兀。 (t) 斗 兀。 = 常数
,

当 勺 一 co
,

此

时
,

方程 (18 ) 变为

一Q 。 一 J霖兀仍 一兀。 J 。 + 兀。 p 。

嵘
p 轰兀二 = o

( 1 9 )

如果 P ot et
r
方法用于求解方程 ( 19 )

,

我们必须求解如下特征问题
,

并取有正实部的特征值

r
J盖 : Q ·

1 [ “ ! [
`

!
_

} … … : … } }… }
一

}一 }
J `

L尸
m R豁尸。 : 一 J

。 、

」L F 」 L F 」

(2 0 )

模态 iR cc at i 矩阵方程 (19 ) 的稳定解为

万。 = 刀F 一 1

(2 1 )

方程 (20 ) 说明
,

仅需要计算 2。 对特征解
.

由方程 (21 )
,

我们得到模态增益矩阵

G二 = 一丑豁p 欺E F 一 `

(2 2 )

由方程 ( 1 6 )
,

优化模态反馈控制为

鲡 ()t = 一丑豁p 欺E F 一 `

氛 ()t = G 。氛 ()t (2 3 )

、 .了
、

,了4ó勺22
了.、了̀、
龟

将方程 (23 ) 代入方程 (7 )
,

我们可得到相应 。 个重特征值的闭环模态方程

毓 = J砖。 + v 级B鲡 ()t = (J 。 一 V欺B R汾p 轰E F 一 `

)氛

其相应的特征方程为
d et 夕。 一 V票B R采l

p轰E F 一 ’ 一 IP 」= o

由方程 ( 2 5 ) 可求出 。 个闭环特征值
.

应用广义模态的正交条件
,

相应的实际反馈控制为

z 。 (t) = 一丑豁尸乏E F 一 I V票
二 (t) (2 6 )
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如果 P t ote r、 方程用来处理优化控制方程 (s )
,

则需要求解如下特征值问题

「 “ : Q ·

{ [
E ·

1 「E ·

1
} … : … } l

一

二
·

I
一

}
·

{
J Z

Lp d R J
`尸己 : 一人 ] LF d J LF d 」

(2 7 )

式中九
,

Q 己 ,

R 己,

E 己 和 F 己 为与孤立特征值有关的相应符号
,

相应的 iR cc at i 方程的解为

兀 d = E尸尹 (2 8 )

相应的模态增益矩阵为
、 、

,
户、、尹0口09习gJ`

、了尸̀、

其优化模态反馈控制为

吼 = 一
巧

`尸万凡 F扩

Z d
(云) = G 己芍己

由方程 (s)
,

我们可得到相应的闭环模态方程

苟` = 九苟己十 P
d

G跨己 = (几 + P
d G d

)乱 ( 3 1 )

其相应的特征方程为
、恤.,ZL、.11勺自八O3CO

r

`
J

r
、

实际的反馈控制为

d e t 沁 + P
己

G
己 一 户I] = 0

z `
(t ) = G `

v 票。 x ( , )

在方程 ( l) 中的输入 Z ()t 为

z (。) = z 饥 (: ) + z 己 (、卜 ` 。 v 票x (t ) + e 己v 票。 x (才) = ( e o v黑+ G
`

v 票。 )x (t ) (3 4 )

2 数值算例

考虑一般阻尼矩阵系统
,

其状态矩阵为

一 4

.

8 28 4

一 1

0

2
.

8 2 8 4

一6

0

1

一 3 6

0

0

0

0

0

一 8 1

0

2

厂.les
es
.,1.1

一一A

其控制矩阵 B 为

B = ! 1 , 1 , 1
,

1〕T

A 有两对二重特征值

入i = 一 2
.

5 + 6
.

9 10 14 11
,

入2 = 一 2
.

5 一 6
.

9 10 1 4 11
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式中 ` 二 了万
.

,

其 J or d an 形矩阵为

f J I 0 1
J = l

一 _
l =

L 0 J Z
J …

右
、

左模态矩阵为

U

「 一 o
·

7 6 7 5 2 0

一
}
“

·

0 4 5 “ 2 6 一 0
·

2 6 5 7 4 2`

}
”

·

0 3 5 5器 + 。
·

0 9 8 “ 1 6 `

L一 0
.

0 8 2 0 7 8 + 0 0 2 3 1 5 0 1

0
.

5 6 5 1 30 一 0
.

2 5 5 1 6 1

一 0
.

2 6 5 74 2 一 0
.

72 3 78 3 1

一 0
.

0 8 8 4 9 2 一 0
.

0 9 1 0 3 3 1

一 0
.

0 5 3 7 0 6 + 0
.

04 5 1 4 5 1

一 0
.

76 7 5 2 0

0
.

0 4 5 2 2 6 + 0
.

2 6 5 74 2 1

0
.

0 3 5 5 3 3 一 0
.

0 9 8 2 1 6 1

一 0
.

0 8 2 0 78 一 0
.

0 2 3 1 50 1

0
.

5 6 5 1 3 0 + 0
.

2 5 5 1 6 1

一 0
.

2 6 5 74 2 + 0
.

7 2 3 78 3 1

一 0
.

0 8 8 4 9 2 十 0
.

0 9 1 0 3 31

一 0
.

0 5 3 7 0 6 一 0
.

0 4 5 1 4 5 1}
V

f
一 0

·

0 96 8 5 2

一
1

0
·

0 0 5 7 0 5 + 。
·

0 7 8 ` 5 ` 1

}
一 0

·

` 6` 374 + 0
·

4 4 6 0 4 7 `

L 0
.

8 3 8 7 0 0 + 0
.

2 3 6 5 5 3 1

一 0
.

0 1 0 0 3 0 + 0
.

1 3 0 2 2 4 1

一 0
,

0 80 8 5 9 一 0
.

0 0 0 3 7 5 1

0
.

7 8 8 2 7 0 + 0
.

3 5 5 8 1 3 1

一 1 6 4 6 8 2 + 0
.

4 4 8 6 7 5 1

一 0
.

0 9 6 8 5 2

0
.

0 0 5 7 0 5 一 0
.

0 78 8 5 1 1

一 0
.

1 6 1 3 7 4 一 0
.

4 4 6 0 4 7 1

0
.

83 8 7 00 一 0
.

2 3 6 5 5 3 1

一 0
.

0 1 0 0 3 0 一 0
.

1 3 0 2 2 4 1

一 0
.

0 8 0 8 5 9 + 0
.

0 0 0 3 7 5 1

0
.

7 8 8 270 一 0
,

3 5 5 8 1 3 1

一 1 6 4 6 8 2 一 0
.

4 4 8 6 75 1 }
在与 J :

相应的子空间中的控制矩阵为

尸。 1 = v 溉
I B =

0
.

8 3 8 7 0 0 一 0
.

2 3 6 5 5 3 1

一 0
.

18 4 3 9 5 一 0
.

1 74 6 3 2 1

P ot et r
方法要求解如下特征值问题

…
J

T

宁n l

二
,

尸。 I R就尸。
,

:

Q一 ! I
E门 「E l

l
} }… }

`

一

}… }
S

一 J 二 1

] LF I 」 LF I
J

r 1 0 1
_

r l

取 H一
, 一

l
。 ,

」
,

Q一 ` 一

1
0 R。 : = 1 ,

则有

…
一 2

.

5 + 6
.

9 1 0 1 4 1 1

0
.

7 5 9 3 75

一 0
.

1 1 3 3 4 2 5 + 0
.

1 9 0 0 8 3 1

0
.

0

一 2
.

5 + 6
.

9 1 0 1 4 1 1

一 0
.

1 1 3 3 4 2 5 + 0
.

1 9 0 0 8 3 1

0
.

0 6 4 4 9 7

1

0

2
.

5 一 6
.

9 1 0 1 4 1 1

0

一 1

2
.

5 一 6
.

9 1 0 1 4 1 1

{ [E
l

l 「E
l

l

}卜
二

!
一
卜

一

}
S

J LF ` J L尸 ` “

我们只取有正实部的特征值

= 2
.

5 6 3 3 6 0 一 6
,

7 7 1 24 9 1

= 2
.

4 5 6 6 7 0 一 6
.

9 9 6 9 1 51

sl凡

相应的模态矩阵为

一 0
.

0 6 8 0 4 7 + 0
.

0 0 0 00 0 1

0
.

0 0 1 4 4 6 + 0
.

0 0 1 7 2 5 1

一0
.

0 6 6 8 7 3 + 0
.

0 0 0 0 0 0 1

一0
.

0 0 5 53 0 一 0
.

0 13 10 8 1

一0
.

3 4 4 5 4 9 + 0
.

9 3 0 9 8 51

0
,

0 9 8 9 7 1 一 0
.

0 1 1 0 5 2 1

一0
.

3 3 1 4 7 2 十 0
.

9 30 0 2 0 1

一0
.

1 4 2 7 3 0 + 0
.

0 1 1 9 6 8 1
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模态 i Rcc t ai 矩阵的稳态解为

兀耐 =EI F 护 =
0

.

0 23 3 57 + 0
.

0 6 4 09 81

一 0
.

0 0 3 6 4 5+ 0
,

00 2 9 2 51

一 0
.

0 0 3 6 2 4 十 0
.

0 0 3 0 2 9 1

0
,

0 2 2 6 18 + 0
.

0 6 3 6 6 71

相应的模态增益为

G 。 : = 一几敲p 轰
1
兀饥

1 = 卜0
.

0 0 4 5 7 3 一 。
,

0 5 5 12 3 1
, 0

.

0 1 9 04 5 + o
.

o o 6 e i o 6 i l

优化模态控制为

Z 。 ,
(云) = G o l若。 ,

(亡) = 〔一 o
·

0 0 4 5 7 3 一 0
·

0 58 1 2 3 1
,

0
.

0 1 9 0 4 5 + 0 0 0 6 1 0 61]若二
1
(̀ )

根据方程 (25 ) 可以求出闭环的特征值为

P i == 一 2
.

5 6 3 3 6 0 + 6
.

7 7 1 24 9 1

P Z 二 一 2
,

4 56 6 7 0 + 6
.

9 9 6 9 1 5 1

利用上述相似的计算可得到相应于第二 J or d an 块的优化模态控制为

Z m Z

(亡) = G o Z
苟二

2
(云) = 卜O

·

0 0 4 5 7 3 + 0
·

0 58 12 3 1
,

o
·

0 1 9 0 4 5 一 0
.

0 0 6 10 6 11疙。
2

(艺)

相应的闭环特征值为

P 3 == 一 2
.

5 6 3 3 6 0 一 6
.

7 7 1 2 4 9 1

P 4 “ 一 2
,

4 5 6 6 70 一 6 99 6 9 1 5 1

3 结 语

本文针对亏损重特征值系统
,

提出了在广义模态子空间中的优化模态控制 iR cc at i 方程的

求解方法
,

它具有计算简单的优点
.

数值例子的结果表明
,

优化控制的结果可使亏损系统变为

非亏损系统
,

动态特性由病态变为 良态
,

即原系统二对二重亏损特征值变为二对有负实部的共

扼复根
.

参 考 文 献

1 L a u b A J
.

A S e h u r o e t h o d fo r s o vl i n g a 1g e b r a ie R ie e at i e q u a t i o n s
.

2刀刀丑 ,卜“ 、 , ,
1 9 6 8

,
A C

一
2 4 (6 )

: 9 13 、 9 2 1

2 p o t t e r J E
.

M at r ix q u a d r at i e s o l u 七io n s
.

召工八M oJ 二二
a l of A即聪

e d M
a ht e o a t￡e s ,

1 9 6 6
,

1 4 (3 )
: 4 9 6 、 5 0 1

3 K
aw ke

r n a a k H
,

S iva
n R

.

L in e a r o p t i m a l C o
nt

r o l s y s t组
s

.

N ew OY 改
: 认弓l ek

,
19 7 2

4 K l e i m a n D L
·

o n a n i t e r at iv e 七e
hc n iq u e fo r

iR
e e at i e q u at io n e o l l l p u t a t i o n

.

工召召召 ,
r

u o s ,
1 9 6 8

,

A C
一

1 3 (1 )
:

1 1 4 、 1 1 5

5 、么0 G F
,

C h e n S H
.

A b lo
ck i t e r at i ve

a 」g o r i t h m o f t h e e o
nt inu

o u s

凡
e e at i e q u at i o n in t h e o P t im al

s h即
e e o

nt
r o l

.

OC m p , 亡e二
材

e亡h o
ds 云。 A即沉

e d M
e e h a 牡云e s a o d E ” g`。 e e r ,几夕,

2 0 0 0
,

18 7 : 1 7 3 、 15 0

6 X
u T

,
C h e n S H

.

eP
r t u r b at io n s e n s i t iv i七y o f g e n e r a li z e d m o d e s o f d e fe e t ive

s
邓 t e m s

.

OC m尸肠云己” 叩 d s t r . e如爬 s,

1 9 9 4
,

5 2 ( 2 )
: 1 3 7 7、 1 3 8 0

7 陈塑寰
.

结构动态设计的矩阵摄动理论
.

北京
:

科学出版社
,

19 9 9 (C h e n S H
.

M at r ix p e rt u r b at i o n T h “ o
即 i n S t r u ct u r a l

D y n

am ie
D

e s ig n
.

B e
ij i n g : S e i en

e e P esr
s ,

1 9 9 9 ( i n C h in e o e

) )
8 M

e i r o v it e h L
.

D y n a m ie s a n d C o
nt

r o l
.

N ew 、气〕r k :

W il e k
,

1 9 9 0



7 20 力 学 学 报 0 20 1年 第 3 3 卷

人 I OD A L OP T I人压 A L C O NT R OL A L G O RI T H五 4 O F

T H E RI C C A T I E Q U A T I O NS F O R

D E FE C T I VE S Y S T E M S I)

C h e nYI」 d o

ng Che nS uhu a n L ia nH u a d o

ng
( D
召 p a r白 7` 。 , 忿 of M

e e
h

a 、 ` e。 ,

几酝。 琉初。。 `饥 hC
a 。 夕e h。 。 1 3 0 0 2 5

,

hC `。 a)

A b s t r
ac t T h i s s t u d y P r e s e n t s a

m
o d a l o P t i m al e o nt r o l a l g o r i t h m fo r s o l v ign t he iR

e e a t i e

qu
a t i o ns

i n t he g e

ner al i: e d mo d al s

ub 8P ac e e o r r e s p o

dn ign t o
de fe ct i v e r e P e

at
e d e i g e x vl a l u e s

.

T h e d is cus
s io ns

o n v i b r a t i o n o P t im al e o nt r o l m a i n ly ivno lve t h e e ig e

vne
e t o r s t o s P an t he

e i g e ns P a e e
.

H ow
e

ver
,

i n

e

llg i n e e ir gn P r o b l e
m

s , s u hc as ge n e r al d a m P ign
s y s t e

m
s ,

fl u t t e r a n al y s i s o f a e r o e las t i e e i t y, t he
s y s -

t e m w h ihc 15 e al le d de fe e t iv e s y s tem l l a s

on t a s眺 of e 0 l i 1 P let
e e

ige ven
e t o r s t o

印叭 七he
e ige sn P ac e

.

T ih s P aP
e r of e us e s o n t h e e a s e o f d efe

e t ive s ys t e
m

s w i t h r
eP

e at e d e

ige van l u e s
.

B y u s i n g m o d a l

t r a n s of r
m

a t i o n , t h e s t a t e e o nt r o l e q u at io n e a n b e t r a n s fe r r e d int o t wo
s e t s of m

o d a l e o llt r o l e

qu --a

t io sn
.

T h e if r s t 15 i n 七he
s

ub 8P ac e e o r r e s P o

dn ign t o
de fe ct i v e r e P e

at
e d e】g e n v a l u es

,

T he
s e e o n d 15

i n t h e s u b s p a e e e o r r e s p o n d ign t o d i s t i n e t e i g e

van lu e s
.

卜

T h e s o l u t i o n b韶e d o n t h e
m

o d al e o nt r o l

e q u a t i o n s 15 s i n 1P l e r t h a n t h a t o f t h e o r ig i n a l s t战 e e o nt r o l e

卿就 io n s
.

T h e P ot t e r , 5 a lg o
irt h m 15

e X t en de d t o d e al w it h t he
O P t im al e o nt r o l b asj e d o n t he m

o d al e o llt r o l e

qu 战 io sn e o r r e s P o n id gn t o

d e fe e t ive r
eP

e at e d e ige van l u e s
.

A un m
e r i e a l e x a m P l e 15 ig ve n t o i l lus 七r

at
e t h e a P P l i e

at i o n o f t he

P r e s e机 P r o e e d itr e
.

T h e

un m e r i e al r e s u l t s s h ow t h at t h e P r e s e nt P r o e e d u r e 15 e
ffe

e t ive for d e al i n g

w it h t he
o tP im al co m r o l P r

ob le m
o f d e fe ct ive s ys t e

ms
.

K e y mo d al oP t im al e o nt r o l al g o r it h l n ,

iR
e e

at i e

qu at ion
,

d e
ffe ct ive

s y s七
em

s

R￡ e e ive d 1 8 M ay 2 0 0 0
,

er v i s e d 1 6 M
a r

hc 2 0 0 1
.

1 ) T h e p or j
e e七 s u p p or t e d by t h e N助 io n al N a七ur al s ice

n ce oF u n d at io n of C h i n a

(1 9 8 7 2 0 2 8 )
.


