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摘要 在以前工作的基础上将广义极小残差 (G e n e r a l iz e d M i n i
mu m R E S i d u a l (G M R E S ) ) 算

法发展到用于求解二维可压 F减v ier 平均 N va i er
一

tS
o ke s 方程组

.

控制方程经 N e w ot n 线化处

理后构成近似的线性系统
,

然后采用分别祸合了 L U S G S 和 IL U 两种预处理矩阵的 G M R E S

算法求解
.

S p a lart
一

A n m ar as 湍流模型被用来封闭流体控制方程组
,

采用与流体控制方程非

祸合的方式
,

使用 L U SG S 方法求解
.

对 G M R E S 算法中矩阵
一

向量的乘积采用了有限插分

方法
,

从而避免了精确的左端系数矩阵的计算和存储
.

对预处理矩阵的两种使用方法 (左预处

理和右预处理 ) 进行了分析和讨论
.

用两个算例对 L U S G S 和 IL U 两种预处理矩阵进行了比

较
,

同时探讨了左预处理和右预处理各自的优缺点
.

通过对 S aj be n 扩压器和 N A C A 0 0 12 有

攻角流动的计算
,

表明带有预处理的 G M R E S 算法在二维定常跨音砧性流动计算中相比于得

到广泛应用的 D D A D I 方法具有很大优势
,

左预处理要优于右预处理
.

关键词 N va i er
一

S ot ke
s

方程
,

广义极小残差算法
,

预处理
,

L U S G S 预处理
,

IL U 预处理

引 言

近二十年来计算机的发展以及人们对求解复杂流动的需求使得计算流体力学得到了长足进

展
.

其中
,

对流场的求解效率一直是人们所关注的问题
.

一种特别成功的算法是 N e w t on 迭代
,

它具有平方敛速 l[]
,

大大优于其它标准的线性敛速的方法
.

对由 N e w七o n 迭代所形成的线性方

程组的求解方法基本上有三类
:

直接解法
、

迭代方法和共扼梯度法
.

其中最有吸引力的是共扼

梯度法
.

这类方法不需要求解左端系数矩阵的逆
,

并且在精确求解时只需 N 步就可得到方程

的解 (N 为方程的数 目)
,

所以在节省内存的同时
,

又有很高的效率
.

共扼梯度法中
,

比较有代

表性的有
:

s o n n e ve ld 的共扼梯度平方 (C
o nj u g a t e G r

ad ie nt S明
a r e d (C G s ) ) 算法 [2 ] ; S a a d 和

s c h u l t z 的广义极小残差 (G e n e r al i z e d M i n i
mu m RE S i d u a l ( G M R E s ) ) 算法 13 ]等

,

并在流体计算

中得到了广泛的应用
.

对于 G M R E s 算法
,

s aa d 和 S c h u ltz la] 提出了用于非对称线性系统的求

解格式
.

之后
,

ve n ka t ak isr h n an 将 G M R E s 算法应用于可压缩 N va le r 一 s ot ke s
方程的求解 映

jA m an i 等将 G M R E s 算法应用于二维 N va ier
一

s ot ke s
方程的求解 ls]

,

并对算法的 K yr lvo 子空间

的数 目进行了优化 ; iN d se n 和 A n d er so n 将 G M R E S 算法应用于非结构网格三维 E ul er 方程

的求解 0[]
,

并讨论了矩阵
一

向量乘积的精确解法和有限插分法 ; H on g 等将 G M R E S 算法应用

于非结构网格三维 E ul e :
方程及 N va ier

一

s ot ke s
方程的求解 v[]

.

本文作者在早期工作中 s[]
,

采用

G M R E s 算法求解了 E ul er 方程
,

并且对 L U S G S 和 IL U 两种预处理矩阵进行了比较
.

本文进

一步将 G M R E S 算法发展为用于求解二维可压 F va er 平均 N va le 卜 S ot ke s
方程

,

并且对左预处理

和右预处理进行了分析
,

同时对 L U S G S 和 IL U 两种预处理矩阵进行了比较
.

S aP lar t
一

lA lm ar as

20 0于03 一 5 收到第一稿
,

20 0 0 - 0 8一4 收到修改稿
.

l) 国家自然科学基金资助项目 (5 9 5 2 5 6 1 2 )
.
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湍流模型 [0 ]被用来封闭流体控制方程组
,

采用与流体控制方程非藕合的方式
,

使用 L U S G S 方

法求解
.

经过对二维 N va le 卜 tS o ke s
方程的求解的对比计算

,

表明 G M R E S 算法在湍流流场计

算中
,

在相当程度上仍然保持了它在求解无勃流场时的效率
.

从计算结果中还可以看到
,

左预

处理要优于右预处理
,

G M R E s 算法中采用基于左预处理的两种预处理矩阵基本上有相同的效

果
.

1 控制方程的离散

L l 空间离散

采用有限体积方法对控制方程进行空间离散后成为

刀 )
` ,

, + (户
`+ 1 22 ,

, 一 户
, +̀ 1 22 ,

, ) 一 (户
`一 l / 2 ,

, 一 户
, `一 1 / 2 ,

, )+

(台
` ,

,+ l / 2 一 心
。 ` ,

, + 1 22
) 一 (台

` ,

,一 l / 2 一 口
, ` ,

,一 1 / 2

) = o ( i )

其中
,

u 为守恒变量 ; 口 为控制单元面积 ; 户
,

夕
。 ,

台
,

台
,

分别为广义坐标系下 石
,

。 方向上的

对流通量和扩散通量
.

在本文中
,

扩散通量采用中心差分进行离散
,

而对流数值通量的求解采

用 oR
e
的通量差分分裂 (F D s) 格式 l0[ ]

“ + 1 / 2 ,

, 一

告[̀ (u ;
) + ` (U丑 )一“ (u : ,

U R ) : (u
R 一 U : 刀

(2 )

其中
,

u : ,

u 。 分别为单元表面 “ + 1 / 2
,

j) 左右两边的守恒变量
; 元(u

二 ,

u 习 为满足 u 特

性的 oR
e
平均 J ac o hi 系数矩阵

.

为了获得空间的高阶精度
,

单元表面左右两边的流场变量用

M u s c L 公式求取
,

并采用 Va
n lA b ad

a
限制器来防止解在激波附近的过冲或过膨胀

.

另外
,

为

满足嫡条件
,

采用 H ar t an 的嫡修正方法
.

L Z 时间离散

采用 E ul er 后差隐式时间离散方法
,

则 ( l) 式成为

(知
一

豁)
·

树
一

鱿 (3 )

其中上标代表时间层
,

占u = u “ +1 一 u ” ,

I 为单位矩阵
,

介 为残差向量

兔
,

,

一 (户
`+ 1 / 2 ,

厂 户
, `+ : 22 ,

, ) + (户
`一 1 / 2 ,

厂 户
, `一 1 / 2 ,

, ) 一 (心
` ,

, + l / 2 一台
。 ` ,

, + 1 / 2

)+

(台
` ,

,一 1 / 2 一 亡
。 、 ,

,一 l / 2

) (4 )

关于残差向量的 J ac ob ia n 矩阵可以写为

”介二
, _

a U

。 (户异
1 / 2 ,

, 一 户次
十 1 /2

,

,
)

a U

a (户几
, , 。 `

一户几
_ , ,。 `

、
. 、 . 一 ` I ` , J F .

一 ` I ` , J l

州卜

一
-一 一~

一 - 下二只二- - - - - - - - - - 一
口 U

a (台梦
; , , ,。 一台几

` 土 、 , 。

、
、 ` , J 门r 占 , ` 护

. , J 门r ` , 召 , .

- - - - - - - - - - - - , 二二二
,

一
钊~ 一-

-一
气尸

口U

a (。二
,一 l / 2 一 。岌

,

,一 l /2 )
a U

(5 )

对于每个控制单元
,

都可写出如 ( 3 ) 式的控制方程
,

写为如下矩阵方程组的形式

A
·

X = B

将这些控制方程组合在一起
,

则可以

(6 )
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其中
,

A 为 N x N 阶系数矩阵
,

这里 N 为计算域中的控制单元数
.

对于二维问题
,

矩阵 A 中

每一个元素都是一个 4 x 4 阶矩阵
.

x 为解向量 陌U l ,

占U Z ,

…
,

占U N 一 l ,

占U司
,

B 为残差向量

!立
l ,

充
2 ,

…
,

介N 一 1 ,

立司
.

对于每个时间步
,

方程 a( ) 的左端系数矩阵以及右端的残差向量都为

已知
,

即 A 和 B 都已知
,

所以方程组 (6 ) 成为一个线性系统
.

2 G M R E S 算法

G M R E S 算法是以 G al e kr in 原理为基础的一种算法
.

对于方程组 ( 6 )
,

G M R E S 算法为以下

过程 s1[ :

( l) 给定线性系统 (6 )解的初始猜值 x
。 ,

然后计算

、 .产
、

、产
、、.产

7
ùXù9

了..、亨了̀、了̀、

均 = B 一 A
·

X
o

气 = M扩
·

B

r 1

公 , 二二
门

二 ~ ~一 , ,

l! r l ll

(2 ) m = 1
,

2
,

…
,

k 迭代

。 = M扩
·

.A M扩
h ` ,

。 = (。
, 。 :

)
,

l =

·

U爪

1 , 2
,

…
,

m

( 1 0 )

( 1 1)

、

、产
、 .,产、 .,产

O自nJ41几. .上1工
了̀,、了̀吸、声J.几、` 。 + 1 一 tD 一

艺 h `
,

。 。 `

l = 1

h。 + i ,

。 = }}彩。 + 川

” 爪+ 1 =
” 仍+ 1

h。 + i ,

。

如果嗯
n }}口

·

e ; 一万m酬加 三占
,

则结束迭代
.

(3 ) 求方程 (6 ) 的近似解

x 、 = 对元
`

·

( x
。 + V 、 , *

) ( 1 5 )

甘 k 为以下函数的极小值

J ( , ) = 11口
·

e l 一 H 、 , 11 ( 1 6 )

首先说明 G M R E S 算法过程中各符号的含义
.

, 。 , , 1 ,
。 。 (。 = 1

,

的 和 。 是 4 N 阶向量
.

M
L 和 M

R 分别为左
、

右预处理矩阵
.

日
·

!! 为向量的 L
一

2 模
,

(。
1 ,

哟 ) 为向量的内积
.

(1 5 )

式中 V *
是由列向量 。 。 (二 二 1

,

劝 构成的 k x 4 N 阶矩阵
,

, 为 k 阶向量
.

在 ( 16 ) 式中
,

刀

为初始残差的 L
一

2 模 口三 1}
: 。

}}; e l
为 (k + l)

x
( k + l) 单位矩阵的第一列

,

即 【1
,

0
,

o
,

…
,

0
,

0」
T ;

万、 为一个上 H es se bn er g 矩阵加一行向量
,

此行向量唯一的非零元素为 h奸
l ,

*
,

位于 (k + 1
,

劝
.

在 (10 ) 式中需要求解系数矩阵与向量的乘积 A
·

。
.

实际上
,

由于数值通量计算的复杂性
,

方程 ( 6 ) 左端的系数矩阵相当复杂或不可求
.

在本文中
,

采用 了一种不需要给出精确的系数矩

阵 A 的矩阵
一

向量乘积的差分近似方法 e[]

R ( U + ` ” ) 一 R ( U )
A U 三

—
已

( 17 )
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其中 R(U + :
司 为守恒变量 U 加上小扰动量后的残差向量

,

这里
`
为一个代数值

.

在文献 l0[

中指出
,

采用如下对
`
的定义

,

用 (17 ) 式计算矩阵
一

向量乘积与精确计算其乘积的效果基本相

同
` 百 三 作m

a e h ; n e

( 18 )

其中
: m ac hi n 。

是由硬件决定的所谓
“

机器零
” ,

在本文中取为 1 0一 1 4
.

石 为向量 。 中元素的均方根

值
.

3 预处理

对于形如方程组 (6 ) 的系统
,

如果左端系数矩阵的条件数较大
,

方程组是病态的
,

则 G M R E s

算法将没有高速收敛的特性
.

要有高的效率
,

必须对方程组 (6 )采用适当的预处理方法
.

如果采用左预处理
,

设预处理矩阵为 M
L ,

在系统 (6 ) 的左右两端分别乘以预处理矩阵的

逆矩阵 M云
l ,

成为

M扩A
·

x = M扩B 份 又
·

x = 且 (l 9 )

求解系统 ( 6 ) 现在改为求解左预处理后的系统 ( 1 9 )
.

这时
,

G M R E S 计算过程 ( 7 )、 (1 5 ) 式中的

右预处理矩阵 M
R 相应地取为单位矩阵

.

如果采用右预处理
,

设预处理矩阵为 M
R

,

可以将系统 (6 ) 改写为

(.A M )IR
·

(M R’ x)
= B 。 又

·

牙 二 B (z0 )

求解系统 ( 6 ) 现在改为求解右预处理后的系统 (20 )
.

这时
,

G M R E S 计算过程 ( 7 )、 (15 ) 式中的

左预处理矩阵 M
L 相应地取为单位矩阵

.

在本质上
,

左预处理和右预处理是相同的
,

只是左预处理会改变线性系统残差向量的值
,

从而对 G M R E S 内迭代的收敛过程产生影响
.

在实际应用中
,

M
一 l
并不直接求解

.

实际上
,

M
一 `
与一个向量 之的乘积与求解如下方

程组

M之 = 之 (2 1)

是等价的
.

如果预处理矩阵 M 对改善系统 (6 ) 的性态有较大作用
,

并且方程组 (21 ) 的可解性

较好
,

则此预处理就有可能可以使用在 G M R E S 算法中
,

大大提高 G M R E S 算法的效率
.

下面将介绍本文所使用的预处理矩阵
.

将方程 (5 ) 中的对流数值通量简化为一阶空间精度 (方程 (a) 右端的残差向量中的数值通

量仍采用高阶精度求解 )
,

以 户界
1 / 2 ,

, 为例
,

则有

`乳
: / 2 ,

, 一

告[̀ 芝
, + `乳

1 ,

, 一 A (U
` ,

,
,

U `+ 1 ,

, ) .
“

·

(U `+ 1 ,

, 一 U `
,

, ,
“

] ( 2 2)

其中
,

上标 n 代表时间层
.

将上式代入到 ( 5 ) 式中
,

可以得到无勃通量的 J ac ob ia n 矩阵
.

关于扩散通量的 J ac o ib an 矩阵
,

在许多隐式格式中
,

都将它简化为一个主对角矩阵
,

以提

高格式的稳定性
.

但是计算表明
,

这种方法应用在 G M R E S 算法中时
,

会降低算法的效率
.

所

以其 J ac o
hi

a n 矩阵需要根据扩散通量的离散形式具体进行求解
.

最后将 (5 ) 式代入到方程 ( 3 ) 的左端系数矩阵中
,

求解左端系数矩阵
,

略去中间推导过程
,

可得如下五对角矩阵

M = [A
i ,

O
,

…
, o

,

A
Z ,

A
3 ,

A
4 , 0 ,

…
, o ,

A
6

1 ( 2 3 )
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各对角线上的元素分别为

1
, 。 侧 L 、

甲
;

1
,

二 二 L 、

二 L

a `

一 万LA
`一 ` ,

, 一 A
` _

工
.

、 ) + A执一 ` /,
,

,
, “ 2

一万L万
` ,

j 一 ` 一 万` ,

,一 ` / ,
) + 万

护` ,

, 一 ` /,

2
-

众
、 _ 1

a 久 =
- -二 2二 1 一 ,

△ t Z
(A ;+ 1 / 2 ,

J

~ R

A 之
,
仍

;

扣

一 占 l ` , J

二 云 L
.

_ 云 R 八 _
`

~ 落, 7 + l / 2 ~ 乞,7 一 1 / Z j

~ R

(2 4 )

又岌
+ 1 / 2 ,j

a 4 一

告(“
,

,十 l

~ R 竺 L

+ A
, `一 i / 2 ,

J 一 刀
。 ` ,

J + i / 2 + B
。 ` ,

J 一 i / 2

升 R 、 升 R l / ’̂ ; R 、 飞 R

一 。 ` ,

,+ 1 / 2 ) 一 。 。 ` ,

j + 1 / 2 , 。 5 = 百L八`+ l ,

j 一 八`+ 1 / 2 ,

, ) 一 八
。 `+ 1 / 2 ,

j

其中 入
` ,

, 和 方
` ,

, 分别为广义坐标系下 若方向和 。 方向无勃通量的 J ac ob ian 矩阵 ;

和 云之爪
1 / 2
分别为 ; 方向和 。 方向扩散通量的 aJ co ib an 矩阵 ; 互黑

2 ,

, 和 云状
1 /2

若方向和 刀方向单元表面 F D S 无豁数值通量中人工耗散部分的 J ac ob ian 矩阵

欲至
1

z/,j

则分别为

、 .刃产、 、产口
一勺6q自q山2

..、刃口了、、

、 ..气̀.少、 ..、叮..夕
A
￡+ i /2

,

J

R

云+ 1 / 2 ,

J

= a 【!A }

= 0l[ 川

L

` ,

j + 1 / 2 一

~ R 一
B 、 ,

j + 、 / 2 一

0l[ 旬
a [l云 I

(U `+ l ,

, 一 U
` ,

j )」/ a U
` ,

j

(U许 1 ,

, 一 U ` ,

j )」/ a U
`+ 1 ,

j

( U
` ,

, + 1 一 U
` ,

, )」/a U
` ,

,

(U ` , , + 1 一 U ` ,

, )1/口U ` ,

, + 1

其中各式右端中的 元和云分别为 ; 方向和 。方向上的 oR
。
平均矩阵

.

对于 又怂
2 ,

, 和 云状
1 / 2 ,

可以根据 F D S 数值通量的求解公式采用链式法则进行求解
.

为使系统 (21 ) 容易求解
,

还需要对矩阵 M 做进一步的近似
.

本文在以构造成的左端系数

矩阵 M 的基础上
,

采用了以下两种不同的预处理矩阵
.

(1 ) L U S G S 预处理矩阵

将矩阵 (23 ) 分解为 M 二 L + 刀 + U
,

其中 L 为不包含主对角元素的下三角阵 ; 刀 为对

角阵 ; U 为不包含主对角元素的上三角阵
.

然后对矩阵进行如下因子化

M = (L + 刀 ) 刀
一 1

·

(刀 + u ) ( 2 7 )

将它作为预处理矩阵
,

则方程组 (21 ) 的求解可由两步完成

( L + D )
·

(刀 + U )
·

与 J a
m es o n 提出的 L U S G S 方法的求解过程相同

(2 ) IL U 预处理矩阵

= l

产 ,

冲

= 刀
·

l

【11 1

(2 8 )

(2 9 )

娜l~l

这里的 I L U (I n e o
m p le t e L

owe
r- U p p e r D e e o

mP
s it i o n ) 未完全 L U 分解在对矩阵 M 做不完

全 cr ou t 分解后
,

不会在矩阵中增加新的非零元素
,

这也被称为所谓 的 IL u (0) 方法 l[ 2 ]
.

具体

方法如下
:

将简化的左端系数矩阵 M 分解为

几丁 = 几f + R (3 0 )
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其中 M 为 后 的不完全 c rou 七分解
,

M = L D 一 ` u
,

L 为主对角元素不为零的下三角阵 ; 刀

为对角阵 ; U 为主对角元素不为零的上三角阵 ; R 为分解误差
.

矩阵 L ,

刀 及 U 满足以下条

件
:

(i) 矩阵 L 与矩阵 U 的主对角元素都等于 刀 的相应元素 ;

(ii) L 和 U 的非主对角元素等于对应的 M 中的元素 ;

(111) d i鳍 (L D 一 I U ) 一 d i鳍 (A )
.

由以上条件
,

容易求得对角阵 刀 的元素为

氏 = 。 ` ,。 一 。 ` , Z d --lll
a `一 l , ; 一 a ` , i d宾认

a `一。
, 5

(3 1 )

将矩阵 M = L 刀一 `
U 作为预处理矩阵

,

同样可以采用如 ( 25) 和 ( 2 9 ) 式的两步方法来求解方程

组 ( 2 1 )
.

4 内存需求及时间步

G M R E s 算法的内存需求量相对来说较大
.

首先
,

需要保存预处理矩阵
,

对于二维问题
,

其矩阵元素的数量为 5 x mI ax x

mJ ax
,

而每个矩阵元素是一个 4 x 4 矩阵
,

其中 mI
a x

和 mJ ax 分

别是 I 方向和 J 方向的单元数
.

其次
,

需要保存初始残差向量
, 。
以及向量 t, 。 (二 = 1 ,

的
,

对

于二维问题
,

它们是元素个数为 4 x

几
a x x

mJ ax 的向量
.

无勃计算和勃性计算在内存需求上基

本相同
.

实际上
,

对流通量和扩散通量的 J ac ob ia n 矩阵可以保存在同一个数组中
,

所以薪性计

算需要增加的内存只限于扩散通量计算中的内存需求
.

在 G M RE s 算法中
,

迭代的次数越大
,

则相应的线性问题的近似解越精确
.

但是如果迭代的

次数过多
,

则向量 t, 。 的个数会很多
,

内存需求量是相当大的
.

由于我们针对的是 N va le 卜 S ot ke s

方程的定常解
,

在中间时间步上我们并不关心解的精确性
,

所以没有必要在每一时间步上做过

多的迭代次数
.

所以在本文中
,

将迭代步数设为 5
.

另外还采用了当地时间步长方法
.

如果当前的流场与最终的流场解相差很大
,

则大的 C F L 数可能会使 G M R E S 计算中断
.

在本文中
,

C F L 数是与残差的大小成反比的

CF “ 一 `
FL

m

inx( 黯) (3 2 )

其中 c F L m i。

为初始 C F L 数
,

这里取为 10 ; R E OS 和 R E凡 分别为流场的初始残差和当前第
n 时间步的残差的 L

一

2 模
.

另外
,

在数值实验中还发现
,

如果将 G M R E S 迭代过程中的收敛公差 占取为常值
,

则收敛

速度或者会变慢
,

或者计算会发散
.

试验表明
,

收敛公差在流场与最终流场解相差较大时应比

较
“

宽松
” ,

即公差值较大 ; 而在时间的推进过程中
,

可以逐渐减小公差值
,

这样才能使 G M R E S

算法有高的效率
.

从另一个角度上分析
,

因为采用了当地时间步长方法
,

如果在大致的流场结

构还没有形成时就使用较小的公差值
,

则不同控制单元的流场解在时间方向上推进的速度是不

一致的
,

这就有可能会导致计算的发散
.

基于以上分析
,

G M R E S 迭代过程中的收敛公差 占应

与流场残差成一定的比例
.

而 C F L 数正反映了流场残差的演化
,

所以对应于 C F L 数的变化
,

在 G M R E s 迭代过程 (2 ) 中的收敛准则 占采用文献 s1[ 中的方法
,

取为

1

10 9 1 0
( C F L Z

)
( 3 3 )



4 4 8学 学 2 0 0 1 年 第 3 3 卷

以上的处理方法与无薪计算相同
.

5 计算结果与比较

这里用两个算例对 G M S R E算法以及两种预处理矩阵进行了分析和验证
,

同时与常用的主

对角占优的近似因子分解 (D D A D )I 方法进行了比较
.

对于 D D A D I 方法
,

对 (5 ) 式中无勃通量

的 J ac o hi an 矩阵用如下系数矩阵分裂来近似

入士 一 充
一 1

犷立
,

犷
- (入

` 士 .入
`
I)

2

其中
,

充为由 J ac ob ian 矩阵 入的左特征行向量构成的特征矩阵
,

几士 为对角矩阵

( 34 )

入`
(￡= 1

,

4 )
为矩阵 入 的特征值

.

而勃性通量的 J ac ob ian 矩阵只加到系数矩阵的主对角矩阵元素上
,

以增

加系数矩阵的主对角占优性
.

另外在 D D A D I 方法中也采用了当地时间步长方法
,

并且在下面

的计算中 C F L 数取为 10
,

对方程中湍流勃性的计算这里采用了 s p al ar t
一

lA 恤ar as 0[] 一方程模型
.

由于本文采用 了有

限体积方法离散 N av le r 一S to ke ,
方程

,

所以这里将原始的模型方程转化为了守恒形式
,

然后进行

离散求解
.

5
.

1 5司 b e n 扩压器流动

S aj be n 扩压器流动的实验结果见文献 【13 ]
.

本文采用壁面正交网格
,

网格数为 1 61 x 61
.

扩

压器下壁面为平板
,

上壁面为一光滑曲线
,

喉道高度为 44 m m
,

出 口与喉道的面积比为 1
.

5
.

计

算工况是
:

入 口总温为 2 92 K
,

总压 1 3 5 o oo P ;a 出口静压与入 口总压之比为 0
.

7 35
.

在此工况下扩

压器上壁面将出现激波诱导的边界层分离 la[ ]
.

边界条件的给法为
:

入 口给定总温
、

总压以及气

流方向为 X 方向
,

气流速度大小外推 ; 出 口给定静压
,

其它变量外推 ; 固体表面采用无滑移条

件
,

密度和压力一阶外推
.

初场给为零速度场
.

湍流模型方程中的涡勃性函数的边界条件为
:

入 口给为分子勃性的 l /10
,

出口外推
,

在壁面上取为 ;0 另外将转披点取在位于入口处的上
、

下

壁面处
.

涡勃性函数的初场取为其值等于入口值的均匀场
.

0
.

8

0
.

7

aaa e x P e r im e n ttt

——
e a l C u l a t io nnn

6
1匕

:
n0

。叮公

一 6一 4一 2 0 2 4 6 8 1 0 1 2 1 4 1 6

X / H

图 1 S aj b e n 扩压器上表面压力分布

F ig
.

1 P er s s u er d i s t r ib u t io n s
at u p p e r s u r fa e e o f

S aj b e n , 5 d i而
s e r

扩压器上表面压力沿流向的分布见图 1
.

从图中可以看到
,

压力分布与实验基本吻合
,

只是在入 口部分压力有一点过冲
,

另外在激波

后的分离区部分有一些差异
,

这与湍流模型的

准确性有关
.

图 2 和 图 3 则分别是残差的计

算步数收敛史和 C P U 时间收敛史
,

图中说明

部分中的
“ 一

刀
,

和
“ 一

尸
,

分别代表左预处理和

右预处理
.

由图 2 和图 3 可以看到
,

无论在

计算步数上还是在 C P U 时间上
,

G M R E S 算

法的几种形式的收敛速度都大大优于 D D A D I

方法
.

另外从图 2 还可以看到
,

在计算步数

上
,

采用右预处理的两种预处理矩阵都比左预

处理下的两种预处理矩阵快
.

这是因为右预处

理不影响系统 (6 ) 的残差向量值
,

而左预处理
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气
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ǎ勺np!。。
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用已à。工锣一

0 5 0 0 1 0 0 0 1 5 0 0 2 0 0 0

i t e r at io n n u m b e r

0 3 0 6 0 9 0 1 2 0 1 5 0 18 0

C P U t i m e

( u n i t )

图 2 扩压器流场计算步数收敛史

F ig
·

2 R e s l d u a l h i st o r y fo r t h e i t e r
at i o n

nu m b e r o f d iff b s e r ff o , v

图 3 扩压器流场 C P U 时间收敛史

F ig
.

3 R es i d u a l h is t o叮 fo r C P U t i me
o f d iffl 阴 e r 且。

在改变了系统的残差向量值的同时
,

引入了预处理矩阵的分解误差而造成的
.

但是对于 c P u 时

间却不是这样
,

见图 3
.

这是因为采用右预处理时
,

在 G M R E S 算法的内迭代中需要更多的计

算量
.

由于我们关心的是计算所占用 C P U 的时间
,

由图 3 可以看到
,

基于左预处理的 IL U 预

处理矩阵具有最优的收敛速度
.

.5 2 N A C A O O1 2 有攻角跨音流动

采用 C 型网格
,

网格数取为 2 01 x 71
.

绕流 N A C A 0 0 12 翼型 的来流工况是
:

来流马赫数

为 0
.

79 9
,

来流攻角为 .2 2 60
.

边界条件的给法为
:

对于计算域的外边界
,

根据边界线的方向区分

入 口边界和出 口边界
.

对于入 口边界
,

给定总温
、

总压和速度方向
,

外插速度大小 ; 对于出 口

边界
,

给定静压
,

其它变量外插得到
.

对于计算域的内边界
,

有一部分是在翼型表面上
,

其余

的部分相互重合
.

在翼型表面上的边界处给定无滑移条件
,

密度和压力外插得到
.

对于重合的

边界
,

因为本文采用的是网格中心方法
,

所以

将与当前边界相对的两层单元的流场变量作

为对应虚网格单元的流场变量
,

这里用两层虚

网格可以保证在边界处仍有二阶空间精度
.

初

场给为来流工况下的均匀场
.

湍流模型方程中

的涡薪性函数的边界条件给法与扩压器流动

计算中的方法类似
.

N A c A oo 12 有攻角超临界流动的等马赫

线分布见图 4
.

图 5 和图 6 分别是残差的计算

步数收敛史和 C P U 时间收敛史
.

可以看到
,

G M R E s 算法仍然保持了很高的优势
.

另外
,

G M R E s 算法的左预处理略优于右预处理
.

相

对来说
,

基于左预处理的 L U S G S 预处理矩阵

具有最优的收敛速度
.

、、

反反

图 4 N A C A O O 12 等马赫线分布

F ig
.

4 M ac h e o
llt

o u r o f N A C A 0 0 1 2 n
ow

本文两个算例的计算都是在 eP nt ul m H (2 33 M H z) 单 C P U 微机上完成的
.

对于 D D A D I 方
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图 5 N A C A O0 1 2 计算步数收敛史

F i g
·

5 eR
s i d u a l h i s t o r y fo r i t e r a t io n

n u m b e r o f N A C A 0 0 1 2 if ow

图 6 N A C A 0 0 12 C P U 时间收敛史

F ig
.

6 R e s i d u a l h i s t o r y fo r C P U t im e

o f N A C A 0 0 1 2 fl o 、 v

法
,

每个控制单元每计算一个时间步约需 3
.

7 x 10 一 4 5
.

对于左预处理下 L u s G s 预处理矩阵的

G M R E S 算法
,

扩压器流动约需要 4
.

6 3 x 1 0一 4 5 ,

N A C A o o 12 流动约需要 4
.

14 x 10 一 4 5
.

就单点

单步所需的 C P U 时间而言
,

G M R E S 算法需要较长的时间
.

G M R E S 算法在两种流动计算中

单点单步所需时间不同的原因是因为其内迭代的次数不同
.

6 结 论

在早期工作中
,

我们 已经证明 G M R E S 算法在求解 E ul er 方程上有很高的效率
.

由计算结

果也可以看到
,

本文发展的预处理下的 G M R E S 算法在求解定常可压缩勃性流动方面仍然有很

大的优势
.

无论从计算步数上或从计算时间上来看
,

G M R E S 算法都比常用 的 D D A DI 方法要

快得多
.

同时
,

对预处理矩阵的左预处理和右预处理两种使用方法进行了分析和讨论
.

从收敛

速度上看
,

左预处理 比右预处理要好
.

另外
,

本文的两种预处理矩阵都取得了很好的效果
.

将 G M R E s 算法用于求解三维 N va le r 一S ot ke s
方程在本质上与二维情况相同

,

初步的计算

表明
,

它仍然保持了较高的效率
.
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