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摘要 工程中已发展了许多矩阵特征值问题的近似求解方法
,

由 D u nc le y 法给出固有频率基频

的下界
,

R a y lie g h
一

形 tz 近似法建立的方程
,

给出基频的上界
,

以及通常的矩阵迭代法给出的

矩阵的固有频率程序中是以某一元素迭代前后比值确定的
,

这样实际上很难说是上界或下界
.

C ol la tz 包含定理仅适用于对称标准特征值问题
,

可以给出特征值上
、

下界
.

采用矩阵 C h ol es k y 三角分解的原理
,

把 C ol lat z 包含定理推广到适用于具有对称矩阵的

一般结构系统的广义征值问题
,

对于分解刚度矩阵或质量矩阵可给出基频
,

或最高固有频率
.

为了验证理论的正确性
,

给出了算例
.

关钮词 广义特征值
,

C o ll a t z
,

包含定理
,

C h o l e s ky 三角分解

引 言

矩阵特征值问题近似求解中
,

由 D u
cn ley 法给出基频的下界

,

R ay ile g h
一

iR tz 近似法建立的

方程
,

给出固有频率的上界
,

以及通常的矩阵迭代法认为给出建立的矩阵的固有频率的上界
,

但

是实际上程序中是以某一元素迭代前后比值确定的
,

这样实际上很难说是上界或下界
,

C oll at llz ]

包含定理给 出了对称标准特征值问题特征值上
、

下界
,

但 C ol lat
z
包含定理不适用于广义特征

值问题
,

c r
an d all lz] 和胡海昌 slI 都指出过

,

胡海昌 s[] 利用矩阵非负分解建立了两个适用于广

义特征值 问题 c ol lat
z
包含定理

.

J in
,

iP lke y [’] 指出利用矩阵迭代法不但可给出基频 的上界而

且也可给 出基频 的下界
,

实质上是利用 了 Coll at
z
包含定理

,

但不适用于质量矩阵是非对角矩

阵的情况下的广义特征值问题
,

其原 因是 由于两个对称矩阵的乘积一般不再是对称矩阵
,

因此

C oll at
z
包含定理不再适用

.

本文采用矩阵的 C h ol es k y 三角分解
,

把对称矩阵广义特征值问题

化为对称矩阵的标准特征值 问题
,

从而把 C ol l at z
包含定理推广到适用于具有对称矩阵的一般

结构系统的广义特征值 问题
.

利用矩阵迭代法取 C ol lat
z
最小和最大比值

,

可给出特征值的上
、

下界
,

最后收敛于精确值
.

1 标准特征值问题

先扼要介绍 C oll at llz 】包含定理
.

对于实对称正定或半正定 。 阶矩阵 A 的标准特征值 问题

A X 二 入X ( 1 )

19 9 8一0 8一 2 6 收到第一稿
,

19 9 9一 0 5一 1 7 收到修改稿
.

l) 国家重 点基础研究专项资助 (G 19 98 020 3 1 6 ) 和 国家自然科学基金资助项目 ( 19 9 72 02 9 )
.

2 ) 本文为编委姚振汉推荐
.
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适当选取矢量

x= [ x
1, x Z ,

…
,

纵 !
T

(2 )

当 A 作用于矢量 X
,

经迭代后即得

A x = Y = I,
1 ,

, 2 ,

…
,

。。」T ( 3)

将迭代前后矢量 X 和 Y 对应的元素相除
,

得比值

(坛= 1
,

2
,

…
,
n ) (4 )

叭一从
一一

取比值 l ` 中最小和最大的分别记为

入一 = m i n l *
,

入+ = m ax l` ( 5 )

C oll at z 包含定理断定
,

在区间 犷 三入 三入十 内至少有一个特征值
.

以上论证表明
:

C ol lat z
包含定理确定特征值上

、

下界是在矩阵迭代过程中得到的
.

通常

矩阵迭代法用确定于上界
,

C ol lat z
包含定理实质上是在矩阵迭代法的基础上建立起来的

.

2 广义特征值问题

对于 由质量矩阵和刚度矩阵构成的广义特征值 问题

兀X = 入M X (6 )

c ar n d al llz ] 和胡海昌 s[] 都指出了 c ol lat z
定理不适用于广义特性值问题

,

若化成标准特征值问

题
D x 一 。 x

,

。 一
粤
八

( 7)

虽然逆矩阵 M
一 `
仍为对称矩阵

,

由于对称矩阵的乘积
,

其动力矩阵 刀 = M
一 `
兀 一般不再具

有对称性
,

因之 C ol lat
z
包含定理不再适用

,

只有当 M 为对角矩阵
,

矩阵 刀 仍为对称矩阵
,

因此化广义特性值问题为对称矩阵的标准特征问题
,

C ol l at z 包含定理仍适用
.

按通常的矩阵迭代法
,

一般也避免矩阵的直接求逆
,

而是采用 C ho les k y 三角分解
.

按两种

情况将广义特性值问题构成标准特征值问题
,

分别讨论如下
:

(l) 若刚度矩阵 兀 正定
,

作三角分解得 兀 = L L T ,

令

y 二 L T X

代入
·

(6 ) 式
,

并前乘 L 一 ` ,

得

L 一 I

M L 一 T
Y = 入L 一 I L L T L 一 T

Y

于是得标准特征值问题

A y = 入Y ( 8 )

其中对称矩阵

A = L 一 I

M L 一 T
(9 )
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( z)若质量矩 M阵正定
,

作三角分解 M = R R T ,

令

Y = R T X

代入 (6 ) 式
,

并前乘 R 一 , ,

得

R 一 ` 、 R 一 T Y 一 。 R 一 ` R R
一 T R

一 T y
,

。 一
粤
人

于是得标准特征值 问题

、、了苦、、.J
r

0
峨.工. .1,1

才产.
.

、声廿..、

B y = 拼y

其中对称矩阵

B = R
一 1
万R

一 T

矩阵 A 和 B 互为逆矩阵

3 算 例

文献 s[] 中为了说明质量矩阵是非对角矩阵的情况下
,

C ol lat z 包含定理不再适用于广义特

性值问题
,

举了下面的实例
.

现仍 以此实例加以说 明
.

ù
廿9习

一一万

两个精确的特征值为
入l = 0

.

3 8 1 9 6 6 入2 = 2
.

6 18 0 3 3

拼1 = 又一
.

人 l

= 2
.

6 18 0 3 3 户2 二 丁一

入 2

= 0
.

38 1 9 6 6

表 1 刚度矩阵三角分解计算结果

aT b le 1 R e s u l t s o f s t i ff m a t r i x t r i
a n g l e d e e o m p o s i t i

o n

V七C t o r
I t e r a t e N o

.

~~ ~ ~~ ~ ~~ ~ ~~ ~ ~~ , 向一~ ~~ ~ ~ ~~

1 2 3 4 气

Y 二 不
“ `

飞
` 万Z J

A Y 一

以
“ `

飞
` y Z 夕

C o lla t z 入一

入+

1
.

0 0 0 0 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0 0

2 8 0 0 0 0 0

0
.

6 0 0 0 0 0

2
.

8 0 0 0 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0

4 6 6 6 6 6 7

1
.

3 3 3 3 3 3

12
.

3 3 3 3 3 0

1
.

3 3 3 3 3 3

2
.

6 4 2 8 6 0

1
.

0 0 0 0 0 0

9
.

2 5 0 0 0 0

2
.

2 5 0 0 0 0

2 4
.

2 5 0 0 0 0

2
.

2 5 0 0 0 0

2
.

6 2 1 6 2 0

I t e r a t e N O
.

1 0 0 0 0 0 0

10
.

7 7 7 7 7 8

2
.

5 5 5 5 5 6

2 8
.

2 2 2 2 0 0

2
.

5 5 5 5 6 0

2
.

6 1 8 5 6 0

1
.

0 0 0 0 0 0

1 1
.

0 4 3 5 0 0

2
.

6 0 8 70 0

2 8 9 1 3 0 0 0

2 6 0 8 7 0 0

2
.

6 1 8 1 1 0

、飞C t o r

6 7 8 9 1 0

Y = 不
” `

飞
` y Z J

YA
一

衬
” `

飞
气 V Z 」

C o l l a t z 入一

入+

1
.

0 0 0 0 0 0

1 1 0 8 3 3 0 0

2
.

6 1 6 6 7 0

2 9
.

0 1 6 7 0 0

2
.

6 1 6 6 6 7

2
.

6 1 8 0 5 0

1
.

0 0 0 0 0 0

1 1
.

0 8 9 2 0 0

2
.

6 1 7 8 3 0

2 9
.

0 3 1 8 0 0

2
.

6 1 7 8 3 0

2
.

6 1 8 0 4 0

1
.

0 0 0 0 0 0

1 1
.

0 9 0 0 0 0

2
.

6 1 8 0 0 0

2 9
.

0 3 4 1 0 0

2
.

6 1 8 0 0 0

2
.

6 1 8 0 3 0

1
.

0 0 0 0 0 0

1 1
.

0 9 0 1 0 0

2
.

6 18 0 0 0

2 9
.

0 3 4 4 0 0

2
.

6 18 0 3 0

2
.

6 1 8 0 3 0
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l ( )刚度矩阵三角分解

r而 0 1

兀 一 ` r Lf一

{头刹…
而 奥

V6

0
1

办
」

得

L一 1二 {云

L
一

粤

0
1

_

r
_

}
,

L 一 T

:l
办」 L

1

办
0

一

集 1
_

澄」
,

` 一 ` 一 `

M L 一
『

f

l 3

q山11.1
.̀.se
.

.L
,土一脚0

一一

褥
选取 Y = 【1

.

0
,

1
.

0]
T
作为初始矢量

,

按 (s) 式进行迭代
,

计算结果见表 1

4 质 t 矩阵三角分解

1
一梅
1
一梅「梅 。 l r

M 一 “ “
`

一

{击去! {
涯

得

l

而
一 11上19曰

一一

涯

{方
卜撬

0 1
_

「
_

}
,

R 一 T = }
夜」 L 0

一

集 1
_

万」
,

” 一 “ 一

“ R
一 T !

“

L一 1 }

Y T = 【1
.

0
,

.02 0]
T 作为初始矢量

,

按 l( 0) 式进行迭代
,

计算结果见表 2

表 2 质 t 矩阵三角分解计算结果

aT b l e 2 eR
s u l t s o f m as s m a t r ix t r

i a n g l e d e e o m P o s i t io n

It e r a t e N O
.

V七C t o r

1 2 3 4 5

Y =

B Y 二

{:; }
”

{:; }
C o ll乱 z 拜

1
.

0 0 0 0 0 0

0
.

2 0 0 0 0 0

2
.

4 0 0 0 0 0

一 0
.

4 0 0 0 0 0

2
.

4 0 0 0 0 0

一 2
.

0 0 0 0 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

1 6 6 6 6 7

2
.

5 8 3 3 3 0

一 0
一

5 8 3 3 3 0

2
.

5 8 3 3 3 0

3
.

5 0 0 0 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 2 5 8 0 6 0

2
.

6 1 2 9 0 0

一 0
.

6 1 2 9 0 3

2
.

6 12 9 0 0

2
.

7 14 2 9 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0 2 3 4 5 6 8

2
.

6 1 7 2 8 0

一 0
.

6 1 7 2 8 0

2
.

6 1 7 2 8 0

2
.

6 3 1 5 8 0

1 0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 3 5 8 4 9

2
.

6 1 7 9 2 0

一 0石 1 7 9 2 5

2
.

6 1 7 9 2 0

2
.

6 2 0 0 0 0

I t e r a t e N o
.

V e C t o r 6 7 8 9 10

B =

B Y 二

{:; }
y

{U; }
C o l la t z 拼

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 3 6 0 3 6

2
.

6 1 8 0 2 0

一 0
.

6 1 8 0 1 8

2
.

6 1 8 0 2 0

2
.

6 1 8 3 2 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 3 6 0 6 3

2
.

6 1 8 0 3 0

一 0
.

6 1 8 0 3 2

2
.

6 1 8 0 3 0

.

2
.

6 1 8 0 8 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 3 6 0 6 7

2
.

6 1 8 0 3 0

一 0
.

6 1 8 0 3 4

2
.

6 1 8 0 3 0

2
.

6 1 8 0 4 0

1
.

0 0 0 0 0 0

一 0
.

2 3 6 0 6 8

2
.

6 18 0 3 0

一 0 6 18 0 3 4

2
.

6 18 0 3 0

2
.

6 1 8 0 3 0
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算例 2四阶系统的刚度和质量矩阵为
31 2

4 0 2
0

兀 =

?一 4 0 2招

一 4 0 2

「 4 2

}
。

}
一 1 2

L6

6 0

8

一 6

一 1 2

一 6

l 2

一 6

几 f=
一 6

4}
8

4 20

1 3

4 20

3

4 20

54 1 3

4 204 0 2

1 3 3

4 204 20

1 56 2 2

4 204 0 2

2 24

4 204 0 2

对刚度矩阵三角分解
,

得

nUCU0
.

20 4 12 4

0

0
.

4 0 8 2 4 8

0
.

3 5 3 5 5 3

0

0
.

3 53 5 5 3

0
.

6 12 3 7 2

0
.

70 7 1 0 7

0

0

0
.

8 1 6 4 9 7

1
.

4 1 4 2 1

0

1
.

4 14 2 1」
一l
卫

eewe
月,月..
1
昌weeeL

一一

1人

一L

并得
:

A = L 一 I

M L 一 T

2一0
J.上

X

, .

1
.,
.
.......J3 0 9 5 2 4

0

8
.

3 3 3 3 3

8
.

17 9 1 3

0

0
.

23 8 0 9 5

1
.

3 0 5 9 1

1
.

6 6 6 6 6

8
.

3 3 3 3 3

1
.

3 0 5 9 1

4 9
.

5 2 3 8

6 1
.

58 4 0

8
.

1 7 9 13

1
.

6 66 6 6

6 1
.

58 4 0

8 0
.

00 0 0

esesesesesesesesesree
...J

一一A

选取 Y T 二 l[
,

2
,

3
,

4 }作为初始矢量
,

按 (s) 式进行迭代
,

计算结果见表 3
.

根据表 3 结果可

计算出该系统的基频
:

山 = 了17灭= .0 8 79 43
.

表 3 刚度矩阵三角分解计算结果

aT b le 3 R e s u lt s o f s t i ff m a t r i x t r
i a n g l e d e e o m P o s i t i o n

I t e r at e N o
.

V七C t o r -
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

1 2 3 4 几

Y =

1
.

0 0 0 0 0 0

2
.

0 0 0 0 0 0

3
.

0 0 0 0 0 0

4
.

0 0 0 0 0 0

1
.

0 0 0 0 0 0

0
.

1 8 1 8 8 2

6
.

6 7 3 9 2 0

8
.

4 8 9 5 5 0

1
.

0 0 0 0 0 0

0
.

1 7 8 7 6 2

6
.

7 2 5 8 7 0

8 5 7 3 2 9 0

1
.

0 0 0 0 0 0

0
.

1 7 8 8 1 7

6
.

72 7 5 2 0

8
.

5 7 5 7 5 0

A Y = }
C o ll a t z

0
.

6 0 8 1 1 8

0
.

1 1 0 6 0 6

4
.

0 5 8 5 3 0

5
.

1 6 2 6 5 0

0
.

0 5 5 3 0 3

1
.

3 5 2 8 4 0

1
.

2 8 1 4 8 0

0
.

2 2 9 0 8 1

8 6 1 9 0 9 0

1 0
.

9 8 6 5 0

1
.

2 5 9 5 0 0

1
.

3 5 2 8 4 0

1
.

2 9 2 6 6 0

0
.

2 3 1 1 4 7

8
.

6 9 6 3 5 0

1 1
.

0 8 5 5 0

1
.

2 9 2 6 6 0

1
.

2 9 3 0 4 0

1
.

0 0 0 0 0 0

心
.

1 7 8 8 1 5

6
.

7 2 7 4 7 0

8
.

5 7 5 6 9 0

1
.

2 9 2 9 9 0

0 2 3 1 2 0 8

8
.

6 9 1 8 6 2

1 1 0 8 8 4 0

1
.

2 9 2 9 9 0

1
.

2 9 3 0 0 0

1
.

2 9 3 0 0 0

0
.

2 3 1 2 10

8
.

6 9 8 6 8 0

1 1
.

0 8 8 4 0

1
.

2 9 3 0 0 0

1
.

2 9 3 0 0 0

、 ..、
了

!
声功脚加如犷衬y1如加如了..心,.叹

了

1
.
1才、 、 .se
、A

5 结 论

以上计算结果表 明
,

若刚度矩阵 万
、

质量矩阵 M 中有一个矩阵是正定的
,

即可进行三角

分解
,

将广义特征值问题化为标准特征值问题
,

从而根据 C ol lat
z 包含定理

,

求出其中一个特

征值的上
、

下界
.

由于采用矩阵迭代算法
,

可再次进行迭代
,

最终收敛于最大的特征值
,

利用

C oll at z 包含定理则得到上
、

下界的范围不断减小
.
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当 万 取三角分解
,

求出的最大特征值
,

即为最低 固有频率
,

这是工程上最关心的 ; 当取

M 三角分解时
,

则得到 的是最高 的固有频率
.
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