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用 B G K 格式计算不可压缩流场
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摘要 简要介绍 B G K 方法的基本思想
,

数值方法及其对不可压缩流场数值计算的推广
.

然后

详细介绍将 B G K 方法应用于平面方框流的结果
,

将其结果与 G hi a 的结果进行了详细的比

较
.

本方法还用来模拟后台阶流动
,

所得结果与相应的实验数据进行比较
.

以上比较表明本方

法的有效性
,

同时也确定在计算不可压缩流体时参数的正确选择
.

关键询 B G K 法
,

不可压缩流动

引 言

不可压缩流场是当流体运动速度 比声速小很多时的一种近似
.

在这样的近似条件下
,

流体

的密度被视为常数
.

看起来这种简化使问题变得简单了
.

事实上在求解不可压缩流体 的 N va i er
-

st o ke s
方程时

,

由于密度是不变的
,

所以连续方程中不出现密度对时间的导数项
,

所以它不能

与动量方程联列求解
.

但为满足连续方程
,

在求解过程中必须保证速度的散度为零
,

这给数值

计算带来了许多困难
.

为了克服这些困难
,

人们进行了不懈的努力
,

发展了诸如投影法 (C h or in,

1 96 811 1)
,

动力修正法 (A b d al lha
,

1 98 7[ al) 等以保证速度场 的散度始终为零
.

另外也有不少人重新

将不可压缩流场视为低马赫数的流动
,

或在连续方程上附加一个人为的压力不定常项 (C h or in

19 6 5 [1 ])
,

构造伪不定常法
.

类似的作法可见邓 (D
e n g 等

,

19 9 5 [3 ] ) 和王 , 厄
n g

,

1 99 6 [4 ] ) 论文
.

最近人们又发展了用格子气 B of tz m an
n 方法用来计算不可压缩流场 (c h en 等

,

1997 s[, e)]
,

获得

了成功
.

但该方法只能用于低速的不可压流场 的计算
,

有一定的局限性
.

近年来
,

由 x u
等人 (x

u
等

,

19 9 3
,

1 9 9 5
,

1 99 5 [7~ 9 ]) 发展 T 一种由 B olt mz an n 方程 出发的

基于 B G K 模型的计算方法 (简称 B G K 法 )
.

其基本思想是从基于统计物理中的 B of tz m an
n 方

程出发
,

方程中的碰撞项采用 B h at
n
ag ar

,

G or ss 和 K or ok 【l0] 在 19 50 年提出的 B G K 模型进行

简化 以此为基础建立宏观量的差分格式称为 B G K 格式二 可以证明
,

在物理量连续变化 的条

件下
,

这样作等价于求解 N va le 卜 S ot ke s
方程

.

对于物理量不连续变化的条件下并不等价于求解

E ul e r 方程
,

因此它可以求得比基于 R珍m an
n
解更好 的结果

.

正是这个原因使得 BG K 方法得

到越来越多的应用
.

如它已被应用于水波运动
,

磁流体 问题
,

多种流体掺混
,

湍流等的数值模

拟中去
.

这些应用表明该方法具有丰富的物理内涵
,

计算上更加灵活适应性更强
,

更稳健
.

19 9 8刁7一 1 5 收到第一稿
,

1 9 9 9一 0 5一3 1 收到修改稿
.

i ) 香港科技大学研究基金 ( RG C 9 7 / 9 8
.

H K U S T 6 16 6 / 9 7 P
,
R G C 9 6 /9 7

·

H K U ST 7 18 / 9 6 E ) 及 国家自然科学羞金和国家攀

登计划资助项 目
.



6 2 4 力 学 学 报 2 00 0 年 第 32 卷

本文 的目的是将 B G K 方法应用于不可压缩流体流动的数值模拟
.

过去该方法主要应用于

计算可压缩有间断的流场
.

首先介绍 B G K 方法的一般理论
,

然后介绍它对于不可压缩流体流

动数值模拟的推广
.

以方框流为典型例子
,

对各种不 同马赫数
,

不同内自由度数 K
,

不同网格

数的计算结果与 G h ia 等 l[ `】19 8 2 年用涡
一

流函数法得到的结果进行详细 比较
,

从而有力地说

明本文采用的方法 的有效性
,

并且同时也确定用 B G K 法对不可压缩流体流动进行数值模拟时

应采用的参数值
.

还将本方法应用于其它算例
,

并将其结果与相应的计算方法进行比较
.

最后

对本方法作出相应 的结论
.

1 B G K 方法及其在不可压缩流体流动数值模拟中的推广

描写流体运动 的方程有两类
:

一种是基于守恒律
,

用连续介质力学的方法建立宏观物理量

之间的关系式
:

N va i er
一

Sot k es
’

方程
.

目前绝大多数 的数值模拟工作是以此为基础的
`

关于它的

建立可以在许多教课书上找到 [’]
.

另一种方法是从微观运动出发
,

采用统计力学的方法
,

建立

关于微观粒子速度分布函数所满足的方程
,

即 B ol tz m an n 方程
.

在一维情况下具有如下的形式

(应纯同
,

1 99 0 [` 2 ] )

人 + 。
人 + e

凡 = Q (f
,

f
`

)
,

( l )

其中了是空间 x
,

时间 t
,

微粒速度 。 和内自由度 若的分布函数
; 。 是外界作用于微观粒子 的力

;

Q ( f
,

j’ ) 为碰撞源项
,

它具有复杂的积分形式
.

直接求解积分微分方程是非常困难的
.

B G K 模

型假定碰撞源项的大小正比于分布函数与平衡态分布间的偏差 f 一 g ,

反比于微粒两次连续碰撞

之间时间间隔 的平均统计值
二

.

于是 B G K
一

B ol tz m an
n 方程为

了一 g

jt + 。人 + e人 = 一 乙 - -
.

三 (2)

可以证明该方程满足 H 定理
,

即嫡增原理
.

分布函数即在空间 x
,

时间 t ,

微粒速度
。 和 内自由

度量 石(有 K 个 自由度 ) 的粒子质量数
.

由于流体的密度为

, =

艺 。 、 (3 )

、 ,.产` 、 ..2

4
工工U

矛声.、了..
`
、

其中

这里

m 为粒子的质量
,

n ` 是速度为 。 ` 和 内自由度量为 乐 的微粒数
.

由定义知

f (
二 ,

t
,
。 ,

若) = 爪 n `

。 一

jj/
fd

o d ; 三

jjj
fd 三

d 三 二 d o d尔 d石= d石, d条… d苟K 故宏观量与分布函数间的关系为

`

}
,

“

l
d“ d石三 j f叻。 d三 (6 )

(。
2 + 若2

,工l,曰

才J
了厂了

一一

p
UP那

~
.

(
_

1
。 _ 。

、

、 T
. , , .

一 _
,

~ _
, .

一 _
. , 、

一 ~
、 , 、 , , , , 。

一
二` _ 、

其甲 劝。 二 弓l
,
u

,
言 (矿 + 七

`

) 卜
,

此外 g 是半衡态分巾 幽取
,

通不 刀 M ax we ll 分巾
,

一堆盯
` 乙 J

。 一 ,

(会)
“̀ “ ’ `’ 二 p {一 ` 【̀一 U ,

2 + `” , (力
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K为内自由度数
;

护 =蔚+ … 十 石知 入是温度
,

粒子质量和 B ol tz m an
n 的函数

.

x 方向上的宏观速度
.

由于粒子间的碰撞满足守恒性
,

所以碰撞项不会引起质量
,

的变化
,

因此有

U 是气体在

动量和能量

/粤
讥 d耐` 一 0

(8 )

这就是分布函数 f 应当满足的相容条件
.

一般假定统计平均碰撞间隙时间
二
与粒子微观量无

关
,

故有

f
(` 一 。 ,̀

。 d· d̀ 一 0
( 9 )

对于没有外加于粒子外力的情况 (如无 电磁力等 )
,

有
C = 0

,

方程 (2 ) 简化为

f 一 g

J t 十 U J 工 = 一

—
( 1 0)

经分析文献 【7」知

人 = 二 = 1 _

知 ZR T 一

K + d P

4 那 一 户U Z
/ 2

’
刀二 印

, 下 = 2夕入
, 凡 = 了 K + d + 2

2

P k

刀 l
( 1 1)

其中 p 为气体压力
,

体常数
,

d 为维数
.

。 为气体运动粘性系数
, ` 为 B ol tz m an

n
常数

,

。 为粒子质量
,

R 是气

将 (10 ) 式两边乘以 叻
。
并在相空间 (。

,

动 内积分得

哄 十 凡 一 0
,

w 一

/
了̀

a d U d “
,

尸 一

/
U
f 、 。 d U d ; (1 2 )

差分得
w 少十

1 一 w 夕 F见
, , 。 一 尸几

1 , 。

J J . J J 人 , 曰 J 占 , `

—
, `

—
O 艺 O X

( 13 )

这就是基于 B G K 模型的有限体积差分方程
.

其中的关键是计算侧面的通量
.

为计算通量 凡+l / 2
,

需计算 j + 1 / 2 处的分布函数的初值
·

根据台劳展开有

f0 “
,

!
,

一 ` , 一

{
功 [1 +

a ` (
z 一 x j+ 1 /2 )」

, x 三 x , + 1 /2

夕r

【1 +
a ,

(
x 一 x j + l / 2 ) l

, ` 七 x 二 + l / 2
(1 4)

其中 0j 是分布函数 t 二 0 时在 肠+l / : 的初值
, a 是 g 的变化斜率

,

由台劳展开可知

一
+

一
+ 一

告
(U

Z + 。2

( 15 )

l
, r 分别表示 勺+1 /: 的左侧和右侧

·

显然 f0 不是平衡态
,

l( 4 ) 式可简写为

f0 = , 【l 一 H (万 )」+ 夕,

H (万) + 夕̀
a `万【l 一 H (万)卜 夕r a , 万H (万)

,

万 = x 一 x ,+ l / 2

其中 H 为阶跃函数
,

即 H ( x) = 1 当 x > 0 ; H (劝 = 一 1 当
二 < .0 另外设 马+1 / : 处附近

的平衡态为 g ,

在 乌十 l / : 处初始时刻为 g0
,

则有

(1 6 )

时刻

夕 = 加 { 1 + 【l 一 H (万)1瓦万 + H (万)瓦万 + A t } (1 7 )
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其中 在
,

万有 ( 1 5 ) 的形式
.

由于

、.......、̀......

、
、、J.../

2Z
尸,二

十
,J

、、、...声/
八

nlUIIQP
/叮了..、、

了
` gl d 三 -

( 18 )
【户̀ (

x , + l / 2 ) 一 户 (
x , )」/ (

二 , + 1 /: 一 x j )

【(户̀ lU ) (
x , + 1 / 2 ) 一 (p U ) (

x , )1/ (
x , + l /: 一 x , )

【(户̀
: `

) (x ,+ 1 / 2 ) 一 (那 ) (
x , )」/ (x ,+ 1 /: 一 二 , ) ) :

(a户 /口
x
)
` ,

j + 1 22

( s p U /口
x
)
` ,

,+ 1 / 2

(口p: /口
x
)
: ,

J+ l / 2

J

/了...、、

一一
ū工ùdgla

仓叻
了声」

对于右侧有类似的方程
.

另一方面有

、

!
/

lT几几U,

姚 +
l

2入
( 1 9 )

几
,

+
4

U

/犷.恤、
、

1114
一一

护了.龟、1工工,习

式中 lT

计及

1 , _ _。

二 二 . U
`
+

2 \

K + 1

2 A )
,

二 - 。 3

洋丝去丝 )
,

二 (K + 3 )U
Z

2久

( K Z + 4 K + 3 ) \
十

—
l

4入
`

/

琳 ( , ) + ( aw/ a x
)
` ( , ) = f

、 。 。! (· ) “ + 一 (· ) , , d三
( 2 0 )

故可得

M
I ( r )

= 卫一 (竺、
l(P

r

)\ 由 /

0户 /s x

a户U /口
x

a匹 /a
x

( 2 1 )

r

、

l
//

!
、

一r

一 .上l
了 ..、

三
r

将 ( 1 9 )式代入 (2 1 )式

a 。 一

类
;
( B 一 :

uA )
, 。 2 一 : *

(
、 一

嘿、
八 + i \ 乙 ^ /

口 1 =

( 2 2)

`、、.户/1人一
、 、、.矛
/+.一公即一由

不二工、 、.矛I一 “ Z U

一 (
U 2

万 +
如一旅

1上工P

A = 纷色三旦立
口 \ d劣

二 :

a P \
一 口 吧二- . ,

d X /

_ l
B = 二

P

以上公式分别适用于左右两侧
,

导数需用差分计算并施 以 ~

(色些2 _

\ d x (
U Z + K + 1

2入

l(
r
) 表示左或右

,

是同一个意思
.

需要说明的是关于宏观量的

L e e : 限制器 (见 x u ,

1 9 9 5〔9 1)
.

利用以上公式可确定
a ` , a r ,

代入

( 1 4 ) 式可确定 fo
.

方程 ( 10 ) 的通解形式为

f (
x J

,

t
,
。 ,

,

( ) = 〔
。 (

一
(卜 ! ,

)
,

! , ,

一 ; )一`卜 ! `

,`·
d!

,



第 6期 苏铭德等
:

用 BGK格式计算不可压缩流场 6 4 5

+e一 (`一 `。 )/
了

f 0 (z, 一 。 , (t 一 t。 )
,

t。
, 。 ,

,

石) (2 3 )

(见 x u ,

19 98 d[] )
,

将上式直接代入 l( 0) 可得验证 )
.

由于 f0 已知
,

故上式右端第二项就已知了
.

而上式右端第一项的被积函数 g 由 ( 17 ) 式确定
,

其中 g。 的物理意义为网格交接面上左右两侧

的运动粒子碰撞形成 的平衡态
.

它具有如下的形式
z 、 、 (万+ 1 ) / 2

g “ 一 p o

戈举) ex p {一` [(
“ 一 0U ,

, + ` ,
]}

为确定 g0 需要给出网格交接面上的 0P
,

人。 ,

OU
.

它们的确定是根据相容条件 (8)
.

将 ( 14 )
,

( 17 ) 代入 (2 3 ) 得

f (x , + l / 2
,

t
,
。

,

石) = ( 1 一
e 一 ` / 了 )加

+ [
二
(一 1 + e 一 ` /

了

) + t e 一` /
了

]闷万 (
。
) + 民 (l 一 H (u ) ) ]。加

十 二

(t/
: 一 1 + 。 一

价 )而
。

+ 。 一 ` /
了

[(i 一
。 t a ` )万 (

。
)gl + ( 1 一 。 t a ,

) ( i 一 万 (。 ) )g
,

]

确定 万也需根据相容条件 (具体推导从略 )
.

最后在相空间内作积分得

( 24 )

( 24 )
,

( 2 5 )

壹
( U

’ + ` 2’ )
了(

一
d 三

( 26 )

/

!
.

U

厂

/
J

一一

+

`

、、...夕/
ǎ凡ǎ助
(

凡/

1
.

、

对上式关于时间积分即得 乙 t 时间间隔内的通量琴
l / 2 ,

同样可得 平
l / 2 ,

将它们代入 l( 3) 式

可计算得衅
+ `

.

以上公式是针对一维的
.

多维问题需作相应的变化 (见 x u ,

1 9 93
,

19 98 民0)] 一
般有间断时的情况和无间断的情况如图 1 示意

.

对于不可压缩的情况
,

不存在间断
,

所以以上

所有左侧和右侧的值都是相同的
,

计算大为简化
.

上面的讨论是针对一维给 出的
.

对于二维的情况
,

有类似结果
,

不再重复
.

Q 尸 9 0

Q r
g

r

毗
+ 1

口 l = 仓 , 、

= a l = 住 r

石19 0 }
x 了+ 1 / 2

有间断时的情况

w i t h d i s e o n t in u i t y e o n d it i o n

无间断的情况

w i t h o u t d i s e o n t i n u it y e o n d it io n

图 1

F ig
.

1
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此外在计算宏观量 的导数时采用如下的三阶公式

、 ..、r ...少

X乙

sj +i/ 2=

7
,

而 、吕 j

1
+ “ j + ` ) 一 瓦 Ls j一 ` + s , + 2

(2 7 )
d s f s

, 、
1

, 、

1 /

丽 = 飞万Ls J+ ` 一 “了一 ` ) 一 瓦 气吕j + 2 一 “ J一 ` )了/

式中
3 为某宏观量

.

不难看 出采用以上的计算方法
,

可一个单元一个单元地进行
,

因此计算简单
,

便于并行化

和推广到非结构网格 中去
.

2 算例和讨论

将该方法应用于二维方框流
,

图 2 流线图

F i g龙 S t r e a m li n e s

并将结果与其它计算结果进行 了比较
.

二维方框流是验证求解不可压缩流体 N va le r -

tS o ke s 方程方法最常用的典型算例
.

其 中最常用

于比较的计算结果是 G h i a ( 19 5 2 ) [
` o ] 完成的

,

这主

要是不仅他们的结果 比较全 (R
e 为 1 0 0 ~ 1 0 0 0 0 )

,

并且有详细的数据可供比较
.

方框流的流场草图及边界条件如图 2 所示
.

边长 为 1
,

上边界以速度为 1 自左向右边运动
,

其

它边均不动
.

流场的雷诺数由边长
、

上边界运动速

度及流体的运动粘性系数定义
.

计算 的雷诺数介于 1 00 至 10 0 00 之间
.

R 。

为 10 0
,

4 0 0
,

1 0 0 0
,

2 0 0 0
,

3 20 0
,

5 0 0 0 时网格数为

12 8 x 1 2 8
,

R e 为 7 50 0
,

10 0 0 0 时
,

网格数为 2 5 6 x

2 5 6
.

由分析知 (X
u [9 ]

,

19 9 5 )

ZU L入。

R e (2 8 )
L一
,

队一
F

一一eR一一响一0P一一丁望
,

p
一一夕

计算的初始速度场 为零
.

无量纲时间为 T
.

当雷诺数小于 5 000 时 T 为 30 、 40
,

计算结果就

趋向稳定
.

当雷诺数大于 5 0 00 时
,

T 要 比 4 0 大很多还不能稳定
.

所以本文中雷诺数不大于

10 0 0 0
.

在得到稳定解后
,

用下面的方程求解流 函数

a 夕 口u

八叻二 一山
,

山 = 下一 一 不尸
,

价 }
r = U

口工 U万

( 29 )

所得的结果与 G h i a ( 19 5 2 [8 ] ) 的结果比较
.

本质上讲
,

B G K 方法是用来计算可压缩流动的
.

用它来计算不可压缩流动
,

首先要考虑

内自由度数 K 和马赫数 M 应为多大
;
其次是固体壁面采用何种边界条件

.

详细计算表明
:

在

壁面采用绝热边界条件
; 对于压力

,

一般采用

(3 0 )一一
即一而

111D
.
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内自由度数 K应当取为零
.

理论上讲
,

不可压缩流体流动是可压缩流动在马赫数为零时的极

限情况
,

但实际上当马赫数 比较小时
,

如 M 二 .0 05 时计算就很难进行
,

收敛很慢乃至不收敛
.

对雷诺数为 10 0
,

4 0 0
,

1 0 0 0
,

2 0 00
,

3 2 0 0
,

5 0 0 0
,

7 5 00
,

10 0 0 0 这 LJ 种情况进行了计算
.

除雷

诺数为 2 00 0
,

因缺乏数据外均与 G h ia 的结果 l[ ` }进行了详细的比较
.

图 3 显示了不同雷诺数下

的流谱图
.

图 4 为相应的等涡线图
.

从这些图可以看到雷诺数小于等于 100 时流场主要是一个

大涡构成
.

雷诺数增大到 1 0 0 0 时
,

在方框 的右下角出现一个弱的小涡
.

当雷诺数进一步提高

时
,

在方框 的左下角又 出现一个更弱的小涡
.

当雷诺数达到 3 000 以上
,

在方框的左上角又出

{{{{{粼粼火火火火
( a ) R 。 = 10 0 (b ) R 。 = 4 0 0 ( e ) R 。 = 1 0 0 0

iiiiiiiiiiii
飞飞飞bbb

瓢瓢 lllll!!!
`d ) R 。 = 2 0 0 0 (

e
) R

。 = 3 2 0 0 ( f ) R 。 = 5 0 0 0

纂纂纂 !!!!!
耀耀耀

《g ) R 。 = 7 5 0 0 ( h ) R 。 = 10 0 0 0

图 3 流线图

F ig
·

3 S t r e a m li n e s
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现一个更弱的涡
.

随着雷诺数的进一步增加
,

流场将趋于紊乱
,

特别是近壁处
.

从图 4 的等涡

线可以看到
,

当雷诺数接近 10 0 0 0 时
,

涡强的变化主要集 中在近壁处
,

而在方框的中心区涡强

变化不大
,

速度分布 由中心向外呈线性分布
.

这些结果与其它计算的结论是一致的
.

当雷诺数

比较大时
,

计算结果有些不稳定
,

会 出现不规则的等值线
.

为得到比较稳定的结果
,

需要比较

长 的时间
.

其次计算结果的波动并不是很大
.
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·

4 C o n t o u r s o f v o rt e x

表 1 给 出了大涡中心 的坐标值并与 G h ial
` 0] 的计算值进行了比较

,

符合程度很好
.

通过本例 的详细讨论可以看到本方法应用于不可压缩流体的流动是成功的
.
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表 1大涡 中心的坐标

T a b le 1 Co o rd in at io n so f l ar ge d d Ey e e t ne r

Re 1 0 0 40 0 0 0 501 0 0 0 0

,1,1
,卫孟,ù5

一勺55

:
占.

一U00nU

7 5 0 0

0
.

5 1

243555.月.

nCO

ZQ山d5555 4n000

1 0 0 0 2 0 0 0 3 2 0 0

0
.

5 4 一 一
0

.

5 4 0
.

5 3 0 5 2

0
.

5 6 一 一
0

.

5 7 0 5 7 0
.

5 5

66
,1
25566

...-
0
ùUO
ó11ó22346

六D7内I
.

…
000
ōU二

(G h ia )
z
(p

r e s
.

)

, ( G h i a )

, (p
r e s

.

)

3 结 论

本文成功地将 B G K 法推广到不可压缩流体流动的数值模拟中
.

通过计算确认在不可压缩

流体流动 的数值模拟 中
,

应取 M 二 0
.

15 和 K 二 0
.

所得的结果和相应的计算结果或实验数据

都比较符合
.

应该指出
,

B G K 法使不可压缩流体流动的数值模拟和可压缩流体流动的数值模

拟统一起来
,

所以可建立通用 的软件
.

由于不需求解 Pof s so n 方程
,

故计算便于并行化
.

本方

法也很易推广到非结构网格上去
,

所以有广阔的应用前景
.

不足之处为计算时间较长
,

致谢 本文计算是在香港科技大学数学系计算中心完成 的
,

在此 向有关方面表示衷心感谢
.
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