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拟可积哈密顿系统中噪声诱发的混沌运

甘春标

(浙江大学力学系
,

郭乙木
杭州 3 1 0 0 2 7 )

摘要 研究拟可积哈密顿系统在谐和与噪声激励联合作用下 的混沌 运动
`

通过对噪声性质的假

定
,

并利用动力系统理论
,

给出了高维梅尔尼科夫方法应用于随机拟可积哈密顿系统的推广形

式
.

根据这种推广 的方法
,

研究了谐和与高斯白噪 声激励联合作用下两自由度拟可积哈密顿系

统 的同宿分岔
,

得出了系统发生混沌运动的参数闭值
,

并由此讨论了噪声对系统的混沌运动 的

影响
.

蒙特
一

卡罗方法模拟
、

李雅普诺夫指数等数值结果表明
,

这种推广 的方法 是有 效的
,

关键词 噪声激励
,

拟可积哈密顿系统
,

随机梅尔尼科夫方法
,

混沌运动

引 言

以往在对非线性动力系统 的混沌运动进行研究时
,

往往把随机激励 (如风
、

地震和海洋波

等 ) 下的系统理想化成确定性模型 [`一 3 }
,

通过对这些理想化模型 的梅尔尼科夫积分的计算来研

究系统的同宿或异宿分岔
,

从而得出系统发生混沌运动的参数阂值
.

这种思想存在两大缺点
:

其

一
,

通过理想化模型 的分析而得到的结果的有效性依赖 于模型中的谐和激励 的振幅和频率的选

取是否合理地反映实际应用中的随机激励
;
其二

,

对理想化 的模型来说
,

若系统存在势能阱
,

激励的振幅足够小而使得系统的梅尔尼科夫积分不存在简单零点
,

这意味着系统 的运动将不能

够逃逸 出此系统的势能阱
.

但实际情况是
,

对高斯 白噪声等随机激励下的系统
,

不管噪声的强

度如何小
,

系统的运动都有可能随机地逃逸出势能阱
,

这样理想化的确定性模型就不可能真实

地反映实际应用 中随机系统的性质
.

因此
,

更 自然更合理 的选择是将梅尔尼科夫理论直接应用于随机 系统的研究
.

当外部扰动

足够小
,

且随机激励过程的均值一致连续有界时
,

梅尔尼科夫理论 同样能够适用
.

自 90 年代以

来
,

随机梅尔尼科夫方法越来越普遍地应用于随机动力系统的混沌运动 的分析
。

文 叫 利用高

斯 白噪声逼近 的方法
,

研究了 S ih n oz u
ak 噪声檄励下非线性振动系统的同宿分岔

,

并通过对系

统的梅尔尼科夫积分的均值
、

方差等统计量的计算
,

得 出了系统发生同宿分岔后相空间的流量

的渐近表达式
.

ix e[ 5 { 利用随机梅尔尼科夫方法导出了受谐和外力 与高斯 白噪声外激励共同作

用下的硬弹簧杜芬振子出现 混沌运动 的条件
,

得出噪声外激励 的作用可减小参数空间的混沌域

的结论
.

最近
,

iL n 与 Y im 同 通过研究硬弹簧杜芬振子在受谐和外力与高斯白噪声参激作用下

的随机梅尔尼科夫过程
,

发现噪声参激的作用可以扩大参数 空间的混沌域
.

迄今
,

对随机动力系统的混沌运动的研究还局限于单 自由度系统
.

本文利用高维梅尔尼科

夫理论
,

分析随机激励下拟可积哈密顿系统的混沌运动
.

全文安排如下
:

第一节
,

通过动力系统

理论 以及对噪声性质的假设
,

给 出高维梅尔尼科夫方法应用于随机激励下拟可积哈密顿系统的

19 9 9一 0 6 一 3 0 收到第一稿
,

19 9 9一 12 一 13 收到修改稿
.
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推广形式
,

第二节
,

利用这种推广的方法
,

分析高斯 白噪声激励下两 自由度拟可积哈密顿系统

的同宿分岔
,

给出系统发生混沌运动的参数闭值
,

并讨论随机激励对系统的混沌运动的影响
;

第三节
,

由蒙特
一

卡罗方法模拟系统的运动
,

并由此计算运动的最大李雅普诺夫指数
,

以验证

理论结果的合理性
; 在本文 的第四 节给出我们的结论

.

1 高维随机梅尔尼科夫方法

考虑如下系统
工 = J D x H (义 ) + : g (X

,

0
, e ,

G ; : )

沙= 。
,

( x
,

o ) 。 丑
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_

` . ` _
. _

_
_

“ _ _ . ,
_

. ,

_

其中
,

J = { 几 梦 } (I 以 为 n \ n 单位矩阵) ; 0 《 ` < ;l C 〔 R
” 为参数 向量

; G ( )t 三

\ 一 I d O /
’

一

“ 1
()t

,

若2 (t)
,

…
,

条
。

(t) )T 为随机激励过程向量
.

假设

( l) 当
: 二 0 时

,

系统 ( L )I 是完全可积的
,

即此时系统存在 n 个独立的首次积分 H 三

K , ,

从
,

…
,

凡
: ,

除去系统的不动 点外
,

D x K , ,

D x 凡
,

… D x K
。
是逐点线性独立的

,

且 凡 与

凡 的泊松括弧 { K
, ,

tjI } 三 ( J D x 凡
,

D x 凡 ) 七 O (对 V 泛
,

j)
,

其中 (
,

.) 为欧氏内积
.

( 2 ) 当
: 二 0 时

,

系统 (1
.

1) 存在双曲不动点
,

其 n 维稳定和 n 维不稳定流形重合构成一个

n 维同宿不变流形 .r

(3) 对 城 = 1
,

2
,

…
,

Z n
,

随机激励过程 石
,
(约的集合平均 (均值 ) E匡

:

( )t] 为一致连续有界的
.

则从集合平均的意义上来说
,

系统 ( 1
.

1) 的双 曲不动点在随机扰动下将继续存在 川
,

且确定性情

形下的高维尔尼科夫方法仍然适用
,

不过此时梅尔尼科夫函数应看成是扰动后系统的稳定和不

稳定流形间的随机距离的一种量度
.

综合文献 !4
,

刃可得系统 ( 1
.

1) 的梅尔尼科夫函数向量为

M (0
。 , e

) 三 (五了
1
( 0

。 , e
)

,

姚 (o
。 , e

)
,

…
,

八几 (0
。 , e

) )
T

( 1
.

2)

其中

`
、1卫,尹

nJL
子、̀、

、 ....少

!`以 L以 0 , “ , =
j

_ co 、刀 x 八` ’
“ ,又q o气不 ,

,

` 不十 ” o ’

行 、不十 不0 ” “ ` U ’ Q 不 = `性 ` J气口 0 ’ “ , + `以 `·气t, 。 , “ ,

= 1
,

2
,

…
,
n

式 ( 1 3 ) 中
,

q 。
(t ) 二 ( q

: 。
(̀ )

,

。 2。
( r )

,

…
,

。2 ,,
,

。
( t ))

T 为无扰动 (
: = O) 时同宿不变形 r 的参数表达

式 ; 五几、
(0

。 , e
) 为 iM (o

。 , e
) 的均值

,

几人
, ,

(0
。 , e

) 为由随机激励 G 0 + t o
) 引起的从 (0

。 , e
) 的随

机部分 伍= 1
,

2
,

…
, , i

)
`

若系统不存在随机激励 的作用 (即 从
二

( 0
。 ,

c) 三 0 “ = 1
,

2
,

…
,
n ) )

,

由动力系统理论可知
,

当谐和激励的振幅足够大而使得 从
汉
(O

。 , c o
) 存在简单零点的话

,

系统的稳定和不稳定流形将横

截相交
,

从而系统的内部将发生混沌运动
.

然而
,

随机激励的作用往往使得确定性情况下发生

混沌运动的参数闭值发生偏离
,

其偏离程度依赖于随机激励过程的性质
,

需要计算它们的统计

量
,

并进一步利用数值模拟才能够确定
.

以下
,

我们将通过一个实例来进行说明
.

2 实例分析

我们选取高斯自噪声激励下两 自由度拟可积哈密顿为进行具体研究
.
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其中 入
, 。 为正常数 ; 料 ,

b
,

7 为无量纲化参数
; 0 《 : < 1 ; 《 t) 为高斯 白噪声过程

,

谱密度为 50
.

无扰时 (
: = 0) 系统 (2

.

1) 是可积的
,

其两个独立的积分为
:

“ 一 K l 一

击{斌 十 X`,
2 十

x(I
+ X`,

2

,
-

入 (x
; x 3 + x Z x 4

)一 。 (x
Zx 3一 x l二 4 )

凡 二 御 x3 一 x l x 4

( 2
.

2 a
)

( 2
.

2 b )

此时
,

￡ = 0 时系统 ( 2
.

1) 在双 曲不动点 (0
,

0
,

0
,

0) 处分别有一个二维的稳定和不稳定流形
,

并

重合构成一个二维同宿不变流形 r
.

r 的解析表达式为

r =
{ (

x , 、 (t )
, x Z、 (t )

, 二 3、 (`)
, x 4、 ( t ) ) == 2 一 ` / 4 [

s e e h ( 4 At ) ]
` / 2

( e
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e 入` e o s 山 t , e 入̀ s i n o t ) 。 几
4 ,

t o R } (2
.

3 )

不难验证
,

系统 (2
.

1) 满足上一节的三个假设
.

由推广的高维梅尔尼科夫方法
,

系统受到扰

动后的二维随机梅尔尼科夫积分向量为
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,
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.
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.

1 3 )

时
,

系统 ( 2
.

1) 的稳定和不稳定流形将发生横截相交
,

从而出现混沌运动
.
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若系统存在 随机激励 (即 守 并 ) 0时
,
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1 ,

)

」 ( 2
.

15 )

内取有意义的值
.

由 (2
.

14 ) 与 (2
.

15 ) 两式可知
,

即使在确定性情形下式 (2
.

13 ) 不满足
,

但随机

激励 的出现可使 ( 2
.

1 3 ) 式随机地得到满足
,

只要方差 。从
二

(i = 1
,

2 ) 足够大的话
.

这说明随机

激励的作用可增大系统的混沌域
,

使得系统更容易产生混沌运动
.

以下我们通过数值模拟来进

行说明
,

3 数值结果

在本文的数值结果中
,

我们均取 、 = 1
,

入 = 1
.

2 5
, : 二 0

.

1
,

步长取为 .0 0 01
.

对高斯 白噪声的

模拟
,

目前普遍采用 的是蒙特
一

卡罗方法 sl[
.

对确定性动力系统
,

混沌运动的定量判别方法有

很多
,

如系统运动的响应
、

庞卡莱映射
、

功率谱分析
、

最大李雅普诺夫指数等等
.

其中
,

李雅

普诺夫指数是刻画系统的相空间中轨道的指数收敛或发散率的无量纲化单位
,

最大李雅普诺夫

指数大于零即意味着内部 出现混沌运动
,

它适用于任何确定性或随机动力系统的混沌运动的判

别
,

而庞卡莱映射 以及功率谱分析等方法却无这个优点
,

根据它们来判别随机动力系统中的混

沌运动往往比较复杂
,

甚至会导致错误的结论
.

对于随机动力系统
,

若系统 的样本响应幅值不

是太大
,

其最大李雅普诺夫指数往往近似地等于或小于零
,

由文献 踌
,

9〕可知
,

此时系统的运

动不是混沌的
.

以下我们就利用系统 ( 2
.

1) 中变量
x l

( )t 运动 的时间历程 ( t 、 x l
(约) 以及最大李

雅普诺夫指数 L , 的计算来进行判别
.

在对 以下各图的描绘中
,

系统 (2
.

1) 中的参数取值参考式 (2
.

1 3~ 2
.

1 5 )
.

当 守 = 0
,

乙 = 3
.

认

。 = 1
.

0 时
,

通过数值积分可得 ( 2
.

1 1) 式的右边近似为 一 .3 21 0
,

故 (2
.

1 3 ) 式不满足
,

系统的运动为

周期的 (见图 l)
,

其最大李雅普诺夫指数近似为 L l 、 0
.

0 0 3 2
.

随着 b 的增大 ( (2
.

川 式的右边近

似为 一 1
.

9 26
,

不满足 ( 2
.

13 ) 式 )
,

由图 2 可知
,

系统的运动变为拟周期的
,

此运动的前两个较大的

李雅普诺夫指数分别为 L l 二 .0 0 0 44 与 L : 二 0
.

0 01 7
.

随着 b 的进一步增大 ( (2
.

1 1) 式的右边约为

一 .0 9 63
,

近似地满足 ( 2
.

13 ) 式 )
,

系统的运动变为混沌运动 (见图 3
.

L ; 二 .0 2 3 )
.

对随机激励下系

统的运动的模拟
,

我们首先计算 10 个不同的样本
,

然后再对它们进行平均
,

取它们的均值来刻

画
,

并利用此均值来计算最大李雅普诺夫指数
·

对于图 4
,

由于 I , = 卜 3
.

7 14
,
一 2

.

7叫
,

故 (2
.

13 ) 式

不满足
,

此时系统的运动虽无规则
,

但不是混沌运动
,

其最大李雅普诺夫指数为 L I 、 0
.

0 0 8 7
,

随

着 守与 S0 的增大
,

式 ( .2 1 3 ) 可随机地得到满足 (由图 5 中所给参数
,

可得 1 1 = !一 2
.

333
,
一 0

.

3 0 7}
,

I : = 卜1
.

0 18
,

+ 1
.

0 1 8}
,

而对于图 6
,

有 11 = 卜4
.

6 3 2
。

刊
.

7 8 0」
,

12 = 卜2
.

5 4 4
,

+ 2 5 4 4 )
,

由 I习 5
,

图 6
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第5 期 甘春标等
:

拟可积哈密顿系统中噪声诱发的混沌运动

可见
,

图 1 中的周期运动与图 2 中的拟周期运动在附加随机激励作用后将变 为混沌运动
,

从

而
,

我们可知
,

噪声激励的作用可使系统更容易出现混沌运动
.

需要对 图 3
、

图 5 与图 6 说明

的是
,

随着时间的增加
,

系统的运动仍将继续无规则地振荡
,

并不会衰减至平衡位置
.

4 结 论

本文利用动力系统理论
,

通过对随机激励性质 的假定
,

给出了高维梅尔尼科夫方法应用于

拟可积随机哈密顿系统的同宿分岔与混沌运动研究的推广形式
.

实例的理论与数值研究结果表

明
,

高维梅尔尼科夫方法同样适用于本文所讨论的随机动力系统的分析
.

此外
,

通过实例的研

究还可发现
,

在高斯 白噪声外激励的作用下
,

确定性情形下的混沌 阂值往往要发生偏离
,

随着

随机梅尔尼科夫过程 的方差的增加
,

混沌闭值也随机地变化于一个更大的区间
,

从而也就使得

系统更容易出现混沌运动
.
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