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摘要 利用 K n o w les 与 S t er n b er g 提出的非线性弹性大变形应变能函数
,

对橡胶楔体与刚性缺

口接触问题进行了大变形渐近分析
,

推导了楔体尖端场的渐近方程
,

得到楔体尖端附近的应力

应变场及应力的奇异性指数与橡胶楔体角度
、

刚性缺 口角度及材料常数有关的表达式
;
楔尖附

近同一半径上应力分量为常数
.

同时
,

利用非线性有限元理论编制了大变形有限元程序
,

考虑

楔体尖端与缺 口接触边界条件
,

计算得到了与分析解一致的结论
.

当缺口角度大于 万 ,

则变为

另一个完全不同的 问题
.

当缺 口角度等于 7r ,

则为两种问题的过渡阶段
.

关健词 非线性弹性
.

大变形
.

橡胶楔体
,

刚性缺 口
.

渐 近分析
,

有限元

引 言

楔体尖端受集中力或力偶作用的线弹性解表明楔体中应力具有
r 一 1 奇异性

,

当 r 叶 O 时
,

应变趋于无穷大
,

此线弹性解不再适用
,

而必须用非线性弹性有限变形理论来解答
,

对于橡胶材

料的楔体问题
,

就更是如此
.

非线性弹性有限变形最关键的问题是提出一种合理的本构关系
,

特

别是对含奇异点的问题
,

本构关系能否描述其行为
,

尤为重要
.

19 73 年 K on w les 和 s t er bn er sll }

提 出了一种本构关系
,

并对裂纹尖端场进行了分析 11, 2】
,

但他们只考虑了收缩区
.

19 90 年及

1 9 9 7 年高玉臣 la, 4 1从不同的思想出发
,

提出了两种本构关系
,

并利用分区思想对裂纹尖端场进

行了分析
,

得到了合理的结论
.

利用不同的本构关系
,

文献 踌
,

61分别解决了受任意方向集中力

拉伸橡胶楔体尖端应力应变场这一问题
,

得到了一致结论
:

楔体尖端几乎处于单向拉伸状态
,

应力场的幅度与外力大小有关
,

而与外力方向无关
.

对于接触表面含有尖点的接触问题
,

小变

形理论同样不恰当
,

特别是对于能产生很大变形的橡胶类材料
.

本文利用文献 【l] 提出的本构

关系
,

对橡胶楔体压入刚性缺 口接触大变形问题进行了分析
,

得到楔体尖端的力学特性
.

同时

编制 了对应 K n o w le s 和 s t er n b er g ll] 提出的应变能函数的有限变形程序
,

考虑接触非线性边界

条件
,

计算了同一问题
,

有 限元计算结果与本文的理论解符合很好
.

1 基本方程

考虑三维弹性体区域
,

P 和 Q

标
,

则变形前后的坐标标架为

分别表示变形前后的位置矢量
, x ,

(坛= l
,

2
,

3 ) 表示随体坐

~ O P 0 a Q
厂 i = 下

~ ~了 ,

材
:

= 下 , 万
a X

`

O X
`

( 1)

1 9 9 8一 1 2一 2 0 收到第一稿
,

2 0 0 0 一 0 3一 0 8 收到修改稿
.

l) 中国科学院王宽诚博士后工作奖励基金资助项 目
.
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位移梯度为

F = Q` ⑧ P (2 )

其中

其中

⑧ 为并矢符号
,

iE ns et in 求和约定适用于本文
.

Cau ch y
一

G er en 左右变形张量为

D 二 F T
·

F
,

d = F
·

F T

( 3 )

本文用到 的几个应变不变量

I = D : E = :d E
,

J 二 de ` }Q
`

·

尸 } (4 )

E 为单位张量
.

文献 川 中提出的变形前单位体积 内变形能为

w = (A l + B J 十 C I J 一 “
)
”

(5 )

其中 A
,

B
,

C
, 。 为材料常数

.

由此可得到 iK
r hc ho ff 应力张量

口 = 2 (6 )

C a u hc y 应力则为
了 = J 一 I F

.

口 F T

(7 )

由 (1 )、 ( 7)
,

K i r hc h o ff 应力为

_ _ _ _ _ 。
、

_ ,

「 _ B
_

_
_ , _ _ _ , _

_ _ ,

_
、

1

口 = Zn (A l + 刀 J + C I J 一 `
)
了

一
1

IA 名 + 了 J刀一 `
一 C l咬一

几

( I刀 一 `
一 石 ) 】

L Z

”
J

(8 )

将 (8 ) 式代入 ( 7) 式
,

并结合 (3 )
,

(4 )
,

可得

_ _ _ _ _ 。 、

_ , /
_

1 _ _

_ _
_

_ 八
了 = Z n J 一

人

( A l + 刀 J + C I J 一
`

)
’ `一 且

{ A d + 二万 J 名 一 C d
`

l
\ 2 /

(9 )

平衡方程为
_ 、

a下

Q
’ ·

下 , 万 = U

U X
.

( 10 )

2 渐近分析

.2 1 渐近方程

为了描述物体的变形
,

我们引入两个 L ag
r
an ig an 坐标系

,

一个表示变形前的柱坐标 (R
,

日
,

z)
,

另一个是变形后的柱坐标 (
r ,

0
,

习
,

由于研究的是平面应变问题
,

所以 之方 向变形为零
,

即 : = Z,

变形前后坐标系如图 l( a)
,

(b ) 所示
.

对于变形前后同一个物质点位置的对应关系
,

通过大量分

析
,

我们设映射函数为

丑 = : ` 一占f (o )
,

日 = 。 (0 ) ( 1 1)

其中 占是小于 1 的正数
,

f (0) 和 g (的 为待定函数
.
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(a) 变形前的坐标系

(
a
) C o o r di n a t e sy s t e m b e

fo
r e d e

fo
r
m

a t i o n

(b ) 变形后的坐标系

(b) C o o r di n a t e sy s t e m a ft e r d e
fo mr

a t i o n

图 1 坐标系

F i g
.

1 C o o r di n at e sy s t e m s

、、,了、、万产
q曰Od11ù .1

r̀̀、了.、

令
e 。

, e e
, e r , e 。 分别表示在 (R

,

日) 和 (
r ,

8 ) 坐标下的单位向量
,

即

a P a P
e R =

e r =

根据方程 ( 1) ~ ( 3 ) 可得

p
r 一

琴
p 。 一

纂

石万
, “ e 二 天石百

口Q O Q
石于

, e “ 二 不丽

= : 一 占
(l 一 占) f

e 几

= : ’ 一占( f
` e 几 + f , ` e 。

)

( 14 )

P
r

=

尸 0 二

·` “ 一“ f g ` e R 一 厂
e “ )飞

r 百一 ` q一 `
( 1一 占) f

e e
J

( 15 )

其中

g = ( 1 一 占)f
Z夕`

(1 6 )

、 ,J矛、 、̀rZ门了ǎ从ù峨.二. .上了..、了`
`

由方程 (l )~ (3 ) 及 ( 1 2 )、 ( 16 ) 可以得到

d = r ,` 。一 ,

【( f
, 。` , + f ,

)
e , 。 e , + ( 1 一 占)

’ f Z e 。 。 e 。 -

( l 一 ` ) f f
,

(
e , ⑧ e 。 + e 。 。 e ,

)1

d 一 , = r 一 2占

l(
l 一 占)

Z
f

Z e ,

。 e , + (f
Z。 , 2 + f

` 2
)

e 。 。 e 。 +

( l 一 占)f f
,

(
e , ⑧ e , + e 。 。 e r

)」

由方程 (4 )
,

( 1 2 )、 ( 18 )
,

有
I = r Z占qP

一 2 ,

J 二 r Z` q 一 1

( 1 9 )
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其中 p = f Z。` 2 + f
, 2 + (一 占)

2 f 2
.

将方程 (17 ) ~ (19 ) 代入方程 (9 )
,

进行量级比较
,

省略高阶小量
,

保留 r 的最低幂次项得

了 = 一 nZ C
n

J 一 1
尸

一 I J 一 2 (” 一 1 ) d 一 1 二

Zo e “ : 一 2 占(” + ` )卯
“ 一 `

l( 1
一 ` )

Z f Z e r

o e ,

+ (f
Z。` 2 + f

` 2
)

e o ⑧ e 。 +

( l 一 占) f f
,

(
e r ⑧ e 。 + e 。 ⑧ e r

) } (2 0 )

根据方程 (20 )
,

各应力分量分别为

几
二 = 一 Z n C n

( l 一 占)
Z o p ” 一 ’ f Z : 一 2占(” + ’ )

6T a = 一 Z n C
n

即
“ 一 `

(f
Z。 , 2 + f

` 2
)
: 一 “ J (” + ` )

升 e = 一 Zn C 几
( 1 一 占)即

n 一 ` f f
`: 一 2` (” + ` )

由平衡方程 (1 0) 可得

(2 1)

1 口几
。 l

+ 一 二长
二 + 一 (乓

, 一 0T 司 = U
r 口口 r

1 口仰 。

r a s

(2 2 )

= 0

r一r
.

r一r击一a击一a

将方程 ( 21 ) 代入 (22 ) 式
,

并经过复杂的推导
、

整理
、

化简得下面的渐近方程

`
”

卜
·

: 一̀
` ,̀

, 2 ·

宁【
` ·

:
(一

` )了
2夕, 2

{
·

(
2
一击 )牛

-

2 (一
` )

器
一

击
{。

, 2 一 (卜 。)
2

!卜 2 (· + 1)司卜
。

了
, ,

}券
一 `

{
+ 2

子
+

(
` +

击 )子
+

瑟(
` 一 ` +

击共)
+

击
{。

, 2 一 (卜 。 )
2
!卜

2 (n + 1)司} 一 。

(2 3 )

2
.

2 定解条件及方程的解

由渐近方程 ( 2 3 ) 可见
,

方程仅包含 0 一个 自变量
.

在变形过程中
,

楔体尖端处的边界 已与

缺 口的边界完全接触
,

因此 由接触边界条件可得

夕(a ) = 口
,

夕(一 a ) = 一口 (2 4 )

其中口表示半个楔体角度
, 。 表示半个缺 口角度

,

如图 1 中所示
.

假设楔体与缺 口为光滑接触
,

所以有

在 0 二 士 a 处
,

升。 = 0 ( 2 5 )

结合 (21 )
,

(25 ) 两式
,

得下面条件

f’ (a) = 厂(一 a) = o (2 6 )
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根据定解条件 (24 )
,

(26 ) 两式及渐近方程 (23 )
,

通过数值计算得

了一 f0
,

g 二
与 (2 7)

其中 f0 是一个与外载荷大小有关的表示幅值的常数
,

微分方程 的特征值 占可表示为

( 1 一 占)
2 【1 一 2 (。 + 1 )占」= 口2

/
a Z

(2 8 )

将 (27 ) 式代入 ( 1 1) 式
,

可以得到本文所解问题的具体变形模式

R 一 fo
r ` 一 `

,

日 = 旦。 ( 2 9 )

应力表达式 ( 21 ) 则变为

乓
r

=

劝 O = } ( 30 )

介口 =

一 Z n C ”
( 1 一 占)

2
即

” 一 `

后
: 一 2 ` (” + ` )

一 Z n C ”
即

” 一 `

后 , ` Z r 一 2̀ (̀ + ” )

0

此时
,

p = 殆口
2
/护 + ( l 一 句

2

后
,

q = ( 1 一 司赌口/ .a

3 有限元计算与理论分析解比较

本文对变形体中物质点的运动采用 L ag ar n ig an 描述法
,

结合本文所用应变能函数编制了

非线性弹性有限元程序
.

根据编制的有限元程序
,

并经过算例考证后
,

我们求解了本文理论部

分所分析的问题
.

考虑问题 的对称性
,

计算模型只采用了半个楔体
.

采用 4 节点单元
,

角度方

向为 8 等分
,

共 3 20 个单元
,

3 61 个节点
.

在计算中
,

应变能函数中的常数我们取了一组值为

A = .6 0
,

B = 12 .0
,

C 二 .6 0
, n = .2 5

.

对几组不 同角度的楔体与缺 口相压情况进行计算
,

所得

结果相似
,

文中只给出 a 二 7r / 4
,

口 = 7r / 6 的计算结果
.

计算模型如图 2 所示
,

变形后楔体尖部

形貌如图 3 所示
.

计算所得
: 一 R

, r 一 升
r , r 一 初 。 ,

日 一 几
r ,

日 一 , 0 ,

日 一 0 关系曲线与由方程

(28 )、 (30 ) 得到的相应理论 曲线 比较如图 4~ 图 .9

{{{…
`̀

毛毛毛

图 Z Q = 7T
/ 4

,

口= 7r
/6 计算模型

F i g
.

2 C a l e u l a t i n g m o d e l fo
r 。 = 汀 / 4

,

口 = 了 / 6

图 3 变形后楔体尖端形貌

F i g
.

3 S h a p e o f t h e

we d g e t i P a ft e r d e fo r m a t io n
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4 结 论

l) 橡胶材料楔体与刚性缺口 的接触问题
,

不包含收缩区和扩张区
.

2 ) 径向变形具有奇异性
,

奇异指数 占依赖于橡胶楔体的角度与刚性缺 口角度的比值
.

3 ) 橡胶楔体压入缺 口 的部分
,

压入前的角度 日 与压入后同一物质点的角度 0 的比值为一

常数
.

通过有限元计算网格看
,

计算网格压入缺 口部分均匀散开
.

4 ) 楔体尖端应力分量 乓
,

与 , e 具有同样奇异性
r 一 2 (” +1 )̀

,

应力分量大小都与 a 无关
.
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