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摘要 将文 【l] 所提出的对拓扑变量的独立连续映射 (I C M ) 的拓扑优化方法应用于连续体结

构
,

从而建立了统一的以重量为目标
,

考虑应力和位移约束的连续体结构拓扑优化模型
.

通过

对位移
一

应力拓扑解和各工况下应力拓扑解的综合协调
,

进而对于协调拓扑解按照阐值完成从

离散到连续的反演
,

并且采用分层与加权策略克服了
“

荷载病态
”

困难
.

给出的经典的二维平

面问题和三维连续体结构拓扑优化算例表明
,

这种统一的模型由骨架结构发展到连续体结构 的

优化也是成功的
.

关扭词 模型化
,

连续体
,

结构拓扑优化

引 言

结构拓扑优化被公认为是具有挑战性和潜在经济效益的研究领域之一 其研究历史可追溯

到 19 04 年 M ihc ell 提出的析架理论
.

尽管结构优化理论首先在拓扑布局优化方面提出
,

但人们

从 60 年代以来相继建立了截面优化及形状优化等方面的理论体系
.

对拓扑优化的研究是 70 年

代末以来的工作
.

而连续体结构拓扑优化由于其特有的难度
,

几乎未得到发展
,

直到近 10 年来

才取得 T 快速的发展
.

代表性的工作有 B e n d s o e 和 K ik u e h i 提出的均匀化 (H
o m o g e n i z a t i o n

) 方

法 以及变密度法
、

变厚度法等
;
其它一些工作

,

如 iX
e 和 S t ve en 提出的

“

进化算法
” ,

sE hc en au er

的
“

泡泡法
” ,

oJ g 和 H ab er 等人的
“

等周方法
”

也是一些较有意义的工作 !卜 5 ]
.

连续体结构拓扑

优化 的已有工作主要研究了受到整体约束下 (如体积约束
、

结构 自振频率约束等)
,

以结构柔顺

度为 目标函数的优化问题
.

而实际结构中应力和位移约束是非常重要 的
,

不考虑它们的设计是

不能付诸工程使用的
.

同时骨架结构与连续体结构的拓扑优化选用了不同的 目标函数
,

前者多

以结构重量极小化为 目标 ; 后者多以结构柔顺性最小为目标
.

因此
,

骨架结构与连续体结构拓

扑优化模型无法统一
,

无法将骨架结构拓扑优化的有效模型及解法推广到连续体结构拓扑优化

中
,

尤其是柔顺度对应着某一工况
,

无法处理多工况问题
.

另外
,

利用 目前给出的均匀化方法

或密度法的模型很难建立位移约束与拓扑设计变量的近似显函数关系
; 即使建立了这一关系

,

也由于该 问题中拓扑设计变量过多
,

难以利用常规的数学规划方法进行求解
.

为了解决上述问

题
,

我们从文 {6 ]对拓扑变量提出的 I C M (I
n d e p e n d e n t

一

C o n t i n u o u s M a p p i n g )模型寻找出路
,

经

过推导和算例检验
,

我们成功地将 CI M 法推广到连续体结构拓扑优化中
,

并交替使用对偶非

线性规划方法和准则法
,

较好地解决了这一问题
.
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1 I C M 模型下含应力和位移约束的连续体结构拓扑优化对偶解法

将文 6[] 提 出的独立
、

连续拓扑变量概念用于连续体
,

即把拓扑变量从依附于截面层等低

层次变量上抽象出来
,

成为独立的层 次
.

拓扑变量 红表征第 乞号膜或块体的有与无
,

代替传统

的 t ` = 0 或 1 的离散值
,

取 t * 〔 !0 1] 中连续值
,

表示从无到有的过渡状态
,

并用过渡函数 f( i)t

识别单元重量
、

刚度和许用应力
,

于是将离散的拓扑优化模型映射成连续可微的优化模型
ó

1
1............少

V

求 t = ( t
l ,

t Z
,

…
,

t 。 )
T

M
ǹ
w =
艺了( ,

、
)。牙

5
.

t
.

a “ 三 f ( t
`
)
a

夕
u v z 三可

0三 t , 三 l

(乞= 1
,

…
,
。 : l = 1

,

…
,

式中 认 是 i 单元独立
、

连续拓扑变量
,

氏 , 为单元 i

用应力
,

w牙为 坛单元 的固有重量
; 万,

是位移约束
,

f ( t ) = t 3

( l )

L ; v = 1

在工况 l 的 M i s e s

f( )t 为过滤函数

应力
,

岭 为单元 坛的许

6[]
,

本文采用如下形式

( 2 )

n 为单元总数
,

L 与 V 分别为荷载工况总数与位移约束总数
.

欲求解问题 ( l)
,

首先要建立位移关于单元拓扑设计变量的近似显函数
.

由莫尔定理知道

结构任意节点某一方 向的广义位移由下式给出

二 , 一

艺从
乞= 1

一

豁
口 :

T `

: d
”

(3 )

式中 , 万为单位虚荷载下单元 乞的应力向量
,

弓为实荷载下单元 ` 的应变向量
.

这里应变 向量
`

: = H 厂
` 。 } (4 )

其中 H 为材料刚度矩阵
,

且

H
` = f (t

`
)万

o

( 5)

对二维各向同性材料

(6 )

由 (5 ) 得

_

f 1
0 0 1

_ _ n
刀 l

_
.

1 n l

月
“

=

—
1 U I U !

1 一 v z l
,

l
! _ _ 1 一 七 1
1 U U

—
l

2 J

_ _ ,

1 。 一 1

拼
` 一

扁 0H
一

`

( 7 )

将 (4 ) 与 ( 7) 代入 ( 3 ) 得

D ` 一

扁厂
口
犷H

” 一 ` 口 ,vd
( 8)



第 2 期 隋允康等
:
多工况应力和位移约束下连续体结构拓扑优化 17 3

对模型中位移约束有

一睿
D

一客扁厂
。犷

T

“ “ 一 ` 口 ,d
·

(9 )

因位移约束属于整体约束
,

按上述得到式 ( 9 ) 表示的近似显函数是恰当的处理
,

而应力是局部

性约束
,

作零阶近似可节省大量计算量
,

由 ( l) 式中应力约束得
:

首先
,

采用满应力准则法将应力约束化为动态尺寸下限
,

获得拓扑变量值的下限
.

然后再

用规划法求解位移约束下的拓扑优化
.

下面给出应力约束的处理

f (“ ) 七 f (红) 一 m严 (
a “

/
a 牙) ( 1 0)

将 ( 9 ) 与 ( 1 0 ) 代入式 ( l ) 得

、

…
、

l
j

、、.声」

J

求 t 〔 E n

M `n w =

艺 , (“ )。牙

艺今 f(/ “ )二可

乞= 1

f (鱼)三 f ( t
、
)三 1

(坛= 1
,
二

, ,

;n j = 1
,

…
,

( 1 1 )

其中

( 12 )
云= 1

a J = u r ,

厂
。 “T

H
O一 ’ 口 ,d

·

j = (
r 一 1)

x L + 七 v = 1
,

…
,

V l = 1
,

…
,

L ; J = V x L

引入变换

z ` = f ( t
`
) 一 f (鱼) ( 1 3 )

式 ( 1 1) 化 为
、

…
eeeelesesesseesZ,

、 .,Z

J

求
z 任 E 几

M `n w =

艺
。牙

: `

诬= 1

r
~

二垫匕 < 面

澎
z ` + c ` 一

`

A J ( 14 )

0 三毛 三万

(艺= 1
,

…
,
n : 夕= 1

,

其中

c ` = f (鱼)
,

可 = 1 一 e `

( 15 )
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式 (41 )是从包含单元数量很大的一个区域作为基结构开始优化的
,

每个单元包含一个拓扑

设计变量
,

因此基结构中拓扑变量数也很大
.

若单元数量达到 14 4 0 个
,

也就是说拓扑变量达

到 1 4 40 个
.

如果再考虑每个单元的应力和位移约束
,

则问题的全部约束数量将达到数千个以

上
.

对于三维连续体结构拓扑优化
,

其规模更大
.

为减少求解规模
,

我们按对偶非线性规划推

导
,

得到 式 ( 14 ) 对偶规划的二阶近似

求 入任 E J

J J

iM
。 一 拭习 二

喜丫丫 犷
任

一一
J`一口

7= I k = l 饭任 n a

A J* A * `入, 入*

(
z

{
。 ) + e `

)
3二牙

(1 6 )

林 「_ 一 3A
。

+ 夕 I丐 一 夕 , 万二二一 - - -丁

几 L 诬
曹二 2 (

`
;

“ ,

+ c `
)

.s t
.

入, 全 0 ( J = 1
,

…
,

J )

其中成
讨 为 对 迭代中近似值

0 < 对 < 不 } ( 1 7 )

将上式的解代入原
一

对偶关系中得

:
广=

(又 丛 0 )

(0 < 又 < 万)

(又 全万 )

( 18 )

和0又一召二了

!
z
,

!
、

; 一

西
一 c `

( 19 )

由式 ( 13 ) 得

t犷= f
一 `

(
z

广+ f (鱼) ) (2 0 )

因 J 远远小于 n
,

问题 ( 16 ) 的规模要比问题 (l) 小得多
,

加之采用了对位移约束数值上的粗删

策略
,

问题 ( 16 ) 的规模就更小了
.

2 应力与位移
一

应力拓扑解的综合协调和拓扑变 t 由连续向离散的反演

由于拓扑优化实际上要给出体现最佳传力路线的结构构成的空间关系
,

因而它对各工况的

应力是颇为敏感的
.

仅仅按上节的计算结果确定拓扑
,

势必忽略应力的作用
,

因此需把上节求

出的位移
一

应力拓扑解 同如下
,

求出的各工况应力拓扑解进行综合协调
.

单独考虑某工况下
,

应力的零阶近似所得的连续拓扑变量称为某工况下的应力拓扑解
.

由

式 ( l) 的应力约束得到 葱单元 l 工况下的应力拓扑解

古
+ ” = , 一 `

(
。 `:

/砰) ( 2 1 )

把前一节所得 的位移
一

应力拓扑解看成第 L + 1号荷载工况的应力拓扑解 讨井{
’ = 叮

,

从而得
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到 葱单元各工况下的协调拓扑解

,
{
” + ` ’ =

艺古
+ ` ’ / ( L + ` ) (2 2 )

在程序实现这一算法时
,

结构拓扑开始主要由应力控制
,

通常只对 L 个应力拓扑解进行综合
,

当位移
一

应力拓扑解参与控制时
,

才对 L + 1 个解进行综合
.

诊
+ ` ’ 由连续型变量向离散型变量的反演是借助于 f( 吐衅

` ’ ) 同一个 阑值 D `叶
` ’ 的比较而

实现的
,

其算法为
_

J
` (f (`:

” + ` , ) 全 ” `’ + ` , )

L O ( f ( t {
, + ` ’

) < D ( , + ` ) )
( 2 3 )

阑值的取法依赖于数值计算的经验
.

鉴于最优拓扑结构体现 了各单元对于结构整体 的综合效

应
,

因此每轮阑值的选取就应当同各单元的
“

无有转化
”

状态有关
.

显然
,

叮 二 l 的那些不必

再处理孔 只需关注那些还没有达到 1 的拓扑量
.

取单元的 f( 吐”
`

)) 的算术平均为有
、

无之间的界限是容易接受的
,

为了便于调控
,

再乘一

个折减系数 占(
, + ` )

。 `一 , 一

(￡
了(`{二

` ’ ) /一 )
·

。`一
,

、 t七 n e

(2 4 )

其中
,

n 。

为待反演单元总数
,

彭计
1 ) 在 .0 55 、 .0 85 之间取值

.

经过上述
“

反演计算
” ,

这一轮的拓扑优化就完成 了由连续型的拓扑变量向传统 压 1 型 的转

换
.

记这一轮 叮二 1 的所有拓扑变量的集合为 E (叶
` )

.

相应地
,

若 灯二 o
,

则 叮偌(E 奸
` )

.

此时折减系数不应选得过大
,

因为位移起作用时
,

一般拓扑结构已很接近最优拓扑
.

把每

个单元拓扑值同阑值相 比较
,

确定单元的取舍
.

经过本层反演计算
,

得到新的拓扑结构
,

再进

入下一轮迭代
.

拓扑优化迭代终止于两个准则的同时满足

I(w ( , + ` ) 一 w (” ) ) /w ( , + ` ) I三。 ( 2 5 )

E (
, + ` ) = 刀 (

” ) (2 6 )

式 (25 ) 中的 w 间
,

w (叶
, ) 为前轮与本轮迭代的结构名义重量

,
` 为输入的收敛精度

,

式 (2 6)

表明拓扑变量集合不再变动
.

在进行每轮新的迭代伊始
,

为了避免结构总刚度阵奇异
,

采用如下措施处理被删除的单元

`
{
· + 1 , 一

丁
` (`: 。 二`· + 1 ) )

L O
·

0 0 1 (t犷彭 E`
公 + ` ’ )

(2 7 )

新的一轮迭代时
,

单元刚度按下式计算

“ ` 一

关
;

B矛H
`B ` d

一 “ “ ,“牙一 “ “ ,

关
`

B了H? B诬d一

( 2 8 )

3 利用分层与加权系数策略克服
“
荷载病态

”
困难

给定 了作为基结构 的区域
,

影响单元拓扑值大小的因素除了同该单元在结构中的位置有

关
,

还与荷载分量间量级有关
.

以单工况为例
,

如果各荷载分量数值绝对值量级相差悬殊
,

会
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出现小荷载分量对应的单元被删除而没有传递小荷载的单元
.

如果用减小阑值的方法保留传递

小荷载的单元
,

必然导致传递大荷载 的结构过于
“

粗壮
” ,

因结构不清晰而给不出最优拓扑
.

类

似情况在多工况时各工况荷载量级相差悬殊时也会出现
.

这种荷载量级相差悬殊引起的困难非

常类似于结构分析时各部分刚度量级相差悬殊所引起的
.

“

总刚病态
”

的困难
,

因此我们称之为

结构拓扑优化中的
“

荷载病态
”

.

从
“

总刚病态
”

的克服可以得到解决这一困难的思路
.

把刚度量级过大的单元或子结构视

为刚性 的
,

而不对总刚度矩阵提供贡献
,

于是
“

总刚病态
”

的困难被克服了
.

其实质是把结构分

成刚体和弹性体两层处理
, “

荷载病态
”

困难也可引入分层处理策略去克服
.

另一个同时采用

的策略是适当缩小荷载量级差距
,

这即是加权系数法
.

经验表明
,

大小荷载绝对值之比在 10 0 以内不会出现
“

荷载病态
” ,

因此可以用比值超过 100

为限将荷载分为大小两层
.

从工程角度看
,

不应将荷载分为三个层次
,

因为在 1 0 0 0 0 的比值下

小荷载实际上 已达到可忽略的程度
.

下面以多工况为例说明分层与加权系数两个策略的执行
.

首先把多工况分为大荷载工况和

小荷载工况两大类
.

a) 第一层优化时主要计算出传递大荷载工况的结构
,

由于此时不必考虑小荷载工况的传递

路线是否被结构包含
,

所以可选择较大的删除率 (即取大的阑值 )
,

用较少的单元组成清晰的结

构
,

称为第一层结构
.

b ) 第二层优化时
,

保持组成第一层结构的单元不变
,

第一层结构的单元参与结构分析
,

但

不参与优化 将结构在小荷载工况作用下所得单元拓扑值古
十 ` , 乘以一荷载加权系数

。` ,

然后

与其它工况下单元拓扑值进行综合评价
,

确定出闭值
,

对剩余的单元进行反演计算
,

得到既能

传递大荷载工况又能传递小荷载工况的最终 的拓扑结构形式
.

顺便指出
,

第一层对小荷载工况的效应不予考虑
,

第二层在大荷载工况的结果上考虑小荷

载工况的效应
,

这类似于分层加载的做法
.

上述第二层 的执行中涉及到对于加权系数 cl 的计算

。 ` 一

万
`

L PI
·

只
几

/ ( 3 aP )

(l 为大荷载工况 )

(l 为小荷载工况 )
(2 9 )

其中 月
,

只
n

分别是 l 号荷载工况和最大荷载工况的荷载绝对值的最大值
.

aP 为所有小荷载工

况的荷载绝对值的最大值的算术平均
.

加权系数
。 , 的选取体现了使荷载数值缩小差距且保持差

别的原则
.

相应地
,

第二层计算 中的阂值采用如下算法

D `· + ” 一 。`” ,
·

艺艺 , (古
+ ` ’ )

·

e ,
z (n

。

L ) (3 0 )
l= l 葱〔 几 e

数值实验表明这一阑值的选定十分有效
.

关于单工况中存在大小荷载绝对值量级比为 1 00 以上的亦是类似的算法
.

有位移
一

应力拓

扑解时作为大荷载 的第 L + 1 号解参与进去即可
.

4 算例与讨论

例 1 如图 1所示
,

基结构为 .0 24 m x 0
.

l m 的平面体
,

厚度 .0 O09 m
,

材料弹性模量为 .6 8 89 x
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2 0, O N /m
Z ,

许用应力为 1
.

55 x 10 8 N /m
Z ,

设密度为 1
.

0 9 /m m 3
.

划分为 4 8 x 2 0 个矩形单元
.

一

集中荷载 尸 = 15 6 00 N 作用于右边界中点
,

为避免应力集中的影响
,

将荷载分散在右边界中间

m2 4住

尸

eewewe
.

古甲

的三个节点上
.

右边界中点处垂直向下位移约束

二 0
.

15 m m
.

左边界全部采用固定约束
.

优化后拓

扑结构如图 2 所示
.

占 = .0 7 75
,

迭代次数 = 5
,

W = 6 2 5 00 9
·

仅在应力约束下的拓扑与文 【lj 结

果相同
,

见图 .3

例 2 如图 4 所示
,

基结构为一 1 6 m m x l o m m

的平面体
,

厚度为 l m m
,

材料弹性模量为 .2 0 x

10 5 N /m
Z ,

许用应力为 7 o o o N /m m Z ,

设密度为

L o g /m m ”
.

划 分为 64
x
40 个矩形单元

,

荷载

F = 1 00 0 N
,

A 点处垂直向下位移约束 = .0 6 m m
,

B
,

C 点处垂直向下位移约束 = o
.

12 m m
.

优化后

拓扑结构如图 5 所示
.

占= .0 6 15
,

迭代次数 = 18
,

W = 4 4
.

3 7 5 9
.

卜坠一…
F ig

图 1 例 1 基结构

B as ie s t r u e t u r e o f e x a m P le l

图 2 例 1 拓扑优化结果

F i g Z O P t i m u m t o p o lo g y

图 3 例 1 仅在应 力约束下 的结果

F ig
.

3 T h e r e s u lt w it h s t r e ss
e o n s t r a i n t s o n ly

BBB A CCC

图 4 例 2 基结构

F ig
.

4 B as ie s t r u e t u r e o f e x a m P le Z

图 5 例 2 拓扑优化结果

F ig
.

5 O P t im
u m t o P o lo g y r e s u l t o f e x a m p l e Z

例 3 如图 6 所示
,

基本结构为 1 x 1 x l (m
”
) 的立方体

,

划分为 1 0 x 1 0 x 10 个正方体块体

元
,

材料弹性模量为 6
·

8 8 9 x 10 ` o N /m
Z ,

设密度为 1
.

0 9 /m m 3 ,

许用应力为 1
.

5 5 x l o 8 N / m
2

.

四

个集中荷载 P = 25 0 00 N 作用于立方体上表面
,

立方体下方四个角点处有铰链支承
.

本文迭代
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次数 二10
,

w = 1
.

32
x 1 05 9

.

最优拓扑结构如图 7 所示
.

图 6 例 3 基结构

F ig
.

6 B as ie s t ur
e t u er o

f
e x a m p le 3

图 7 算例 3 优化结果

F 19
.

7 O P t i m u m t o P o lo gy
r e s u lt o f e x a

m P le 3

3 o o m m 去 P 去Q 去 P

4 0 0 m m

2 0 0 0 m ll l

图 8 例 4 基结构

F ig名 B as ie s t r u e t u r e o f e x a m p le 4

例 4 基结构为 2 0 0 0 m m x 4 0 o m m 2 的

长方形平面体
,

厚度 二 .9 Om m
,

材料弹性模量

.6 88 9 x 10 ’ ” N /m
“

.

左右两端由铰链支承
,

荷载

尸
,

Q 作用其上 (见图 s)
,

划分为 1 0 0 x 20 个正

方形单元
,

尸 二 Zon N
,

Q = 2 0 0 0 0 N
.

单元许用

应力为 1
.

5 5 x l o 8 N /m
Z ,

设密度为 一0 9 /m m 3
.

只是受两种工况作用
,

工况一
:

只作用两个对

称荷载 尸
,

工况二
:

只作用荷载 Q
.

荷载 Q 为

第一层
,

此时 占二 .0 55
.

第一层结构见图 9
,

最

终结构见图 10
,

W = 3 50 6 4 0 0 9
,

迭代次数为

14 次
.

比较图 9 及 图 10 可以看出
,

本文给出的方法是成功的
,

既获得了各工况综合作用下的清

晰的拓扑
,

又使重量 目标减轻
.

图 9 第一层结构拓扑

F ig
·

9 S t r u e t u r a l t o P o lo gy
o f if r s t le v e l

图 10 最终结构拓扑

F ig g F in al
s t ur

e t u er t o p o lo g y

5 结 论

本文表明
,

对拓扑变量的 IC M 方法引入连续体结构拓扑优化不同于以往的各种连续体结

构拓扑优化模型化方法
,

它实现了以重量为目标函数
、

多工况下应力和位移约束模型的建立与

求解
.

有关的对偶规划解法
、

综合评价和阂值反演方法都是有效的
,

利用分层与加权系数策略

克服
“

荷载病态
”

困难也是成功的
,

数值实验支持了本文的理论与方法
,

且迭代次数很少
.
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