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摘要 采用逐次平均方法
，

构造一种快速逼近 ������� 级数和 的实用算子 �逐次平均算子�
，

用

这种算子来取代 ������� 级数无穷项求和
，

具有误差小
，

收敛速度快的功能
�

与 �旦��
�
算子

比
，

它的逼近性要好得多
�
与 ������ 算子比

，

它更易于实用
�

理论证明其一般性
�

计算著名

的 �������一

�叮��
�
粘性指进问题时应用逐次平均算子

，

既不产生大的截断误差
，

又能避免高

频振荡而使计算过程稳定
，

得到很好的结果
�

关键词 逐次平均算子
，

连续模
，

收敛性

引 言

·

动力学结构的生成和演化是非线性科学中最引人注 目的现象之一
，

斑图生成问题在流体动

力学系统中具有普遍性
�

一般只有极少数非线性动力学方程能在某些非常特殊的条件下有解析

解
，

许多有意义的流动特性需要通过数值计算来刻画
�

近三十年来
，

计算机业的突飞猛进极大

地提高了数值求解非线性偏微分方程的可能性和有效性
，

尤其对于一维
，

二维运动系统
，

其众

多的非线性现象可以通过适当的计算技术来描写
�

求解非线性流体动力学方程时
，

常常会碰到无穷级数求和的问题
，

数值计算时需要有合适

的算子来逼近它
�

����年 �
�

�
�

������� 给出的泊松定理 ��� 对研究两相平面流动分界面的运动情况有优越性
，

它通过保形变换
，

利用 ������� 级数巧妙地把分界面和流场建立对应关系
，

使得有可能不涉及

分界面的复杂性
，

仅通过流场内的流动特性来建立界面随时间变化的动力学方程
，

大大简化了

运动模型
，

已经成为研究粘性指进 ��� 问题的主要研究方法 ���
�

数值计算由泊松定理得到的动

力学方程会涉及 ������
� 级数求和问题

�

由于在数值计算中无穷级数和只能被截断为有限项之

和
，

因此不可避免地出现精确性和稳定性的冲突
�

如果截断项数 � 小
，

就会造成大的截断误

差 � 但若截断项数 � 大
，

������
� 级数引入高频振荡将导致非线性不稳定而使计算崩溃

�

因此

需要寻找合适的逼近算子来取代 �������
�
级数求和

，

以调和这一对矛盾
�

数学上常用 ����� 算子和 ������ 算子逼近无穷 ������� 级数和
�

����� 算子简单易操作
，

但是收敛速度很慢
� ������ 算子逼近性质虽好

，

但需要满足一定的条件
，

实际应用很难
�

本文

采用逐次平均方法
，

构造一种新型的逼近算子取代 ������
� 级数无限项求和

，

理论证明其快速

收敛性
�

我们用这种新型算子来计算著名的 ��任����
一

么���� 粘性指进问题
，

既不产生大的截断

����
一
��一�� 收到第一稿

，

����一��一��收到修改稿
�
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误差
，

又能避免高频振荡而使计算过程稳定
，

取得很好的效果 � 与����� 算子进行计算对比
，

说

明这种新型算子的优越性和实用性
�

� 逐次平均逼近算子

设 夕神�任 ���
，
�二」， 。 �占�是 夕帅�的连续模

�

令 夕帅�的 ��
����� 部分和为

�
、

�
�

万���
，
劝��

�

份 �
乙 艺��

几 ����劝� �
倪 �‘� �叻� ���

其中

、�，�一�土
�

�︸
歹�了、

�� �

�� �

尤
。�‘ ，
一

‘ �劝

����
。�‘，�‘二劝�劝 ��

�

��

�一���一��

一般情况下
，

����
，

哟 不一定能逼近 或训

能收敛到 ��哟 或者收敛很慢
�

����� 引进 ����� 算子

尸��夕
，

叻�

特别是当 或哟 的光滑性较差时
，

斯��
，

哟 常常不

�一 �

� 艺
��。

，
叻� ���

满足
�、 �。

，、卜 、�、���
�
‘ �

先�
、 ��

一 ‘
���

保证了场��
，

哟 收敛到 抓哟
，一

但收敛速度不够快
，

只有 叫�
一

幻阶
�

������� 给出一种逼近性质要好得多的算子 一一������� 算子

���“
，

叻，一
警

其中数组 。妙��万 � �
，
�

，… �。 � �
，
�

，

�
艺

。妙，��
。 ����劝� �

。 ��� �劝�

… ，

��满足条件

���

、���了﹃�土

性�
了泞�、���

�
一斗��

�� 、
��

’

� �

�

合
�
艺

，妙，。 ���‘ 全�，
�‘ 任 �。

，，���
��

�

��

并证明了

，�� ‘。 ，

劝，一‘叻，，三�“ ，
�
�·

众�厂丽� ���

其中 。 � �为某个数
，

可以看出其收敛阶是 目�的
，

而 。 一 �����
一 �的阶数的开方�

�

要构造满足条

件 ���
，

����且达到较大收敛阶的数组 。妙�不是一件容易的事
，

所以�������算子的实用性差
�

这里我们采用逐次平均方法
，

构造一种新的逼近算子
，

这种算子对于光滑性比较差的函数

有较好的收敛效果
，

实用性好
�
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叻�逐次平均

�分’�
。 ，

叻�

�罗，�
。 ，

劝�

�护，�。
，

叻�

定义逐次平均逼近算子
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一

告
�、 �。

，。�� 、 一 �
�。

，，��

一

告�
�分’�

。 ，。�� �另王
�
�。

，、��

一

告�
�梦

一 ‘ ’�。
，、卜皓

‘ ’�。
，‘，�

喻�。
，

劝��睽
，�。

，
劝�

一

李
�

安
，妙��、

。 。 。 ��，� 。 。 ��� �、� ���

‘

一牲��

其中

一一
�
��

� 眷
‘

砰乙
��

，
��

名二二几

�� 一 �

�� 一 乞��
��

�

��

��

�
� �一 ，二

��
� ��

�

��

卿
。
�����

因为 。
卿 逼近 �的阶数为

近算子不是 ������� 算子
�

�

��
’
是指数逼近

，

但 �妙�不满足 ������。 条件 ����
，

所以逐次平均逼

� 收敛性证明

抓叻�的 ��
����� 级数的部分和 斯��

，
叻�可写成积分形式

“ ��。
，。卜丢尤

。���

�告
·

睿一
�卜 、�
�
���

�蛋
，

�����叻� “ ‘�� “�劝一 “ ‘��
������ � ���

� �

—
�� ����

从而

�夕�劝� ���� 夕�叻一 ���」����
��� ��艺

��� 亡

��� �

��

【夕�叻� ���� 夕�叻一 ���」
� � �� ‘ ������ 一 ��亡

」，

七�石 ‘

—
�乙

��� �

份百�百
厂产
�

句厂了九�一���一仃�另’�。
，

叻��

嵘��。
，

叻��

喻�。
，

势��畔
，�。

，

劝�� 关
’
�夕�劝� ���� ��劝一 ����

���� �业竺土�兰��
���� �

����

记误差为

�、 �夕
，

叻�����夕
，
叻�一 夕�劝��
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生�
’
�。�、 � �。�� 。�、 一 �，�一 。�。��。 。 �

�� ��

� ，
到黑业

�。
����

令 、 一

关
’ ��
仰她 则 疏 三

会

芜

任取正数 占
，

有

���， 、 �、 � ·�·

咨探
令

、、卫户、�

�产��连占，工�上
�‘、产了�、

。 � 一

奏关
‘ 、 �、 � ��卜 夕�、 一 ��卜 �夕�、��

一粤黔坐
��

‘ � 一

套滩
，【�‘叻· ��，一�、 一，一�、�〕

一
竺�卫二氛专业

��

则 刀� � 乙�� 乙�
�

进一步地
，

、 �

，才了、�
声

一﹄口八匕，����了
忆叮、子了�、

�。 ，
�、 兰些立‘、

� ��。�。 迄
、

压
、 。 �。了万山 。‘�

一 ’

一 ��
’ ‘

� ���� 一

�乙
�
�三

�。 �占�
占

�� “ ‘�
酉
滩
’ 一

“ ‘�‘ 三 �山�二�
占

�� ” ‘� 万

�
��� � 一誉 ‘�‘ 三

湍
“ 一 ‘” 哥

甘︸�

厂八
﹃刃口一�自

其中 ��， 。 � 是与 占
，

�
，

叭叻�无关的正常数
�

于是有

����
。 ，

劝��三
��占了万山�占��

��

占丫万
��一 占

�
�誓 ����

若 夕二 占了万田散司 为取定正常数
，

则有

��，��
，

叻��兰
���。 �占�� 子公

口

�。��一湍 ����

从而当 占份 �或 � 叶 �� 时
，

�石���
，

哟�分 ��

从估计式可以看出
，

误差分为两部分
，

前一部分的大小由函数的连续模及所选常数 �确定�而

后一部分在 �确定后是关于 占一 �或 � 峥 �� 按指数衰减
，

收敛速度很快
�

因此 ����
，

哟 一 抓哟

的速度相当快
�

一
，�

�

�
， ，

�
� � � ， ， 、

一
� �

‘ ， 、
�， 、

�，

�
、 “ �� ，

�
�

为外
，
叫 以取 ， � 内国 “ 沪�

，

共甲 为 为罕数
，

止罕数 � � 二 盯
�

��、 �。
，

劝��兰
��。 。 。 合十 。

�占��
了公
以�

，一�。��下二�婆敏而
一 。 �。 。 公�一，�。��

争
甘�

国。�。��一

恙
����

其中 �� “ 一
告一

�

香



力 学 学 报 ���� 年 第 �� 卷

� 算例
�

非奇性 ��������
一

五���� 指的演化

����
一

���� 盒 �’� 中的粘性流动无论在理论上还是实验上都相对简单
，

是许多复杂斑图动力

学过程的范例
�

当粘性较大流体在两块靠得很近的平行板中间被小粘性流体驱动
，

两种流体的

分界面按类似于手指的形状生长演化 �简称粘性指进�
�

界面的图样和稳定性取决于流体的粘滞

程度和流速大小 ����年 ���������
一

几������� 不计表面张力
，

在理论上给出一组单参数解析解

并在实验中找到对应某一参数的指头以后
，

很多学者注意到并从理论
，

实验
，

数值计算各个角

度研究这一在石油二次开采中有着可预期的应用前景的二维流动 �” 一��
，

得到了许多有意义的结

果
�

�������� 引入泊松定理
，

利用保形变换
，

建立指演化方程 ���
，

但是由于 �������� 方程高

度非线性化
，

计算过程中引入的任何微小误差都会被迅速放大而导致计算发散
，

而方程中涉及

的 ��
����� 无穷级数求和不可避免地会引入截断误差

，

因此不容易得到指的长时间演化
�

利用

本文提出的新型逼近算子
，

可以非常稳定地计算 �������� 方程
，

观察长时间的粘性指进过程
�

如图 �
，

以 ����
一

���� 盒流道的对称轴为 � 轴
，

垂直于流道为 夕轴
，

建立直角坐标系
�

假定

盒宽 ���
，

无穷远流体流速为 �
�

� ，

户�拓

一留

��几�玉‘���

﹄���，��卜������上�

图 �

���
�

�

令
� � 二 十 勿

，
毋 � 沪 � �叻

，

其中 沪 和 劝分别表示速度势和流函数
�

在不计表面张力时
，

界

面处 沪 二 �
�

把流场保型变换至复平面 心� �一 中 ，

圆周 心二 �一�劝 对应于指形界面
，

则指形界面的

演化方程 ��� 为
。 �一�

�

叠
�一

‘二劝，一�劝，
�
丙 ‘

����

其中

��叻��
�丙，�

� � ��劝
��

“

� �
介 夕�劝�

�

�。 � 一 �
一下二一

叫
���几明�明

�� �� ‘
����

非奇性 ��任����
�

�����
�
指 ���

�
之 � �仁�一 入���彭

�一
‘
甲 � �� ��� �劝 ����
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其中 � 是一个正实数修正量
，

单参量 入表示 � � �时指宽对平行板宽之比
，

我们以 ����为初始

条件求解方程 ����
，

以得到非奇性 ������
��

�

������ 指随时间的演化规律
�

�� �

在数值计算 艺�
�。 ��� 。 哟 时无穷级数和只能被截断为有限项之和 艺��

。 ��� �哟
，

计算表

几��
’

���

明如果截断项数 � 小
，

就会造成大的截断误差 � 但若截断项数 � 大
，

��盯��� 级数引入高频振

荡导致非线性不稳定而使计算崩溃
�

为此
，

我们引入逐次平均算子 ��
�

��
，

于是有

艺�
�，� �‘� �劝�一艺�

。妙，�几 �‘� �叻� ����

为了最大程度地减少高频影响和减少截断误差
，

我们取 � � �
，

并取 ￡ 二 ���
，
入 � ���迭代近

����� 步
，

得到图 �所示的稳定的演化结果
�

用 ���叮 算子代替逐次平均算子重新计算
，

结果是

取 � � �
，

迭代近 ��� 步崩溃 � 取 � � ��
，

迭代近 ���� 步崩溃
、

图 �

���
�

�
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