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摘要 首先对变形梯度的弹塑性乘积分解的唯一性问题进行了分析
.

结果表明在放松了的或中

间构形上所定义的应变对应着唯一的乘积分解
,

即 L ee 分解
,

尔后分析研究了该类型的应变及

应变率
,

建立了客观塑性应变率与变形率之间的关系
.

最后在不同构形中给出了塑性应变在晶

体塑性中的表示
,

建立了塑性滑移率与塑性应变及应变率之间的关系
.

关键词 有限塑性
,

中间构形
,

应变与应变率
,

晶体塑性

引 言

60 年代
,

G er en
,

N ag h id 等 l[, 2 ]利用全应变和作为独立几何变量 的塑性应变概念研究建

立了非线性弹塑性理论
.

作为塑性变形梯度相继变换 的乘积分解由 eL
e 和 iL u[

3}
,

eL #e[ } 首先

给出
,

并引进放松了的构形或中间构形的概念
.

基于此分解
,

许多作者对宏观有 限变形弹塑性

和微观晶体塑性问题进行了研究和应用
.

对该分解的进一步讨论可参见 lC ift on sl[ 和 C as ey 与

N鳍 h d i [6 ] 的文章
.

特别在最近的一些文献中
,

许多作者如 S im o [7
, 8 ]

,

N e m a t
一

N a s s e r [9 ]
,

D as h n e r [` “ ]
,

tS u m p价` l 给出更为深刻 的研究应用
.

本文讨论了变形梯度弹塑性乘积分解的唯一性
.

文中结果表明定义在放松后的构形或中间

构形上 的弹塑性应变对应着唯一的 L e e 分解
.

本文还分析了这类应变 的性质
.

并给出了不同构

形上客观的有限塑性应变率
.

建立了客观塑性应变率间的关系
,

给出了晶体塑性中塑性应变及

应变率的表示
,

也即在不 同构形上建立了塑性滑移率与塑性应变及应变率之间的关系
.

1 基本几何关系

以 叨
。 ,

叨 和 叨
,

分别表示初始
,

当前和中间构形
.

L ee 和 iL u
给出的变形梯度 F 的乘积

分解为 F = F
“

·

F “ 且 de t F > 0
,

de t F
“

> O
,

de t F ” > 0
.

其中 F
“ :
叨

:

一 叨 为 F :
叨

。 斗 叨

的弹性部 分
,

F p :
叨

。 份 叨
,

为 F 的塑性部分
.

在初始构形中
,

G r ee n 一

tS
.

Ve
n

an t 应变用 E 表示
,

在当前构形中 lA m an is
一

H a m el 应变用
e

表示
,

且为
E =
巴(F T

.

F 一 , 、
.

。 =
与

, 一 F 一 T
.

F 一 ` 、

2
、 `

2
“ ( 1)

在中间构形中可以定义应变
〔 l[ ` }为

1 _
_
甲 _

_
_ _ 甲 _ _ , 、

1 _
_ 甲 _

_ _
、

1 _
_

_ 甲 _ _

〔 = 二 (户
’

“
·

户
’ `
一 力

’
F一 ` ·

户
’
F 一 `

) = 二 (户
’

“
·

户
’ `
一 1 ) + 二 ( 1 一 户

’
F 一 工 ·

户
’

P一 1

) ( 2 )
Z

”
Z

“ `

Z
、

1 9 9 6 一 0 9 一 0 3 收到第一稿
,

1 9 9 9
一
0 4

一
2 3 收到修改稿

.

l) 国家自然科学基金 (19 7 6 2 0 0 2 ) 和江西省自然科学基金资助项 目
.



1 06力 学 学 2 0 0 0年 第 3 2卷

并设弹性应变 扩 和塑性应变
〔 p分别为

〔

一告
( F

e T
·

F一 I ) 一

告
(C一 I )

, 〔

一叠
(` 一 F p 一 T

·

F p一 ) 一

告
( , 一 c

p
) ( 3 )

其中 c
” 二 F eT

·

F
“ ,

c ” = F p 一 T
·

F ” 一 1
.

。 , 。 “

和 。 p
均被定义在中间构形中

.

应用乘积分解和式 ( l) 可以给 出初始与当前构形中的弹性和塑性应变的分解

二 一 E
· + E

· ,

E一告
F p T

·

(F
e T

·

F一 I )
·

F · ,

E一告
(F

p T
·

F一
I )

一
+ 二

,

一委
( , 一 二一 T

·

二一 )
,

一告
二一 T

·

( , 一 二

一
二一 )

·

二一 ( 5 )

并且有下面关系
。 二 F

e一 T
.

E
.

F p一 1 二 F eT
.

e
.

F
“

( 6 )

下面我们讨论基于乘积分解 F = F
e

·

F p
所给出的上述弹塑性应变的特性

.

在弹塑性理论分析中
,

应变和应力与变形历史或加载史有关
,

不 同的变形史或加载史将给

出不 同的应变或应力
.

现假定变形梯度 F 有两种乘积分解
,

即 F 二 F
“

·

F ” = F 丘
·

F 犷
.

其 中设

尺 二 eF
·

Q T
,

F犷= Q
·

F ” ,

Q 是正交张量
.

这两种分解显然对应着两种不 同的弹性和塑性变

形过程
,

也即对应着两种不同的变形历史
.

将上述分解代入式 (3)
,

(4 )
,

(5 ) 可以得到

。 e

并
。
艺

, 〔 p
笋

。
犷

,

E
e = E艺

,

E p = E呈
, e e = e

艺
, e p = e

军

这表明
,

在中间构形上所定义 的弹塑性应变式 (2 ) 与 (a) 对应着唯一的乘积分解
,

而由

G er e n
一

tS
.

Ve
n a nt 和 A lm a sn i

一

H a m el 应变所分解 的弹塑性应变对应着不唯一的乘积分解
.

从式 (4 )
,

(5 ) 可知
,

在初始和当前构形中
,

弹性和塑性变形是祸合的
,

从式 (2 )
,

(3) 可知在

中间构形 中
,

弹性和塑性应变被完全分离
.

同时还可看出
〔 “

具有 G er en
一

tS
.

Ve
n

an t 应变的特性
, 。 p 具有 lA m an

s i
一

H al ne l 应变 的特

性
.

因此
。 既具有 G er en

一

tS
.

Ve
n a nt 应变特性也具有 lA m an is

一

H am el

另一方面
,

若叠加刚体运动
,

变换 叨 到赤
,

叨
,

和赤
r

和 Q
r

()t
,

则可 以证 明

应变特性
.

所对应的任意刚体转动分别为 Q (t)

声
一

(tQ )
.

声
,

补
一 Q

.

eF
.

哪
,

补
= Q

,
.

FP

老二 Q
,

·

。
·

Q万
,

吉一 Q
:

·

。二 Q万
,

吉
p = Q

二
·

〔 ”
,

Q万

可见定义在 叨
r

上的应变是该标架变换下的客观量
.

因此根据上述讨论可知
,

在有限弹塑性 问题研究与应用中
,

使用定义在中间构形上的应变

也是有用和便利的
.

2 变形率

设 {g 。

}
·

{ G A } 分别为 叨
,

和 叨
。 上的基矢

,

它们的互易基矢分别为 {g勺和 { G B }
,

且有变

换 F ” :
G A 叶 g 。

·

则 g 。 的物质导数和 g 口的迁移导数 l[ 2 ] 分别为 夕。 = L p
·

g 。
和昼” = L PT

·

酬
.

其中 L ” = 户
”

·

F p 一 `
.

现由 《 口g 。 ⑧梦 表示 砂
.

那么 〔 ” 的迁移导数 卜 可表示为

圣
” = 砂 + L PT

·

。” 十 。 ”
·

L ”
v()
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设 L
“ 二 户

“
·

F
e一 , ,

L多二 F
“

·

L ”
·

F
e 一 ` ,

则 L 二 户
·

F
一 , 二 L

“ 十 L多

若令 D 和 w 为 L 的对称与反对称部分
,

D
“

和 w
“ ,

刀 ” 和 w
” ,

刀多和 w 早分别是 eL
L ” 和 L多的对称与反对称部分

,

则有

L = 刀 + W = 刀
e + W

e + D多+ W ; = D
e + W

e + F
e

·

(D
p + W

p
) F

e 一 ,

(8 )

可以容易推得

矛 二 F eT
.

D
“

.

F
e

之+ L PT
.

〔 十 〔
.

甚
” =
护

,

甚二尸
一 T

.

方
.

FP
一 `

L ” ,

亡= F eT
·

是
·

F
e

( 9 )

(1 0 )
?

ù

其中昌= ` + L eT

其中

·

e + e
.

L
e

.

也可 以推得

、、.了、、夕尹11q̀. .土,土口沙吸、了̀̀、2之p = L p T
.

C p + C p
.

L p卜甚
p 二 F eT

.

刀
.

F
“

PeLV扩 + L p T
.

矛 + 矛
?

ù
设 F

“

的极分解为 F
“ 二 V

“
·

R
“ ,

可 以得到

L = 亡
e

.

v
e 一 1 + v

e

V
e 一 1 +

其 中 刀
e = 充

e
·

eR
T

,

L又= D吴+ w 吴= R
e

.

口
e

.

.

D p
.

R
e T + R

e

·

石吴
·

v
e 一 `

( 1 3 )

w
p

·

R eT
,

D吴和 w 吴是 L吴的对

称与反对称部分
,

那么从式 (9 ) 第二个关系有

卜D R 二 R
“

.

一
, 。

_
. 卜 、 _

口 ~

其甲 `
头及其革

〔
头为

pR
口亡

一一
PR

口亡。
吴二 R

“ ·

砂
·

R eT 一 口
“

·

〔

吴+ 〔
吴

·

刀
”

暇 + L扩
·

碳 十暇
·

线
.

一一
PR

7亡

且

在 以前有关有限弹塑性变形和晶体塑性的一些理论和应用研究中
,

往往使用 D ; 为塑性变

形率
.

然而
,

在其 自身构形 叨 中
,

D ; 是不客观 的
.

显然这是不合适的
.

由 F p = R p
·

U
p 的极分解

,

可给出

八匕阿̀
,1叹1

了了.、了L
、

L p = 口 p + 丑 p
·

忍p
.

荟
p = R ”

.

d “
.

R PT

R PT
,

俨 = 九
”

.

R p T
,

护 == 亡
”

.

u
p 一 `

W
p 二 R p

.

公 p
·

R p T + 伊

其中 d ” 和 。 ” 是 护 的对称与反对称部分
.

若令 砂 = (I 一 u
” 一 T

·

u
p 一 `

)/ 2 则有

砂 二 R .P 砂
·

R p T ,

砂 = u
p 一 1

·

尹
.

u
p 一 l

由
: ” 的定义和式 ( 1 8) 可 以给出后面的率

菩
p = : p + l p T

.

: p + : p
.

l p == d p
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我们还可以给出下面的率形式

忿
p == R p

.

、 p
.

R p T = 、 p 一 。 p
.

〔 p + 。 p
.

口p

育
p 二 R p T 、 “

·

R ” = 、 ” + 口犷
·

: p 一 : ”
·

刀犷

其中 刀犷= R PT
.

丸
”

.

3 在 晶体塑性中的分析

(2 0 )

(2 1 )

关于晶体塑性的研究可见文献 【13 ~ 15 {
.

本节在上节基础上主要研究塑性应变及应变率在

晶体塑性 中的表述及其与滑移率的关系
.

在晶体塑性中
,

U
p
作为参考晶向中滑移平面剪切 引起的变形

.

设矢量 扩 为滑移平面 内

的滑移方向
,

其法向由矢量 。 a
表示

.

则在参考晶向中
,

塑性速率梯度 护 可 由塑性滑移率 尸

和 尹 。 。 a
表示

,

即

`p =

艺
广“ s “ 。 、 “

( 22 )

设 B
a = (

s 口 ⑧ 。 a + 。 a ⑧ s 。
)

2
aA

一

匕竺全边竺型
,

为 、 “ ⑧ 。 “ 的对称与反对称部

分
.

那么可以推得

含
p 一
艺二 aB

,

。 p 一
艺二 aA ( 2 3 )

并且可以给出

p =

艺
广“ (B

“ 一 二 a ⑧ 8 “
·

` p 一 ` p
·

s a ⑧ “ a
) (2 4 )

积分上式
,

并应用初始条件 (砂 )=t
0 二 0 和 (尸 )括

。 = O 则有

· ·

一
H

· ·
·

一
H

· +

尤
`
(。… 、 · + 、二二

·
) d !

(2 5 )

其中 H
” 二
艺严 as 。 。 “ ,

召” 一 (H
” + H PT )/ “

特别地
,

如果 砂 与时间无关
,

则由 ( 2 5 ) 可得到下述关系

￡ p = 召 p 一 H
p T

.

` p 一 ` p
.

H
p

( 2 6 )

￡
: 。
二 。 儿。

)
-

十
I一2

(菩
+

答一
⑧ 一

)
·

一 (

;￡
一 (

· “ ⑧ 牡“ + “ “ ⑧ “ “

( 2 7 )

若晶格 由 R ”
转动到中间构形

,

则 尹 和 。 口 分别变为 嵘 二 R
p

·

as 和 。罗二 R
p

·

。 a ,

则可得到

尸 一
艺尸嵘 。 。 , + aP

,

甚
” 一
艺二衅

,

w
p 一
艺二 A了+ 伊 ( 2 8 )
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其中 B罗和 A梦为 岭 ⑧、 笋的对称与反对称部分
,

它们与 B
“ 和 A “ 的关系为 B 罗= R p

·

B “
·

R PT

A笋二犁
·

A
“

,

渺
T

.

从式 (l 0) 并积分可得下述关系式

砂 一

D
“

卜, ⑧ ?.s (告
, 一

州
+

一
_ _

r / 1 一 _ 、
, _ _ _ _ _ _ _ 1

) r L ’

l ( 二 1 一 〔 P
]

·

s 丫⑧ 几丫+ IJ
P

·

〔 甘 一 〔 尸
4

IJ
尸

I

~
L 、 Z /

”
」

( 29 )

(叠
, + H
件。 沙 (;

` + H幻一。·

汇
`

〔(“ 二 H “ T 一 H犷T
·

“ p

, ·

砂 十砂
·

(俨
·

H犷一 H犷
·

俨 )」dt +

芜
`

:“
·

砂 一 出豹 一 r砂 一 。 旦、
.

口” + H鲜
,

砂 + 沙
.

H 引d亡
一 I 、 一 I , 子 J ( 30 )

其中 H犷=

艺尹对 ⑧ 二罗
,

` 犷
一

告畔
十 H黔

从式 (1 8 ) 和式 (2 1) 也可给出式 (2 5 )
,

从式 ( 2 0 ) 也可导得式 (3 0 )
.

如果晶格 由 eR 转动到当前构形
,

则 s
吴和 。梦变为

s
吴二 eR

·

嵘
,

。吴= 二梦
·

R
e T

,

它们也

可表示为 8吴= R
·

sa 和 。吴二 R
·

二 “
其中丑 = R

“
·

R ”
.

这样
,

我们又可给出 L吴
,

D吴
,

w
” 为

、、且了、、 .,尹
1土Q白gJOJ了̀毛、才

`

`.、二
E 尸暇 。 。 吴+ .R 卿

·

丫

艺
广“ B 异 w 头=

艺俨麟
+ .R 哪

·

丫一一
pR

口仁

一一

pRpRLD

其中 B 关二 R
·

B
“

,

R T 二 eR
·

B 黔 eR
T

,

A吴=
.R A “

·

丫
二 eR

·

A黔 eR
T

.

由上节有关
〔

又及其率的关系式可得

尸碟
·

s(2
。 。吴十 a) +

又at(
。吴⑧嵘 一

功
·

〔

吴=

艺二黑 ( 3 3 )艺
。

嵘 + 〔

吴
·

H头+ H穿
·

暇 二

+一
pRpR

。

亡亡

芜
`

:“ ·

(暇 一 二劲 +( 碟
一 ￡劲

·

剑d` +
·

H吴+ H扩
·

暇 )dt +

〔
吴

·

(仆
·

口) + (口
·

·

n )
·

〔

吴}d t
( 3 4 )

PR
H一

pR
H

矛

z刊
T

,

R其 中 口 = 立
. ! 。一

; (H : + H穿)
,

H ; 一艺

根据文 【16 } 的推导方法
。

我们给出 ae 和 w 的表示

矿 二
1

1 1 1 2 一 1 3 【( I圣一 1 2
)

·

必 一 (V
e Z ·

毋十 必
·

V
e Z

)〕 ( 3 5 )
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F犷 =
1

1 1 1 2 一 1 5 【( I圣一 1 2

)
·

少 一 ( V
e Z

·

少 + 萝
·

V
e Z

)1 (3 6 )

其中

, 一

(
” ·

犷叫 V
e
一
俨

·

(
” +

黔瑕 )
+

V
’

·

(
W

-

艺
` “

麟
一

eR
“ p

·

R
e T

)
十

(
W -

艺尸麟
一 eR

“ 二 R
· T

)
·

v
·

(3 7 )

少 二 V
e

(
” +

犷瑕 )
一

(
” ·

犷叫

(黔“
+

小 (犷 “
+

刃

V
e +

V
e

V
e

(3 8 )

且 1 1 ,

1 2 和 aI 为 V
e

的第一
、

第二和第三不变量
.

4 结 论

本文分析表明定义在中间构形上的应变对应着唯一的弹塑性乘积分解即 L ee 分解
,

这种类

型的应变在其相应的构形中是客观的
,

且弹塑性变形不祸合
.

本文在不同构形中建立了塑性应变与变形率之间的客观率关系
.

在有限变形弹塑性的理论

与应用研究中是便利和有用的
.

文中在不同构形中建立 了塑性应变及其在晶体塑性中的表述及它们与塑性滑移率之间的关

系
.

它们为有限塑性变形的宏微观桥梁关系及晶体塑性的进一步研究提供了基础
.
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