
第 53 卷第 5 期 力 学 学 报 Vol. 53, No. 5

2021年 5 月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics May, 2021

固体力学

层状分数阶黏弹性饱和地基与梁

共同作用的时效研究1)

艾智勇 2) 王 禾 慕金晶

(同济大学地下建筑与工程系,岩土及地下工程教育部重点实验室,上海 200092)

摘要 饱和地基与梁共同作用问题的研究在力学领域及工程界都具有重要意义.采用分数阶Merchant模型研究

饱和地基的流变固结,该模型比常用整数阶黏弹性模型更能精确反映地基的时变特征. 基于层状正交各向异性

黏弹性饱和地基的固结解答,采用有限元法与边界元法耦合的方法,研究梁与分数阶黏弹性饱和地基的共同作

用问题.依据 Timoshenko梁理论将梁离散为若干单元,进而得到梁的总刚度矩阵方程;将黏弹性地基固结问题的

精细积分解答作为边界积分的核函数,采用边界元法建立地基柔度矩阵方程; 结合梁与地基接触面的位移协调

条件以及力的平衡条件,通过有限元法与边界元法的耦合,最终求得层状分数阶黏弹性饱和地基与 Timoshenko

梁共同作用的解答.将本文地基退化为 Kelvin地基进行计算,并与已有文献中的算例进行对比,二者具有很好的

一致性. 在此基础上,探讨分数阶次和地基成层性对梁与黏弹性饱和地基共同作用的影响.结果表明: 分数阶次

高的黏弹性饱和地基的固结速率明显更快;对于层状地基,加固表层土体能有效控制地基整体沉降,并减小差异

沉降. 实际工程中,应充分考虑饱和地基流变及土体分层性的影响,以准确分析梁与地基的共同作用过程.
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TIME-DEPENDENT ANALYSIS OF THE INTERACTION BETWEEN MULTILAYERED
FRACTIONAL VISCOELASTIC SATURATED SOILS AND BEAMS 1)
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(Department of Geotechnical Engineering, Key Laboratory of Geotechnical and Underground Engineering of Ministry of Education,

Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract The study of the interaction between beams and saturated soils is of great significance in both mechanics

and engineering fields. In this paper, the fractional Merchant model is adopted to solve the rheological consolidation

of saturated soils, which can simulate the time-depending characteristics of the soils more accurately than the common

integer order viscoelastic models. Based on the solution of consolidation for multilayered cross-anisotropic viscoelastic

saturated soils, the finite element method (FEM) and the boundary element method (BEM) are coupled to investigate the
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interaction between beams and fractional viscoelastic saturated soils. The beam is discretized into a number of elements

according to the Timoshenko beam theory, and then the global stiffness matrix equation of the beam is obtained. The

precise integration solution of the viscoelastic soils is considered as the kernel function of the boundary integral, and the

flexibility matrix equation of soils is established by the BEM. Finally, by coupling the FEM and the BEM, the solution

of the interaction between multilayered fractional viscoelastic saturated soils and the Timoshenko beam is derived by

introducing the displacement coordination condition and equilibrium condition for forces between them. The soil model

adopted in this study is degenerated into the Kelvin model, and the results obtained are compared with those in the existing

literature, which shows a good consistency. On this basis, the effects of the fractional order and stratification of soils on the

interaction between beams and viscoelastic soils are discussed. Numerical results show that: the consolidation velocity of

viscoelastic saturated soils with higher fractional order is obviously faster; for layered soils, the reinforcement of topsoil

can effectively control the ground settlement and reduce the differential settlement. In practical engineering, the effects of

rheology of saturated soils and soil stratification should be well considered to analyze the interaction between beams and

soils more accurately.

Key words viscoelasticity, layered saturated soils, Timoshenko beam, FEM-BEM coupling, time-depending effect

引 言

弹性地基梁模型在公路、铁路和建筑基础等工

程的设计计算中有广泛应用, 并因为简单适用而备

受青睐. 国内外很多学者针对弹性地基梁问题开展

过研究工作 [1-9],但这些研究多基于弹性地基或Win-

kler地基模型. 当基础置于饱和地基时,土体同时存

在固结和蠕变变形, 故需要考虑地基与基础相互作

用的时效性. 许多学者对饱和地基的固结问题进行

过深入研究,一般将地基视为饱和弹性介质 [10-16] 或

饱和黏弹性介质 [17-18]. Gemant [19] 通过试验发现,经

典的整数阶微分流变模型存在一定局限性, 建议采

用基于分数阶导数的微分流变模型. 近年来,不少学

者采用分数阶黏弹性模型对饱和土体的流变固结问

题开展了研究 [20-24].解益等 [25]、汪磊等 [26]将分数阶

导数理论引入 Kelvin–Voigt模型,给出了黏弹性饱和

土体一维固结问题的半解析解法. 基于 Merchant流

变模型, 时刚等 [27] 研究发现: 分数阶导数模型在固

结后期所表现出的特征与整数阶模型有显著差异.刘

忠玉等 [28] 引入 Koeller定义的弹壶元件以建立分数

阶 Merchant 模型, 然后对考虑非达西渗流的饱和土

体流变固结机制进行了分析. 借助分数阶 Kelvin 本

构模型,王珏等 [29] 研究了循环载荷作用下黏土地基

的一维固结沉降特征.吴奎等[30]采用 Abel黏壶替代

牛顿黏壶, 基于改进的分数阶 Burger 模型研究了高

地应力深埋软岩的流变问题.已有的研究表明 [20-23],

分数阶黏弹性本构模型能以少量的参数较为准确地

描述土体的流变行为.

基于饱和黏弹性地基的固结解, Ai 和 Hu [31] 利

用有限元−解析层元耦合法研究了层状饱和地基与
梁的共同作用问题, 并考虑了地基的渗透各向异性

和孔隙流体的可压缩性. Kobayashi 和 Sonoda [32] 基

于Winkler地基假定,借助弹性−黏弹性对应原理,给

出了多种线性黏弹性地基上 Timoshenko梁弯曲问题

的解答.苏超等 [33]也利用弹性−黏弹性对应原理,建

立了黏弹性地基上基础梁的计算方法,并将其应用于

软土地基上船闸底板的计算. Bhattiprolu等[34]提出了

非线性黏弹性地基上弹性梁的有效求解方法,且该方

法能够处理二者间接触区域非连续的情况. Sreekan-

tan和 Basudhar [35] 基于 Burger模型对黏弹性地基上

梁的受弯响应进行了分析. 目前针对黏弹性地基上

梁的研究中, 很少考虑到分数阶黏弹性以及地基的

成层特点. 因此,开展层状分数阶黏弹性饱和地基与

梁的共同作用研究具有重要的理论意义和工程应用

价值.

本文采用有限元法对 Timoshenko 梁进行分析,

采用边界元法对地基进行分析, 将文献 [36] 中分数

阶黏弹性饱和地基的固结解答作为地基边界积分方

程的核函数, 建立梁节点沉降与地基反力间的柔度

矩阵方程; 然后根据梁与地基接触面上的位移协调

条件和力的平衡条件, 推导出层状黏弹性饱和地基

与 Timoshenko 梁共同作用的解答; 最后探讨分数阶

次和地基成层性对梁与饱和黏弹性地基共同作用的

影响.
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1 Timoshenko梁的有限元分析

如图 1 所示, Timoshenko 梁置于一层状黏弹性

饱和地基上, 并在外载荷和地基反力的共同作用下

处于平衡状态.
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图 1 Timoshenko梁受力示意图

Fig. 1 Force diagram of a Timoshenko beam

已知的外载荷可以是分布载荷 p(x)、集中载荷

Pi 或集中力偶 M j. 梁的总长度为 L, 以 k 个节点

将其等分为 (k − 1) 个梁单元, 每个梁单元的长度为

l = L/(k − 1). 为使地基反力 R(x)对应的单元个数与

梁节点数量相同,将梁与地基的接触面划分为 k个单

元,并假设各单元分别受到大小为 Ri (i = 1, 2, · · · , k)

的均布反力. 其中, R1 和 Rk 所在的接触面单元长度

为 l/2,其他接触面单元长度均为 l. 本文假定各梁单

元底部的地基反力为均布力, 这与实际情况有所不

同. 因此, 需要通过选取合适的单元数目, 将地基反

力的计算误差控制在可接受范围内.

取任意梁单元进行分析, 单元节点的载荷分量

和位移分量如图 2所示. M 和 Q分别为截面上的弯

矩和横向剪力, w 和 θ 分别为梁的挠度和截面转角,

角标 1和 2用以指示载荷及位移分量所在截面.

1 2 

w1
w2

Q2
Q1

θ1 θ2

M2

l

图 2 梁单元示意图

Fig. 2 Sketch of a beam element

基于 Timoshenko 梁理论, 可得梁单元的有限元

求解方程 [37]

K(e)δ(e) = P(e) (1)

式中

K(e) =


12a 6al −12a 6al

6al al2(4 + b) −6al al2(2 − b)

−12a −6al 12a −6al

6al al2(2 − b) −6al al2(4 + b)


(2a)

δ(e) =
[
w1 θ1 w2 θ2

]T
(2b)

P(e) = [Q1 M1 Q2 M2 ]T =∫ l

0
[N1 N2 N3 N4 ]T p(x)dx (2c)

其中, K(e) 为梁单元刚度矩阵, δ(e) 和 P(e) 分别为

梁单元节点的位移向量和等效节点载荷向量; b =

12Db/(Cbl2), a = Db/[(1 + b)l3], Db = EbIb 为梁的

抗弯刚度, Eb 为梁的弹性模量, Ib 为梁截面关于中

性轴的惯性矩, Cb = kGbAb 为梁的抗剪刚度, Gb =

Eb/[2(1 + νb)]为梁的剪切模量, vb 为梁的泊松比, Ab

为梁的横截面面积, k为 Timoshenko梁修正系数,矩

形截面取 k = 5/6; N1 = 1 − 3z2x2 + 2z2(x3 − 3z1x)/l,

N2 = x− x2 [1/(2l) + 3z2l/2]+ z2(x3 − 3z1x), N3 = 1−N1,

N4 = x2 [1/(2l) − 3z2l/2] + z2(x3 − 3z1x); z1 = 2Db/Cb,

z2 = 1/(l2 + 12Db/Cb).

对式 (1)进行适当变换,可以得到同时考虑弯曲

和剪切变形的 Timoshenko梁单元刚度矩阵方程K(e)
θθ K(e)

θw

K(e)
wθ K(e)

ww


θ(e)

w(e)

 =
P(e)

M

P(e)
Q

 (3)

式中, θ(e) = [θ1 θ2 ]T, w(e) = [w1 w2 ]T; P(e)
M =

[ M1 M2 ]T, P(e)
Q = [ Q1 Q2 ]T; 梁单元刚度矩阵

K(e)
θθ = al2

[
4 + b 2 − b
2 − b 4 + b

]
, K(e)
θw = 6al

[
1 −1
1 −1

]
, K(e)

wθ =

6al
[

1 1
−1 −1

]
, K(e)

ww = 12a
[

1 −1
−1 1

]
.

将载荷向量拆分为由外力和基底反力产生的两

类等效节点载荷向量, 并对式 (3) 进行关于时间的

Laplace积分变换.这时,考虑到梁单元刚度矩阵不随

时间变化,则式 (3)可改写为Kθθ Kθw
Kwθ Kww


 θ̃(s)

w̃(s)

 =
F̃M(s)

F̃Q(s)

 −
R̃∗M(s)

R̃∗Q(s)

 (4)

式中, Kθθ, Kθw, Kwθ 和 Kww 由各梁单元刚度

矩阵组装而成; θ̃(s) = [ θ̃1(s) θ̃2(s) · · · θ̃k(s)]T,

w̃(s) = [w̃1(s) w̃2(s) · · · w̃k(s)]T, θ̃i(s) 和 w̃i(s) (i =

1, 2, · · · , k)分别为 i节点在 s时刻的转角和挠度,上
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标 “∼”表示该变量已进行关于时间 t的 Laplace变换,

s为关于时间 t 的 Laplace变换参数; F̃M(s) 和 F̃Q(s)

分别为弹性地基梁上已知外载荷引起的节点弯矩向

量和节点剪力向量; R̃∗M(s) 和 R̃∗Q(s) 分别为地基反

力引起的节点弯曲向量和节点剪力向量, 具体表达

式如下

R̃∗M(s) = R̃M(s) · R̃(s) (5a)

R̃∗Q(s) = R̃Q(s) · R̃(s) (5b)

式中, R̃(s)为地基反力矩阵, R̃M(s)和 R̃Q(s)分别为单

位地基反力向量引起的节点弯矩向量和节点剪力向

量,各矩阵表达式如下

R̃(s) =
[
R̃1(s) R̃2(s) · · · R̃k(s)

]T
(6a)

R̃M(s) =
l2

192(1 + b)



11 + 8b 5 + 8b 0 · · · 0 0

−5 − 8b 0 5 + 8b · · · 0 0

0 −5 − 8b 0 · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · 0 5 + 8b

0 0 0 · · · −5 − 8b −11 − 8b


k×k

(6b)

R̃Q(s) =
l

32(1 + b)



13 + 12b 3 + 4b 0 · · · 0 0

3 + 4b 26 + 24b 3 + 4b · · · 0 0

0 3 + 4b 26 + 24b · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · 26 + 24b 3 + 4b

0 0 0 · · · 3 + 4b 13 + 12b


k×k

(6c)

2 Timoshenko梁与地基共同作用方程

如图 3 所示, 采用分数阶 Merchant 模型描述黏

弹性地基的本构关系,该模型由线弹性体和Kelvin体

串联而成, E0和 E1分别为线弹性体和 Kelvin体的弹

性模量, η为黏滞系数, α为分数阶次. 不同的分数阶

次可以表征不同的蠕变状态, 从而有效模拟饱和地

基的流变特征.其对应本构方程如下

σ′s +
η1

E0 + E1

dασ′s
dαt

=
E0E1

E0 + E1
ε +

η1E0

E0 + E1

dαε
dαt

(7)

式中, σ′s为土体有效应力, ε为土体应变.

η, α

E0

E1

图 3 分数阶Merchant模型

Fig. 3 Fractional Merchant model

层状正交各向异性黏弹性饱和地基上的 Timo-

shenko梁见图 4. 梁截面的宽度和高度分别为 bb 和

hb, 梁端自由, 其与地基的接触面光滑, 且二者在加

载后紧密接触. 黏弹性饱和土体正交各向异性参数

ζ = E0h/E0v = E1h/E1v = ηh/ηv,下标 h和 v分别表示

水平向和竖向参数; vh 为水平应力引起正交水平向

应变的泊松比, vvh 为竖向应力引起水平向应变的泊

松比; kh和 kv分别为水平向和竖向渗透系数.
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图 4 层状正交各向异性黏弹性饱和地基上的 Timoshenko梁

Fig. 4 Timoshenko beam on the layered cross-anisotropic

viscoelastic saturated soils



1406 力 学 学 报 2021年 第 53 卷

文献 [36]利用弹性−黏弹性对应原理对层状正
交各向异性黏弹性饱和地基的固结问题进行了求解,

但该解答仅针对地基上作用骤加载荷的情况. 实际

上,由于孔隙水的存在,梁与饱和地基的相互作用过

程中, 地基反力和沉降会随时间缓慢变化. 这时任

意地基单元 i 在 t 时刻受到的作用力有如下积分型

表达 [31]

q(i, t) = q(i, 0) +
∫ t

0

∂q(i, τ)
∂τ

dτ (8)

式中, q(i, 0)和 q(i, t)分别表示 0时刻和 t时刻作用在

梁单元 i上的作用力.

因此, t 时刻由 i梁单元下的地基表面受到的作

用力引起的 j节点处地基表面的位移可表示为

u( j, i, t) = Is( j, i, t)q(i, 0) +
∫ t

0
Is( j, i, t − τ)∂q(i, τ)

∂τ
dτ (9)

式中, Is( j, i, t) 为在第 i 个地基单元表面作用单位均

布载荷,经过 t 时间段时, 在梁节点 j下地基表面处

产生的竖向位移,其可根据地基固结解 [36]求得.

对于形如式 (9)的方程,可采用卷积公式进行化

简.卷积公式的定义如下 [38]

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0
f1(τ) f2(t − τ)dτ (10)

式 (10)在 Laplace变换域内具有如下性质

ℓ̃[ f1(t) ∗ f2(t)] = ℓ̃[ f1(t)] · ℓ̃[ f2(t)] (11)

对式 (9)进行 Laplace变换,并结合该性质,可以

得到 Laplace变换域内 s时刻地基单元 i处作用的缓

变载荷与梁节点 j下地基表面竖向位移之间的关系

ũ( j, i, s) = sĨs( j, i, s)q̃(i, s) (12)

式中, sĨs( j, i, s)为 Laplace变换域内的柔度系数.

梁节点 j下地基表面的总竖向位移由所有地基

单元表面所受的作用力共同作用产生,故将式 (12)应

用于所有地基单元,可得 Laplace变换域内地基表面

位移和地表作用力之间的关系如下

ũ(s)k×1 = K̃s(s)k×kq̃(s)k×1 (13)

式中, ũ(s)k×1 = [ũ(s, 1), ũ(s, 2), · · · , ũ(s, k)]T 为变换域

内与梁节点对应的地基点的竖向位移向量, q̃(s)k×1 =

[q̃(s, 1), q̃(s, 2), · · · , q̃(s, k)]T为变换域内基础对地基的

作用力向量, K̃s(s)k×k为 Laplace变换域内的地基柔度

矩阵,其具体表达式如下

K̃s(s)k×k = s ·


Ĩs(1, 1, s) Ĩs(1, 2, s) · · · Ĩs(1, k, s)

Ĩs(2, 1, s) Ĩs(2, 2, s) · · · Ĩs(2, k, s)
...

...
. . .

...

Ĩs(k, 1, s) Ĩs(k, 2, s) · · · Ĩs(k, k, s)


k×k

(14)

至此,已经分别建立了 Laplace变换域内梁的总

刚度矩阵方程和地基的柔度矩阵方程.利用梁−土接
触面间的协调条件,可以将梁与地基联系起来. 假定

外载荷作用下地基与梁底面紧密接触, 则梁节点的

竖向位移与对应位置的地基沉降相等, 而地基反力

与基础对地基的作用力大小相等,即

w̃(s) = ũ(s) (15a)

R̃(s) = q̃(s) (15b)

结合式 (15),并将地基柔度矩阵方程式 (13)代入

梁的总刚度矩阵方程式 (4)中,可得到梁与地基共同

作用的总矩阵方程 θ̃R̃
 =
Kθθ Kθw · K̃s + R̃M

Kwθ Kww · K̃s + R̃Q


−1 F̃M

F̃Q

 (16)

求解该式即可得出 Laplace 变换域内梁各节点

转角和单元底部的地基反力,地基沉降可通过式 (13)

进一步获得.对以上解答进行 Laplace数值逆变换[31],

即可得到各分量在物理域内的真实解.

3 数值计算与分析

3.1 验证

Kobayashi和 Sonoda [32] 针对多种线性黏弹性地

基上 Timoshenko 梁的弯曲问题进行了研究, 其中基

于 Kelvin 地基模型的相关研究可视为本文模型的

特例. 为此将本文模型退化至 Kelvin 地基, 并与文

献 [32] 中的算例进行对比. 算例中均布载荷 p 作

用于梁中部 0.4L 6 x 6 0.6L 区域, 弹性梁与黏弹

性地基的相关参数满足:
√

EbIb/[kAbGb(L/2)2] = 0.2,
4
√

ks(L/2)4/(EbIb) = 3. 其中, ks 为地基基床系数,需借

助 Vesic [39]给出的理论公式将其换算为弹性模量.

图 5 和图 6 分别为梁中点处地基沉降和地基

反力随时间的变化曲线.由图可见,本文理论退化至

Kelvin地基后所得解答与文献 [32]结果吻合良好,具

有很好的一致性.
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图 6 Timoshenko梁中点处地基反力随时间的变化

Fig. 6 Subgrade reaction at the midpoint of the Timoshenko

beam with time

3.2 单元数目的影响分析

为便于分析,本文将对梁与地基的部分参数及固

结计算结果进行无量纲化处理. 无量纲位移 w∗、地

基反力 R∗ 及时间参数 τ 的具体定义见各图中标注,

其中 µ = (1 − vvh)/[2(1 + vvh)(1 − 2vvh)]. 梁−土相对刚
度比定义为 Kb = 4Ebbbh3

b(1 − ν2vh)/(3πE1vL4).

Timoshenko梁置于均质黏弹性饱和半空间地基

上,其上表面在全长范围内作用竖向均布载荷 p. 梁

的参数为:长高比 L/hb = 6,截面宽高比 bb/hb = 1,泊

松比 νb = 0.15;地基土的相关参数为: E0v = 10 MPa,

E1v = 5 MPa, ηv = 1.0×106 MPa·s, ζ = 1, νvh = νh = 0.35,

kv = kh = 5.0 × 10−8 m/s; 梁 −土相对刚度比 Kb 为

0.1. 本文取分数阶次 α = 0.4, 0.6, 0.8, 1.0进行对比

分析.

本节探讨梁单元数目对计算结果的影响. 当梁

节点数目 k = 3, 7, 11, 17, 21时,计算得到的固结完成

时 (τ = 1012)梁与地基接触面的沉降见图 7.

 

1.0 

1.4 

1.8

2.2 

2.6 

3.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x/L

k = 3

k = 7

k = 11

k = 17

k = 21

w
*

w* = E1vw/(bb p)

τ = µE1vkvt/(bb γw) 
2

图 7 单元数目对地基沉降的影响

Fig. 7 Effects of the number of elements on settlements

由图 7可见,当梁节点数目 k > 7,即梁单元数目

大于等于 6 时, 梁单元数目的增加对梁与地基相互

作用的计算结果影响已不再显著.显然,随着单元数

目的增加,数值解答的精度随之提高,但计算效率也

在逐渐下降. 考虑到计算效率和精度的平衡,本文算

例均取 k = 11,即将梁划分为 10个单元,此时所得结

果的误差在可接受的范围内.

3.3 分数阶次的影响分析

对于实际工程中模型分数阶次等参数的取值问

题, 可参考文献 [20, 22-23] 中的试验方法. 具体为:

取工程所在区域的土样进行三轴流变试验, 得到土

体蠕变曲线;然后依据本构关系式,通过曲线拟合方

法得到与蠕变曲线相吻合的分数阶黏弹性模型参数.

另外, 所取蠕变曲线对应的加载条件应尽量与实际

工程的工况条件一致, 以保证能有效反映实际工程

条件下该区域土体独特的流变特性.

基于 3.2 节中的梁和地基参数, 可计算得到如

图 8和图 9所示的不同分数阶次下梁中心地基沉降

和梁端地基反力随时间的变化情况. 由于土体固结

及蠕变变形的存在, 梁下地基沉降及地基反力表现

出明显的时变特征. 例如,地基沉降及地基反力的时

变曲线在固结初期较为平缓, 而后有比较明显的增

长, 最终随时间发展而趋于某一定值. 另外, 分数阶

次 α 对梁底地基沉降和地基反力均有较大影响. 当

其他参数不变时, 饱和地基固结速率随 α 的增大而

明显加快, 梁底地基沉降量及端部地基反力都会更

早达到最终值;但不同分数阶次下,梁中点处地基的

最终沉降以及端部的最终反力相同.
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图 8 不同分数阶次下梁中点地基沉降随时间的变化

Fig. 8 Settlements versus time at the midpoint of the beam

with different fractional orders
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图 9 不同分数阶次下梁端部地基反力随时间的变化

Fig. 9 Subgrade reactions versus time at the end of the beam

with different fractional orders

实际上, 分数阶次 α 的取值决定了分数阶 Mer-

chant模型 (见图 3)中Abel黏壶的物理性质:当 α = 0

时,该元件为线弹性固体;当 α = 1时,为理想牛顿流

体; 当 0 < α < 1 时, 为分数阶黏弹性体. Yin 等 [22]

经研究指出,随着分数阶次 α的增大,土体孔隙水压

力消散得更快,故达到最终沉降所需时间更短.另外,

当孔隙水压力完全消散, 不同分数阶次模型下的土

体均达到最终沉降状态,此时各梁−土接触面上的地
基沉降及反力也达到相同状态. 解益等 [25] 曾将分数

阶 Kelvin模型下黏弹性饱和土体的固结沉降表达式

退化至整数阶黏弹性模型以及弹性模型, 从理论上

证明了不同分数阶次下土体最终沉降量相同.

3.4 地基成层性的影响分析

本节将探究地基成层性对梁土相互作用的影响.

3 种饱和土体的相关参数见表 1, 3 种分层工况见

表 2. 土体 1 和土体 2 为黏弹性饱和土, 土体 3 为

弹性饱和土. E∗ 表示终态模量 (1/E∗ = 1/E0 + 1/E1),

其值一定程度上能反映土体的整体压缩变形性能.地

基总厚度为 H = 10L,自上而下三层土体的厚度比例

为 h1 : h2 : h3 = 1 : 1 : 8;弹性梁参数同 3.2节,梁上

作用竖向均布载荷 p. 为便于分析,计算无量纲时间

和无量纲竖向位移时,统一将 E1v取为 E∗ = 5 MPa.

由图 10和图 11可见,工况 1中均质单层地基的

弹性模量较小, 因而弹性梁底的地基沉降比其他两

种工况更大.与工况 1相比,工况 2中首层土的性质

相同,下部土体较硬,梁下地基沉降量较工况 1有一

定程度的减小. 而工况 3中的首层土弹性模量较大,

相比工况 1和工况 2,可有效控制地基沉降.

表 1 3种饱和土体的参数

Table 1 Parameters of three different saturated soils

Soil E0v/MPa E1v/MPa ηv/(MPa·s) α ζ vvh(= vh) kv(= kh)/(m·s−1) E∗/MPa

Soil 1 15 7.5 1.0 × 106 0.8 1 0.35 5.0 × 10−8 5

Soil 2 30 15 1.0 × 107 0.8 1 0.35 5.0 × 10−8 10

Soil 3 20 — — — 1 0.25 5.0 × 10−8 20

表 2 3种层状地基工况

Table 1 Three cases of different multilayered soils

Case Case 1 Case 2 Case 3

Layer 1 Soil 1 Soil 1 Soil 2

Layer 2 Soil 1 Soil 2 Soil 1

Layer 3 Soil 1 Soil 3 Soil 3

图 12中的 ∆w为梁中点及端部地基沉降量之差,

∆w∗为其无量纲化后的值.工况 2和工况 3下的沉降

差曲线很相近, 而工况 3 对应曲线的沉降差值明显

降低. 这说明加固表层土体不仅对控制地基的整体

沉降有显著效果,也能大幅减小地基的差异沉降. 实

际上, 由于梁受荷造成的地基附加应力的影响深度

有限,且附加应力随深度的增大而明显减小,故加固
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表层土体能够对地基沉降起到明显的控制作用.
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图 10 地基成层性对地基沉降的影响 (τ = 106)

Fig. 10 Effects of the stratification of soils on settlements (τ = 106)

w* = E*w/(bb p)

τ = µE1vkvt/(bb γw) 
2

-4 -2 0 2 4 6

lgτ

0.2

0.6

1.0 

1.4 

1.8 

Case 1 
Case 2 
Case 3 

w
*
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图 12 不同层状地基下沉降差随时间的变化

Fig. 12 Differential settlements versus time with different

multilayered soils

4 结论

本文以层状正交各向异性黏弹性饱和地基的精

细积分解答为基础,采用有限元−边界元耦合法,得

到了层状分数阶黏弹性饱和地基与 Timoshenko梁共

同作用的解答.在此基础上,分析了分数阶次和地基

成层性对地基沉降及地基反力的影响.主要结论有:

(1)黏弹性饱和地基上弹性梁底部的地基沉降及

地基反力表现出明显的时变特征,它们的时变曲线在

固结初期较为平缓,而后有比较明显的增长,最终随

时间发展而趋于某一定值.

(2) 分数阶次 α 的增大会使黏弹性饱和地基的

固结速率明显加快, 但不同分数阶次下梁底地基沉

降及地基反力的最终值相同.

(3)对于层状地基,加固表层土体能够有效控制

地基整体沉降, 并减小差异沉降. 因此, 在实际工程

中,应充分考虑地基分层性的影响,以准确分析梁与

地基的共同作用过程.
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