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双材料界面裂纹复应力强度因子的正则化边界元法1)
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摘要 双材料界面裂纹渐近位移和应力场表现出剧烈的振荡特性,许多用于表征经典平方根 (r1/2)和负平方根

(r−1/2)渐近物理场的传统数值方法失效,给界面裂纹复应力强度因子 (K1 + iK2)的精确求解增加了难度.引入一

种含有复振荡因子的新型 “特殊裂尖单元”,可精确表征裂纹尖端渐近位移和应力场的振荡特性,在避免裂尖区

域高密度网格剖分的情况下,可实现双材料界面裂纹复应力强度因子的精确求解. 此外,结合边界元法中计算近

奇异积分的正则化算法,成功求解了大尺寸比 (超薄)双材料界面裂纹的断裂力学参数. 数值算例表明,所提算法

稳定,效率高,在不增加计算量的前提下,显著提高了裂尖近场力学参量和断裂力学参数的求解精度和数值稳定

性.
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Abstract The asymptotic crack-tip field for bimaterial interface cracks exhibits an oscillatory behavior which is quite

different from that for cracks in homogeneous materials. Modeling such interface cracks by the conventional solution

procedures designed for homogeneous materials is inadequate, and may not lead to accurate solutions. This paper intro-

duces a new set of novel special crack-tip elements for analysis of interface cracks in linear elastic bimaterials by using

the boundary element method (BEM). The method can properly describe the oscillatory displacement and stress fields

in the vicinity of the interfacial crack-tip. Furthermore, the troublesome nearly-singular integrals, which are crucial in

the application of the BEM for ultra-thin structural problems, are calculated accurately by using a nonlinear coordinate

transformation. Accurate and reliable BEM results with only a small number of boundary elements can be obtained for

interface crack analysis of ultra-thin composite bimaterials.
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引 言

双材料比较容易在结合面附近萌生裂缝, 并沿

着界面发生扩展直至结构破坏.因此,双材料的破坏

不仅表现为单一材料内部的裂纹问题, 往往更多的

是界面的破坏、开裂或脱黏[1].随着计算力学学科的

不断发展, 用于解决断裂力学问题的数值计算方法

不断涌现,从早期的有限差分法 [2]、有限元法 [3]、边

界元法[4-9]到现在的无网格法[10-11]、数值流形法[12]、

非连续变形分析法 [13]、分子动力学法 [14] 等,它们成

为推动断裂力学研究不断发展的重要工具.

采用数值方法进行断裂力学分析时, 裂纹尖端

奇异区域处理的好坏直接关系到最终断裂力学参数

(如应力强度因子、能量释放率等)的求解精度.对于

传统单一材料,材料内部裂纹尖端位移和应力场具有

经典的平方根 (r1/2)和负平方根 (r−1/2)渐近性,相应

的理论研究和数值求解技术已发展的非常成熟. 比

如对裂尖奇异应力场的求解, 已发展了包括 “1/4 单

元法”、“数值外插法”、“虚拟裂纹闭合法” 和 “J 积

分/相互作用积分”等多种有效的求解方法. 然而,与

传统单一材料不同, 双材料界面裂纹渐近位移和应

力场表现出剧烈的振荡特性,即 [15-16]

u ∼ r1/2+iε, σ ∼ r−1/2+iε (1)

其中 i为复数单位, ε为双材料参数 (或振荡因子).导

致许多用于表征经典的平方根和负平方根物理场渐

近性的传统方法失效 [17-18]. 虽然界面裂纹复应力强

度因子 (K1+ iK2)可采用各种守恒积分 (如 J积分)或

位移外插法等进行间接求解,但计算精度较低,也难

以直接获得裂尖近场区域物理量的精确分布 [19]. 因

此,虽然目前计算断裂力学发展的比较成熟,但其在

双材料界面裂纹分析方面的研究依然比较欠缺, 从

基础研究的角度来考虑还需进行大量的研究.

此外, 随着实际工程需求和表面涂层工艺的逐

渐成熟,大量双材料的相对厚度 (表面特征长度和厚

度的尺寸比)越来越小,特别是各种微纳米复合材料

的相继出现, 给精确有效的数值模拟带来了巨大的

挑战. 比如, 为了避免出现畸形网格, 有限元法需按

照涂层的厚度划分单元. 可这样做必然会导致百万

甚至几百万个子单元,计算工作量剧增,同时解的收

敛性也难以保证[20].相对于有限元法,边界元仅需在

边界离散,可以从容处理边界单元的疏密过渡,很大

程度上避免了有限元法中网格畸变带来的困难,这一

点对薄体与涂层结构问题的数值模拟尤为重要.近年

来, 边界元法在薄体结构问题中的应用正在蓬勃发

展, 被认为是其比有限元法更具优势的一个新领域,

而且在表面涂层、压电薄膜等工程领域展现出了广

阔的应用前景 [21-27].

论文以边界元法为基本工具, 通过引入一种能

精确表征复合材料界面裂纹振荡特性的 “特殊裂尖

单元” [28],实现了双材料界面裂纹复应力强度因子的

精确求解. 该方法无需裂尖区域高密度的网格剖分,

可显著提高裂尖近场力学参量和复应力强度因子的

求解精度和数值稳定性. 在此基础上,结合边界元法

中计算近奇异积分的一种通用正则化算法 [29-30], 成

功求解了超薄双材料界面裂纹问题. 数值算例表明,

所提算法稳定,效率高,在不增加计算量的前提下,显

著提高了裂尖近场力学参量和断裂力学参数的求解

精度和数值稳定性.

1 界面裂纹渐进位移和应力场的振荡特性

图 1 中, 考虑由两种不同材料组成的双材料板,

在板的结合面存在一条界面裂纹. 记上层和下层材

料分别为区域 Ω1和 Ω2,相应的弹性模量和泊松比分

别为 µ1, ν1和 µ2, ν2.

 

  

interface crack analysis 

r  

  θ

Ω2: µ2, ν2

Ω1: µ1, ν1

图 1 双材料界面裂纹问题

Fig. 1 An interface crack in a dissimilar material

早在 20世纪五六十年代, Williams[16], Erdogan[15]

和 England [17] 等就发现双材料界面裂纹渐近位移和

应力场具有形如式 (1)的振荡特性. 其中 r为计算点

到裂尖的距离,双材料参数 ε定义如下

ε =
1

2π
ln

(
µ2κ1 + µ1

µ1κ2 + µ2

)
(2)
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对于平面应变问题,有 κi = 3 − 4νi. 对于平面应力问

题,有 κi = (3 − νi)/(1 + νi).裂纹尖端附近的位移和应
力场可表示为 [28,31]

(
uy + iux

)
θ=π
−

(
uy + iux

)
θ=−π

=

(K1 + iK2) (c1 + c2)

2
√

2π (1 + 2iε) cosh (πε)
r1/2+iε (3)

(
σy + iτxy

)
θ=0
=

(K1 + iK2)
√

2π
r−1/2+iε (4)

其中

K = K1 + iK2 (5)

K 为复应力强度因子, ci = (1 + κi)/µi 为材料常数. 由

式 (3)或式 (4)可知, 复应力强度因子 K1 + iK2 的值

可通过裂尖张开位移或应力进行数值求解.

传统有限元方法在处理裂纹问题时, 需严格按

照材料界面剖分网格,且裂尖区域需要采用高密度网

格以捕捉应力场的奇异性,前处理工作比较繁琐. 此

外,需要指出,界面裂纹渐近位移和应力场具有 r1/2+iε

和 r−1/2+iε 的振荡特性, 许多用于表征经典的平方根

和负平方根物理场渐近性的传统方法失效, 这也给

双材料界面裂纹精确有效的数值模拟带来了不小的

挑战.

2 求解界面裂纹问题的边界元方法

采用多域边界元法对图 1所示的双材料界面裂

纹问题进行数值求解. 对区域 Ω1 和 Ω2,可分别建立

如下边界积分方程 [28]

Ci j(P)u j(P) =
∫

S
Ui j(P,Q)t j(Q)dS (Q) −

−
∫

S
Ti j(P,Q)u j(Q)dS (Q) (6)

其中 P和 Q代表计算点和边界积分点, u j 和 t j ( j =

1, 2)代表边界位移和面力, Ui j(P,Q)和 Ti j(P,Q)为位

移和面力基本解. 对于光滑边界, Ci j(P) = δi j/2. 为了

保证足够的计算精度, 采用三点二次非连续单元近

似 (图 2).边界元法中的单元近似分为对边界形状的

“几何近似”和对边界物理参量的 “物理近似”. 对几

何边界的近似可表示为

xk = x1
k N1G(ξ) + x2

k N2G(ξ) + x3
k N3G(ξ), k = 1, 2 (7)

其中 (x1, x2)为边界单元任一点的坐标, (xi
1, xi

2)为单

元结点 Ni处的坐标 (图 2), N1G, N2G和 N3G为坐标形

函数

N1G(ξ) = ξ (ξ − 1) /2, N2G(ξ) = 1 − ξ2

N3G(ξ) = ξ (ξ + 1) /2, −1 6 ξ 6 1

 (8)

对于边界单元上的位移和面力,可采用如下近似

uk = u1
k N1(ξ) + u2

k N2(ξ) + u3
k N3(ξ), k = 1, 2 (9)

tk = t1
k N1(ξ) + t2

k N2(ξ) + t3
k N3(ξ), k = 1, 2 (10)

其中 (u1, u2)和 (t1, t2)为边界单元任一点处的位移分

量和面力分量, (ui
1, ui

2)和 (ti
1, ti

2)为单元节点 N̂i 处的

位移分量和面力分量 (图 2), N1, N2 和 N3 为位移/面

力形函数

N1(ξ) = ξ (ξ − α3) / [α1 (α1 − α3)]

N2(ξ) = (ξ − α1) (ξ − α3) / (α1α3)

N3(ξ) = ξ (ξ − α1) / [α3 (α3 − α1)]

 (11)

式 (11)中, α1, α2 = 0和 α3为单元的非连续因子.

N1 N1 N2 = N2 N3 N3
^ ^^

ξ  = -1 ξ  = +1ξ  = α1 ξ  = α3ξ  = α2 = 0

图 2 二次非连续单元

Fig. 2 Discontinuous quadratic element

将边界积分方程 (6)分别应用于区域 Ω1 和 Ω2,

可构造如下线性代数方程组[
H1,H1

I

] u1

u1
I

 = [
G1,G1

I

]  t1

t1I

 (12)

[
H2,H2

I

] u2

u2
I

 = [
G2,G2

I

]  t2

t2I

 (13)

其中 H和 G代表系数矩阵, 上标 “1”和 “2”分别表

示区域 Ω1 和 Ω2,下标 “I”代表双材料结合面 (界面)

处对应的系数矩阵或物理量. 根据界面位移和面力

的连续条件

uI = u1
I = u2

I , tI = t1I = −t2I (14)

方程组 (12)和 (13)可以耦合为H1 H1
I 0

0 H2
I H2



u1

uI

u2

 =
G1 G1

I 0
0 −G2

I G2



t1

tI
t2

 (15)
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通过对方程 (15) 的求解, 可得到边界点处位移和

面力的数值解. 将裂纹尖端的张开位移或面力代入

式 (3) 或式 (4), 便可进一步求得复应力强度因子

的值.

需要指出, 界面裂纹渐近位移和应力场具有

r1/2+iε 和 r−1/2+iε 的振荡特性. 因此, 在采用以上分

域法的同时,需要对裂尖单元 (包含裂纹尖端的左右

两个单元,见图 3)进行特殊处理,这就是接下来要引

入的 “特殊裂尖单元”法.

crack area

crack tip

material I

material II

o

图 3 界面裂纹裂尖单元

Fig. 3 Elements near the crack-tip

3 双材料界面裂纹 “特殊裂尖单元”

引入一种含有复振荡因子的新型 “特殊裂尖单

元” [28],可精确表征裂纹尖端渐近位移和应力场的振

荡特性. 提高界面裂纹复应力强度因子的数值求解

精度.下文简要介绍方法的数学原理.

对于几何边界的近似,裂尖单元采用如式 (7)和

式 (8) 相同的二次单元. 但对于位移和面力的近似

(物理量的近似), 裂尖单元需要做如下特殊处理. 如

式 (3) 所示, 为了准确表征裂尖位移场的振荡特性,

裂尖位移场在数学上应该具有以下形式

ui(ξ) = d1 + d2r1/2+iε + d3r3/2+iε (16)

其中 d1代表刚体位移, d2r1/2+iε为主要项, d3r3/2+iε为

距离函数 r的高阶无穷小量 (对计算精度的影响可以

忽略).

数值上, 通过式 (9) 插值得到的裂尖位移场应

具有如式 (16)的渐进性. 当裂纹尖端在单元中的无

因次坐标为 ξ = −1 时, 即裂尖位于单元左端点时

(图 3), 式 (9) 中的位移插值形函数应表示为以下

形式

Nk = Ak
1 + Ak

2 (1 + ξ)1/2+iε + Ak
3 (1 + ξ)3/2+iε (17)

其中 k = 1, 2, 3, Ak
1, Ak

2和 Ak
3为常数,其值可令 Nk在

第 k个单元节点处的值恒为一,在单元其他两个节点

处的值恒为 0 (函数插值理论),通过构造三元一次方

程组来计算.比如,在构造 N1时,可令

N1(ξ = α1) ≡ 1, N1(ξ = α2) ≡ 0, N1(ξ = α3) ≡ 0 (18)

同理,在构造 N2和 N3时,可令

N2(ξ = α1) ≡ 0, N2(ξ = α2) ≡ 1, N2(ξ = α3) ≡ 0 (19)

N3(ξ = α1) ≡ 0, N3(ξ = α2) ≡ 0, N3(ξ = α3) ≡ 1 (20)

当裂纹尖端在单元中的无因次坐标为 ξ = 1 时

(裂尖单元的右端点), 式 (9)中的位移插值形函数应

具有以下形式

Nk = Bk
1 + Bk

2 (1 − ξ)1/2+iε + Bk
3 (1 − ξ)3/2+iε (21)

其中待定系数 Bk
1, Bk

2 和 Bk
3 可通过上述方法类似求

解. 式 (17) 和式 (21) 可用于裂尖单元位移场的插

值近似, 这样便可精确表征界面裂纹渐进位移场的

振荡特性. 式 (17)和式 (21)的具体数学表达式见文

献 [28].

类似地, 为了准确表征裂尖应力场的振荡特性,

根据式 (4),裂尖应力场应表示为以下形式

ti(ξ) = e1 + e2r−1/2+iε + e3r1/2+iε (22)

其中 e2r−1/2+iε 为主要项 (振荡奇异性), e3r1/2+iε 为距

离函数 r 的高阶无穷小量. 为了使通过式 (10) 构造

的裂尖应力场具有如式 (22) 的渐进性, 当裂纹尖端

在点 ξ = ±1时,式 (10)中的应力插值形函数应具有

以下形式

Nk = Ck
1 +Ck

2 (1 ∓ ξ)−1/2+iε +Ck
3 (1 ∓ ξ)1/2+iε (23)

其中 Ck
1, Ck

2 和 Ck
3 为待定系数,其具体数学表达式可

见文献 [28]. 需要指出,上述位移和应力特殊形函数

仅需在裂纹尖端左右两侧的两个边界单元使用, 其

它边界单元上的位移和应力可通过常规位移/面力形

函数式 (11)进行插值近似.

4 薄体结构边界元法中近奇异积分的计算

薄体结构问题的数值求解是边界元法的难点之

一,其实质是近奇异积分的精确计算.原因是,受薄体

结构特殊几何构造的影响,边界节点通常和某些积分

单元十分地接近,导致边界积分方程 (6)的积分表现

出不同程度的近奇异性,常规高斯积分结果失效. 本

文采用一种非线性变量替换法对近奇异积分进行精
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确求解. 该方法基于尽可能拉近运算因子间数量级

或变化尺度的思想, 可有效改善近奇异核函数的振

荡特性,使近奇异积分的计算结果得到大幅提高.

二维弹性力学边界元法中的近奇异积分可以归

结为以下两种形式 [32-33]

I1 =

∫ 1

−1
f (ξ) lg r2(ξ)dξ (24)

I2 =

∫ 1

−1
f (ξ)

1
r2α(ξ)

dξ (25)

其中 α > 0, f (ξ)为规则函数 (包含雅可比函数、形函

数等).若采用三点二次单元近似几何边界,计算点 P

到积分单元的距离函数 r2(ξ)可表示为 [32]

r2(ξ) = (ξ − a)2 g(ξ) + b2 (26)

其中 g(ξ) > 0为规则函数, a代表计算点 P在积分单

元投影的无因次坐标, b代表计算点 P到积分单元的

最短距离.将式 (26)代入式 (24)和式 (25)可得

I1 =

∫ a

−1
f (ξ) lg

[
(ξ − a)2 g(ξ) + b2

]
dξ +∫ 1

a
f (ξ) lg

[
(ξ − a)2 g(ξ) + b2

]
dξ (27)

I2 =

∫ a

−1

f (ξ)[
(ξ − a)2g(ξ) + b2]α dξ +∫ 1

a

f (ξ)[
(ξ − a)2g(ξ) + b2]α dξ (28)

上述积分在 a点被分为两部分来计算,可提高数值计

算精度.在积分区间 [−1, a]和 [a, 1]上分别引入变量

替换 x = a− ξ和 x = ξ − a,则上述近奇异积分可表示

为以下形式

I1 =

∫ A

0
f (x) lg

[
x2g(x) + b2

]
dx (29)

I2 =

∫ A

0

f (x)[
x2g(x) + b2]α dx (30)

其中 A = 1 + a或 A = 1 − a.显然,当计算点 P到积分

单元的最短距离 b很小时,上述积分核函数在 0点附

近会产生剧烈的振荡特性. 为此,引入如下非线性变

量替换

x = b
[
ek(1+t) − 1

]
(31)

其中 k = 0.5 ln(1 + A/b). 将变量替换 (31)代入式 (30)

可得

I2 =
k

b2α−1

∫ 1

−1

f (t)ek(1+t)[
(ek(1+t) − 1)2g(t) + 1

]α dt (32)

式 (29) 的变换类似可得. 因 g(·) > 0 为规则函数,

式 (32)核函数分母部分 (ek(1+t) − 1)2g(t) + 1 > 1恒成

立,原近奇异性得以消除,可通过传统高斯积分进行

精确求解. 论文首次尝试将上述计算近奇异积分的

正则化算法与 “特殊裂尖单元”法相结合,数值模拟

大尺寸比 (超薄) 双材料的界面裂纹问题, 下面给出

数值算例.

5 数值算例

首先,为验证所提 “特殊裂尖单元法”求解双材

料界面裂纹问题的有效性,算例 1给出了无限大双材

料板受均匀拉力时断裂力学参量和近场物理量的计

算结果 (不涉及近奇异积分的计算问题). 算例 2∼ 5

侧重于大尺寸比 (超薄) 双材料的界面裂纹问题. 其

中, 算例 2 和算例 3 假设两种材料具有相同的弹性

模量和泊松比 (应力强度因子存在精确解). 算例 4

和算例 5讨论了不同材料的界面裂纹问题.

例 1 含有中心裂纹的无限大双材料板, 界面裂

纹的长度为 2a,裂纹表面受均匀拉力 σ0 (见图 4). 材

料 1和材料 2的泊松比为 ν1 = ν2 = 0.2. 实际计算中,

令双材料板的宽度和高度为 50a.边界共划分 280个

二次单元, 其中裂纹表面划分 20 个二次单元, 裂尖

单元相对于裂纹长度为 a/10. 断裂力学参数和裂尖

渐近位移和应力场的精确解见文献 [28].

Ω1

Ω2

σ0

y

x

2a

图 4 无限大双材料板界面裂纹问题

Fig. 4 An infinite bimaterial plate with an interface crack

当双材料弹性模量的比值 µ1/µ2 不断变化时,

表 1 和表 2 给出了复应力强度因子 K1 和 K2 的计

算结果.结果表明,即使 µ1/µ2 = 1 000,复应力强度因

子的计算结果与精确解依然十分的吻合. 需要注意,

不论 µ1/µ2 如何变化, 裂纹表面仅划分 20 个二次单

元,且无需对裂尖单元进行局部加密.
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表 1 应力强度因子 K1/(σ0
√

a)的计算结果 (例 1)

Table 1 Normalized SIFs K1/(σ0
√

a) (Example 1)

µ1/µ2 Exact Present BEM Relative errors

1 1.772 5 1.772 2 1.560 9 × 10−4

2 1.775 7 1.775 6 4.380 7 × 10−5

3 1.779 9 1.780 0 8.225 3 × 10−5

4 1.783 2 1.783 5 1.701 3 × 10−4

5 1.785 9 1.786 3 2.300 0 × 10−4

10 1.793 1 1.793 8 3.548 3 × 10−4

100 1.803 0 1.803 8 4.323 1 × 10−4

1 000 1.804 3 1.805 0 4.344 6 × 10−4

表 2 应力强度因子 K2/(σ0
√

a)的计算结果 (例 1)

Table 2 Normalized SIFs K2/(σ0
√

a) (Example 1)

µ1/µ2 Exact Present BEM Relative errors

1 0.0 0.0 —
2 −0.092 6 −0.092 3 2.813 8 × 10−3

3 −0.139 7 −0.139 5 1.899 6 × 10−3

4 −0.168 5 −0.168 3 1.181 7 × 10−3

5 −0.187 9 −0.187 8 6.347 8 × 10−4

10 −0.233 0 −0.233 2 8.007 4 × 10−4

100 −0.282 9 −0.283 7 2.600 4 × 10−3

1 000 −0.288 5 −0.289 4 2.812 3 × 10−3

图 5 和图 6 分别给出了 µ1/µ2 = 5 时, 裂纹表

面张开位移和裂尖应力场的计算结果. 结果表明所

提 “特殊裂尖单元法”可精确表征界面裂纹渐进位移

和应力场的振荡特性,在不增加计算量的前提下,显

著提高断裂力学参数和近场物理量的数值求解精度.

图 7给出了裂纹表面剖分单元数量对计算结果的影

响 (µ1/µ2 = 5).当裂纹表面划分超过 20个单元时,复

应力强度因子的计算结果趋于稳定.
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1.0
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Τ10-3

(b)

(a)

图 5 裂纹表面张开位移 (a)与相对误差 (b)

Fig. 5 Results of the crack-opening-displacements (upper) and

relative errors (lower)
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图 6 裂纹尖端应力场 σy 的计算结果

Fig. 6 Results of the near-tip stresses σy
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图 7 裂纹表面单元数量对计算结果的影响

Fig. 7 Variation of the errors with respect to the number of

crack elements

例 2含有中心裂纹的无限大薄板,裂纹的长度为

2a, 薄板的宽度为 2L, 厚度为 2h, 如图 8所示. 裂纹

上下表面受均匀拉力 σ.定义薄板的相对厚度为 h/L.

当 a/h→ ∞时,应力强度因子的精确解为

KI = σ
√

h
√

1 − 2ν/(1 − ν) (33)

其中 ν 为材料的泊松比. 边界共划分 126 个二次单

元, 其中裂纹表面划分 15 个二次单元. 实际计算

中, 令 L/a = 20 来近似无限大板. 需要注意, 边界

元法仅需在边界离散, 可以从容处理边界单元的疏

密过渡.在模拟薄体结构问题时,不需要根据薄体结

构厚度的变化对网格进行加密, 这是比有限元模拟

薄体结构问题有优势的地方.当薄板的相对厚度 h/L

在 10−2 ∼ 10−9变化时,表 3给出了无量纲应力强度因
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u  = v  = 0

u  = v  = 0

y
h

h

x

2a

2L

图 8 含有中心裂纹的薄板

Fig. 8 A central craked thin beam constrained between two rigid grips

表 3 应力强度因子 (无量纲 K1)的计算结果 (例 2)

Table 3 Results of normalized stress intensity
factors K1 (Example 2)

h/L Exact
Present Relative Conventional Relative

BEM errors BEM errors

10−2 1.0 1.000 8 8.36 × 10−4 1.000 8 8.38 × 10−4

10−3 1.0 1.000 8 8.38 × 10−4 1.000 9 8.66 × 10−4

10−4 1.0 1.000 8 8.41 × 10−4 0.980 1.94 × 10−2

10−5 1.0 1.000 7 7.07 × 10−4 0.673 —

10−6 1.0 1.000 8 8.32 × 10−4 1.296 —

10−7 1.0 1.000 8 8.32 × 10−4 12 —

10−8 1.0 1.000 8 8.32 × 10−4 103 —

10−9 1.0 1.000 8 8.32 × 10−4 864 —

子 K1/[σ
√

h
√

1 − 2ν(1− ν)]的计算结果.其中,传统边

界元法 (conventional BEM)指对薄体结构中产生的近

奇异积分直接采用传统高斯积分求解.

表 3的数据表明,当薄板的相对厚度 h/L < 10−4

时, 传统边界元法计算的应力强度因子已经完全失

效. 相比之下,本文算法在薄板的相对厚度小到 10−9

时, 应力强度因子的计算结果依然与精确解十分吻

合.

例 3边界受剪应力的含有中心裂纹的薄板,裂纹

的长度为 2a,薄板的高度为 2H,宽度为 2b,如图 9所

示. 裂纹长度与板的宽度具有关系 b = 4a,薄板的高

度设置为 H = 15. 定义薄板的相对厚度为 b/H. 边界

共划分 188个二次单元,其中裂纹表面划分 10个二

次单元.应力强度因子的精确解为

K2 = σ
√
πaF (a, b) (34)

F =
[
1 − 0.025

(a
b

)2
+ 0.06

(a
b

)4
] √

sec
(
πa
2b

)
(35)

当薄板的相对厚度 b/H 在 10−1 ∼ 10−9 变化时,

表 4 给出了无量纲应力强度因子 K2/
(
σ
√
πaF

)
的

计算结果.表 4的数据表明,当薄板的相对厚度小于

H

H

2a

2b

a

b
-

b

H
-

1

4
-=

10
-10

10
-1<- <-

图 9 含有中心裂纹的薄板受均匀剪应力

Fig. 9 A central craked thin beam under shear loading

表 4 应力强度因子 (无量纲 K2)的计算结果 (例 3)

Table 4 Results of normalized stress intensity
factors K2 (Example 3)

b/H Exact
Present Relative Conventional Relative

BEM errors BEM errors

10−1 1.0 1.005 1 5.05 × 10−3 1.005 2 5.21 × 10−3

10−2 1.0 1.005 0 5.03 × 10−3 1.005 1 5.09 × 10−3

10−3 1.0 1.006 1 6.08 × 10−3 0.983 7 1.62 × 10−2

10−4 1.0 1.005 2 5.20 × 10−3 1.489 3 —

10−5 1.0 1.007 3 7.32 × 10−3 11 —

10−6 1.0 1.007 8 7.80 × 10−3 89 —

10−7 1.0 1.007 8 7.80 × 10−3 741 —

10−8 1.0 1.007 8 7.80 × 10−3 6388 —

10−9 1.0 1.007 8 7.80 × 10−3 56 199 —

10−4 时, 传统边界元法计算的应力强度因子已经完

全失效. 相比之下,本文算法在薄板的相对厚度小到

10−9 时, 应力强度因子的计算结果依然与精确解十

分吻合.

例 4 含有边裂纹的双材料板, 如图 10 所示. 裂

纹的长度为 a, 材料的厚度为 h, 宽度为 L. 板的下

边界固定 (位移分量为 0), 左右边界受拉应力, 上边

界和裂纹表面不受力. 材料 1 和材料 2 的泊松比

为 ν1 = ν2 = 0.3, 弹性模量 µ1/µ2 , 1. 边界共划

分 320 个二次单元, 其中裂纹表面划分 5 个二次单

元. 定义薄板的相对厚度为 h/L,裂纹的相对长度为

a/h. 固定薄板的厚度为 h/L = 10−4, 裂纹的相对长

度在 0.01 6 a/h 6 0.99 之间变化. 表 5 给出了不同
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L  = 10

a
hmaterial 1 material 2

σσ

图 10 含有边裂纹的双材料板 (拉应力)

Fig. 10 A bimaterial beam with an edge-crack under uniform

tensile stress loading

表 5 复应力强度因子的计算结果 (例 4)

Table 5 Results of normalized complex stress intensity factors
K1/σ

√
a and K2/σ

√
a (Example 4)

µ1/µ2 = 2 µ1/µ2 = 10

a/h K1/σ
√

a K2/σ
√

a K1/σ
√

a K2/σ
√

a

×10−2 ×10−3 ×10−2 ×10−3

0.01 −2.564 9 8.623 8 −1.720 8 1.598 6

0.1 −0.785 0 1.804 5 −0.661 0 0.387 5

0.2 −0.538 2 1.047 9 −0.480 1 0.232 3

0.3 −0.419 8 0.704 9 −0.392 4 0.162 6

0.4 −0.332 6 0.476 0 −0.325 0 0.116 2

0.5 −0.272 1 0.335 4 −0.276 1 0.087 6

0.6 −0.250 8 0.274 3 −0.261 6 0.076 1

0.7 −0.217 7 0.216 9 −0.232 2 0.064 2

0.8 −0.188 9 0.183 8 −0.204 4 0.057 9

0.9 −0.164 1 0.186 0 −0.177 0 0.059 1

0.99 −0.125 2 0.248 5 −0.124 2 0.071 4

材料组合时 (弹性模量 µ1/µ2 , 1), 复应力强度因子

K1/(σ
√

a)和 K2/(σ
√

a)的计算结果.

例 5 如图 11 所示, 例 5 与例 4 具有相同的几

何形状, 只是边界条件不同. 此时, 板的下边界固定

(位移分量为零), 左右边界和上边界不受力, 裂纹表

面受剪应力. 同样, 材料 1 和材料 2 的泊松比为

ν1 = ν2 = 0.3,弹性模量 µ1/µ2 , 1.边界共划分 320个

二次单元,其中裂纹表面划分 5个二次单元. 与例 4

类似, 固定薄板的厚度为 h/L = 10−4, 裂纹的相对长

度在 0.01 6 a/h 6 0.99 之间变化. 图 12 和图 13 给

出了不同材料组合时,复应力强度因子 K1/(τ
√

a)和

L  = 10

hmaterial 1 material 2τ

图 11 含有边裂纹的双材料板 (剪应力)

Fig. 11 A bimaterial beam with an edge-crack under uniform

shear stress loading
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Fig. 12 Results of normalized complex stress intensity

factors K1/(τ
√

a)
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图 13 复应力强度因子 K2/(τ
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a)的计算结果

Fig. 13 Results of normalized complex stress intensity

factors K2/(τ
√

a)

K2/(τ
√

a) 的计算结果. 随着材料参数 µ1/µ2 的增大,

复应力强度因子的实数部分 K1 不断增大,而复应力

强度因子的复数部分 K2不断减小.

6 结论

针对求解双材料界面裂纹复应力强度因子的困

难,引入了一种含有复振荡因子的新型 “特殊裂尖单

元”. 该方法可直接通过裂尖单元的张开位移或界面

应力实现复应力强度因子的精确求解, 无需裂尖区

域高密度的网格剖分,也无需借助 J积分、相互作用

积分或虚拟裂纹闭合技术等方法对复应力强度因子

进行间接求解. 该方法也可直接与有限元或其它数

值方法相结合, 用于模拟复合材料界面裂纹等相关

问题.

此外, 将求解薄体结构问题的正则化边界元法

与上述 “特殊裂尖单元”法相结合,成功求解了超薄
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(大尺寸比) 双材料的界面裂纹问题. 数值算例表明,

所提算法稳定,效率高,在不增加计算量的前提下,显

著提高了裂尖近场力学参量和断裂力学参数的求解

精度和数值稳定性.
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