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摘要 扩展有限元法 (extended finite element method, XFEM)因具有裂纹几何独立于模拟网格、裂纹扩展时无需

网格重分重映、计算精度高等优点,成为裂纹分析的主流数值方法之一.但该方法在工程实践中存在单元被裂纹

分割的几何困难——现有精确几何分割方法实现复杂、计算量大、鲁棒性差. 为克服这一困难,本文提出一种

基于单元水平集的模板分割方法,用于非连续单元子剖分和数值积分. 首先,遍历单元水平集值所有形态并建立

标准单元分割模板库;然后,根据单元水平集值,对非标准单元进行形态查询和模板插值;最后,套用标准单元分

割模板实现单元高效分割和子剖分. 将该方法与常规 XFEM、改进型 XFEM进行结合,从而应用于孔洞、夹杂、

裂纹等非连续问题分析中. 算例分析表明,本文提出的模板分割方法具有较高计算精度.由于不引入复杂几何操

作,该模板分割方法同时具有较高计算效率和鲁棒性,故可为 XFEM类方法在实际工程应用中提供有效支撑.
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Abstract The extended finite element method (XFEM) has been one of the privileged tools for crack analysis due to its

significant advantages: (1) Independence of crack geometry on the simulation mesh; (2) no necessity of remeshing when a

crack grows; and (3) high accuracy. However, the method is hindered in engineering practices by the partitioning difficulty

of discontinuous elements, i.e. the geometric interaction between discontinuous interfaces and solid elements. Though

current partitioning algorithms are geometrically exact, they are cumbersome to implement, computationally expensive,

and insufficiently robust. To overcome these issues, a templated partitioning algorithm is proposed based on element

level sets for subdivision and numerical integration of discontinuous elements. Firstly, a templated partitioning library

for standard discontinuous elements is established by enumerating all the patterns of element level set values. Secondly,
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the pattern of a non-standard element to be partitioned is looked up and the sub-coordinates are interpolated based on the

element level set values. Lastly, the non-standard element is efficiently partitioned into sub-triangles based on the standard

element template. The algorithm is incorporated into the conventional XFEM and the improved XFEM for analysis of

discontinuous problems, i.e. the problems with holes, inclusions, cracks and so forth. Numerical examples indicate

that the proposed algorithm achieves favorable accuracy. Without cumbersome geometrical operations, the templated

partitioning algorithm is also efficient and robust, thereby enabling itself to support the extended finite element methods

in practical engineering problems.

Key words subdivision, level set, discontinuity, crack propagation, conventional XFEM, improved XFEM

引 言

非连续问题广泛存在于基础研究 [1-4] 和工程应

用 [5-8] 中,如裂纹、孔洞、夹杂、多材料、流固耦合、

相变、剪切带等. 研究这类问题,具有重要的科学意

义和广泛的应用价值.

传统有限元法模拟这类问题面临诸多困难, 如

网格划分需与非连续面对齐、非连续面更新 (如裂纹

扩展)时需网格重分重映、空间梯度变化较大处 (如

裂尖处)需进行网格加密等.

鉴于传统有限元法局限性, 1990年代开始,发展

出一批基于单位分解 (PU) [9] 的数值方法, 如单位分

解有限元 (PUFEM)[10]、广义有限元 (GFEM)[11-15]、数

值流形法 (NMM) [16-20]、扩展有限元 (XFEM) [21-25]等

等. 这类方法通过在基函数中引入先验的加强函数,

可有效求解各类连续、非连续问题.

特别针对裂纹问题, 1999 年美国西北大学 Ted

Belytschko研究组提出 XFEM [21-22],在学术界获得广

泛关注和迅速发展. 大型商业有限元软件纷纷添加

XFEM模块,标志该方法在工业界获得认可.

XFEM通过引入 C−1型局部加强函数,在函数空

间逼近裂纹的非连续性. 由此,裂纹几何独立于模拟

网格,裂纹扩展时亦无需网格重分重映.通过引入解

析性质的加强函数,其计算精度亦获得大幅提高.

XFEM在模拟裂纹扩展方面取得巨大成功,但同

时也面临两大困扰: 总体刚度矩阵高度病态和动力

学计算时额外自由度上能量无法正确传递 [23-24]. 前

者导致迭代法求解收敛缓慢甚至不收敛; 后者导致

动力学求解实施困难.有鉴于此,作者团队基于无额

外自由度的裂尖插值格式, 提出一种改进型 XFEM

(improved XFEM) [26-31],成功克服上述困难.

XFEM类方法在求解非连续问题时,面临非连续

单元积分问题 —— 此类单元受到非连续面的分割,

若使用常规高斯积分,精度将严重损失,故需进行特

殊处理.目前有以下几类处理方法 [23,32-33].

(1)高阶高斯积分法 [34-35]: 在单元内布置大量高

斯积分点 (如 6× 7[34], 8× 8[35]),判断积分点与裂纹面

的位置关系,从而对积分点所在积分域进行积分. 该

方法实现简单,但精度较低 [11].

(2)自适应积分法 [11,36-37]: 将初始非连续单元进

行网格细分, 在细分后的格子上自适应布置高斯积

分点,然后进行非连续单元积分.该方法实现较简单,

精度获得提高,但需要布置大量高斯积分点.

(3) 子网格积分法 [38-39]: 通过子网格剖分, 将非

连续单元与裂纹进行几何分割, 非连续单元积分在

子网格上实现. 由于该方法一般引入精确几何操作,

精度较高,但实现复杂、鲁棒性差.

(4)矩量拟合 (moment fitting)法 [40-42]: 通过一族

函数 (如幂函数) 在非连续单元上的精确积分, 构造

一组非线性方程组, 求解该方程组获得积分点位置

和权重, 再使用所求得的积分点和权重进行非连续

单元积分. 该方法不需要对单元进行分割,仅需引入

少量积分点就可取得较高精度, 但由于每个单元都

需要求解非线性方程组,导致求解效率降低.

(5)特殊积分法: 这类方法的思想是将原积分进

行一定特殊处理后再进行积分, 具有实现简便或精

度高的优点, 但通用性一般.这类方法包括: 1⃝ 等效
法. 例如: Ventura [43] 将 Heaviside函数等效为二次多

项式, Abedian和 Düster[44]将非连续函数等效为 Leg-

endre多项式;由此把非连续积分转换为连续积分进

行计算. 2⃝降维法. 例如: Sudhakar和Wall [45] 通过高

斯定理将体 (面)积分转换为面 (线)积分. 3⃝变换法.

例如: Mousavi和 Sukumar[46]使用广义 Duffy变换,将

在三角形 (金字塔)上积分变换为在正方形 (立方体)

上积分. 此外, 还有其他特殊积分方法 [47-48], 不再一

一赘述.
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上述几类方法在精度、效率、实现或通用性方面

存在各自的优点和缺点. 本文从工程实用化角度出

发,提出一种基于水平集的非连续单元模板分割 (单

元积分)方法.该方法采取模板查询的方式进行非连

续单元子剖分, 在三角形子网格上布置高斯积分点.

相比于精确子剖分方法, 该方法避免复杂几何操作,

可提高计算效率和鲁棒性. 将该方法与常规 XFEM、

改进型 XFEM进行结合,应用于孔洞、夹杂、裂纹等

非连续问题分析中, 从而为 XFEM 类方法在实际工

程应用中提供有效支撑.

1 控制方程

1.1 强形式

如图 1所示非连续静力问题,应满足平衡方程

∇ · σ + b = 0, inΩ (1)

式中, ∇为梯度算子, σ为应力张量, b为体力.

 

Γc

Γh

Γi

Γu

Γ0

Γt

x

y
Ω

图 1 二维非连续静力问题描述

Fig. 1 Illustration of statics with discontinuities in 2D

位移边界条件和应力边界条件分别如下所示

u = ū, on Γu (2)

σ · n = t̄, on Γt

σ · n = 0, on Γ0

σ · n = 0, on Γc

σ · n = 0, on Γh

 (3)

式中, u为位移, ū为在位移边界 Γu处给定的位移值,

t̄ 为在应力边界 Γt 处给定的应力值, Γ0 为无应力边

界, Γc 为裂纹面, Γh 为孔洞面, n为各个面上单位外

法向量.

对于线弹性问题,其本构关系如下

σ = D : ε (4)

式中, D为弹性张量, ε为应变张量.

小变形下,应变 ε和位移 u满足如下几何关系

ε = ∇su =
1
2

(
∇u + (∇u)T

)
(5)

1.2 弱形式

根据虚功原理,平衡方程 (1)与应力边界条件 (3)

可转化为如下弱积分形式∫
Ω

δε : σdΩ −
∫
Ω

δu · bdΩ −
∫
Γt

δu · t̄dΓ = 0 (6)

式中, δu为虚位移, δε为虚应变.

将几何关系 (5)代入平衡方程弱积分式 (6),可得∫
Ω

(∇sδu) : D : (∇su)dΩ −
∫
Ω

δu · bdΩ −∫
Γt

δu · t̄dΓ = 0 (7)

2 非连续界面水平集描述

本文使用水平集法 [49] 隐式描述非连续界面,如

孔洞面、夹杂面、裂纹面、多材料界面等. 非连续界

面可分为强、弱两种: 裂纹面属于强非连续界面,夹

杂面和多材料界面属于弱非连续界面. 根据不同类

型加强形式,孔洞面可以是强非连续界面,也可以是

弱非连续界面.本文不对其进行展开讨论.

2.1 非连续面水平集函数 φ(x)

非连续面水平集函数 φ(x)定义为求解域 Ω内任

意给定一点 x ∈ Ω到非连续面 Γd 的含符号距离,其

数学表达式为

φ(x) = min
x̄∈Γd
∥x − x̄∥ sign [n · (x − x̄)] (8)

式中, || · ||为欧式范数, n为非连续面单位外法向量,

sign(·)为符号函数. 上式中的非连续面 Γd 可以是裂

纹面 Γc、夹杂面 Γi、孔洞面 Γh或多材料界面 Γm.

2.2 裂纹尖端水平集函数 ψ(x)

裂纹尖端水平集函数 ψ(x)定义为求解域 Ω内任

意给定一点 x ∈ Ω 到裂纹尖端 xt 的含符号距离, 其

数学表达式为

ψ(x) = t · (x − xt) (9)

式中, t 为沿裂纹扩展方向的单位向量. 针对裂纹所

构造的水平集函数,如图 2所示.
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图 2 裂纹水平集函数构造 (根据文献 [33]重画)

Fig. 2 Construction of level set functions for a crack (redrawn after Ref.[33])

2.3 裂纹尖端极坐标系 (r, θ)

裂纹可通过水平集函数 φ(x) 和 ψ(x) 进行描述.

除此之外,还需要定义裂纹尖端极坐标系 (r, θ),其数

学表达式可通过水平集函数给出

r = r(x) =
√
φ2(x) + ψ2(x) (10)

θ = θ(x) = arctan
(
φ(x)
ψ(x)

)
(11)

3 扩展有限元

3.1 常规扩展有限元:弱非连续问题

对于弱非连续问题, 基于常规 XFEM 的位移场

逼近可表示为

uh(x) =
∑
i∈I

Ni(x)ūi +∑
j∈J

N j(x)
(
Fkink(x) − Fkink(x j)

)
ā j (12)

式中, I为全部节点集合, J 为非连续面加强节点集
合; i和 j为序数; ū为常规自由度, ā为非连续面加强

额外自由度; N(x)为标准有限元形函数, Fkink(x)为弱

非连续加强函数,可取为 [50]

Fkink(x) =
∑
j∈J

N j(x)
∣∣∣φ j

∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j∈J

N j(x)φ j

∣∣∣∣∣∣∣∣ (13)

3.2 常规扩展有限元:强非连续问题

对于裂纹问题, 除了考虑非连续面 (裂纹面) 阶

跃加强之外, 还需考虑裂尖奇异加强. 此时, 基于常

规 XFEM的位移场逼近为

uh(x) =
∑
i∈I

Ni(x)ūi +

∑
j∈J

N j(x)
(
Fjump(x) − Fjump(x j)

)
b̄ j +

∑
k∈K

Nk(x)
4∑
α=1

(
Fα

tip(x) − Fα
tip(xk)

)
c̄αk (14)

式中, I为全部节点集合, J 为裂纹面加强节点集合,

K 为裂尖加强节点集合; i, j, k, α为序数; ū为常规自

由度, b̄为裂纹面加强额外自由度, c̄为裂尖加强额外

自由度; N(x) 为标准有限元形函数, Fjump(x) 为阶跃

加强函数, Ftip(x)为裂尖奇异加强函数. Fjump(x)常使

用如下 Heaviside函数

Fjump(x) = H(φ(x)) =

1, if φ(x) > 0

0, if φ(x) < 0
(15)

对于各向同性线弹性材料, Ftip(x)可取为{
Fα

tip(x)
}
=

{
Fα

tip (x(r, θ))
}
=

{√
r cos

θ

2
,
√

r sin
θ

2
,

√
r sin

θ

2
sin θ,

√
r cos

θ

2
sin θ

}
(16)

3.3 改进型扩展有限元:裂纹问题

在使用改进型扩展有限元 (IXFEM) 求解时, 仅

考虑裂纹问题,其位移场逼近形式为 [26-31]

uh(x) =
∑

i∈I/K
Ni(x)ūi +∑

j∈J
N j(x)

(
Fjump(x) − Fjump(x j)

)
b̄ j +

∑
k∈K

 ∑
m∈Kk

Nm(x)ϕm
k (x)

 ūk (17)

式中, I为所有节点集合, J 为裂纹面加强节点集合,

K 为裂尖加强节点集合, Kk ⊂ K 为节点 k处裂尖加

强影响域内节点集合; i, j, k, m为序数; ū为常规自由

度, b̄为裂纹面加强额外自由度; N(x)为标准有限元



第 3 期 王理想等: 非连续问题中单元分割的模板方法 827

形函数, Fjump(x) 为阶跃加强函数, 与式 (15) 定义相

同, ϕm
k (x)为裂尖局部加强函数

ϕm
k (x) = pT(x)

A−1pk −
A−1

(1)A
−T
(1)pk

A−1
11

+
A−1

(1)δmk

A−1
11

 (18)

其中, p(x)为基向量, pk 为 p(xk)的缩写; A为矩量矩

阵, A−1
(1)为 A−1的第一列, A−1

11 为 A−1
(1)的第一个元素; δ

为 Kronecker符号. p(x)和 A的表达式如下所示

p(x) =
1, xT − xT

k

ch
, Fα

tip(x) − Fα
tip(xk)

T

(19)

A =
∑
l∈Kk

pl pT
l (20)

式中, c为常数,一般取为 2∼ 3; h为网格尺寸; Ftip(x)

为裂尖奇异加强函数,其定义与式 (16)相同.

观察式 (17)与式 (14)可看出,改进型 XFEM与

常规XFEM的区别仅在于裂尖加强项.改进型XFEM

裂尖加强项中不再包含额外自由度,可有效解决常规

XFEM线性相关问题.

3.4 混合单元修正

混合单元为同时包含有限元节点与加强节点的

单元 (如图 3所示). 为保证 XFEM算法精度和收敛

性,混合单元形函数需加以修正 [51].

jump enriched node tip enriched node

jump and tip enriched node standard element

blending element tip element

图 3 混合单元处理: 处理之前 (左);处理之后 (右)

Fig. 3 Blending element treatment: Before (left); after (right)

引入如下斜坡函数 [52]

R(x) =
∑

x∈Ωbld

N(x) (21)

则在混合单元 Ωbld上,位移逼近具有如下加权形式

uh(x) = (1 − R(x)) uh
std(x) + R(x)uh

enr(x) (22)

式中, uh
std(x), uh

enr(x) 分别为标准有限元位移逼近和

加强单元位移逼近. 对于上式具体形式, XFEM 和

IXFEM可分别参考文献 [51]和文献 [26-31].

4 控制方程离散

通过 Galerkin 法, 并应用位移逼近式 (12) 或

式 (14) 或式 (17), 可将平衡方程弱积分式 (7) 离散

为如下线性方程组形式

KU = F (23)

式中, K为刚度矩阵, U为自由度向量, F为载荷向量.

对于不同位移逼近, K, U, F形式略有不同.

若采用式 (12)进行离散,式 (23)具有如下形式Kuu Kua

Kau Kaa


 ū

ā

 =
Fu

Fa

 (24)

若采用式 (14)进行离散,式 (23)具有如下形式
Kuu Kub Kuc

Kbu Kbb Kbc

Kcu Kcb Kcc




ū
b̄
c̄

 =


Fu

Fb

Fc

 (25)

若采用式 (17)进行离散,式 (23)具有如下形式Kuu Kub

Kbu Kbb


 ū

b̄

 =
Fu

Fb

 (26)

式 (24)∼式 (26)中 K和 F可统一表示为

Kαβ
i j =

∫
Ω

(Bα
i )TDBβ

j dΩ (27)

Fα
i =

∫
Γt

(Nα
i )T t̄dΓ +

∫
Ω

(Nα
i )TbdΩ (28)

其中, α, β = u, a或 u, b, c或 u, b,表示所采用的位移

逼近方式; B为应变矩阵, N为形函数矩阵.

5 非连续单元分割方法

本方法的核心思想是, 根据水平集在单元内的

近似属性,假定裂纹在单元内平直分布,由此根据水

平集值特定形态对非连续单元进行分割. 该方法由

于采用模板查询的方式,相比于精确分割,可避免复

杂几何操作,从而提高计算效率和鲁棒性.

所分割的非连续单元分为两类: 一类是被非连

续面完全贯穿的单元,称为 “切割单元”;一类是被非

连续面 (即裂纹面) 部分贯穿的单元, 称为 “裂尖单

元”.下面分别给出这两类单元的分割子剖分.
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5.1 切割单元

5.1.1 三角形单元

首先, 遍历三角形切割单元水平集值所有形态

并建立标准单元分割模板库,如表 1和图 4所示.

表 1 三角形切割单元水平集值符号形态

Table 1 LSV sign patterns of triangular cut elements

Case (27)
Status (10)

Sign Type
ID (n+1, n0, n−1)

(0, 0, 0) 0 (0, 3, 0) × 0

(1, 1, 1) 1 (3, 0, 0) (a)

1

(–1, –1, –1) 2 (0, 0, 3) (b)

(1, 1, 0) (1, 0, 1) (0, 1, 1) 3 (2, 1, 0) (a)

(–1, –1, 0) (–1, 0, –1) (0, –1, –1) 4 (0, 1, 2) (b)

(1, 0, 0) (0, 1, 0) (0, 0, 1) 5 (1, 2, 0) (a)

(–1, 0, 0) (0, –1, 0) (0, 0, –1) 6 (0, 2, 1) (b)

(1, 1, –1) (1, –1, 1) (–1, 1, 1) 7 (2, 0, 1) (a)
2

(–1, –1, 1) (–1, 1, –1) (1, –1, –1) 8 (1, 0, 2) (b)

(0, 1, –1) (1, 0, –1) (1, –1, 0)
9 (1, 1, 1)

(a)
3

(0, –1, 1) (–1, 0, 1) (–1, 1, 0) (b)
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+
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-

Ωe
+
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+
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图 4 三角形切割单元分割形态

Fig. 4 The partitioning patterns of triangular cut elements

表 1 中, case 表示所有水平集值符号的可能情

况, 共 33 = 27 种; status 表示单元水平集值符号个

数所组成的三元组,每个三元组表示一种状态,共 10

种; type 表示切割单元类型, 共 3 种. 每种类型可分

为 (a)、(b)两种亚型,由 sign进行标识. 三角形切割

单元的 3种切割类型及其亚型,如图 4所示.

然后,根据三角形切割单元水平集值,对非标准

单元进行形态查询 (查询 type 和 sign) 和模板插值.

对棱 i j上交点 p的位置进行线性插值

ξp − ξi = λ(ξ j − ξi) (29)

其中, λ可由水平集值插值得到

λ =
φp − φi

φ j − φi
=
−φi

φ j − φi
(30)

交点 p的坐标可由 i和 j的坐标和水平集值给出

ξp =
φ jξi − φiξ j

φ j − φi
(31)

最后, 套用标准单元分割模板实现单元分割和

子三角剖分,如算法 1所述. 序号 i jk 的具体排列根

据不同切割单元类型预先排定,可通过查表得到.

算法 1三角形切割单元子三角化

输入: 三角形切割单元水平集值

输出: 三角形切割单元子三角化

1: if type == 1 and sign == a

2: Ω+e = {∆i jk}, Ω−e = {∅}
3: if type == 1 and sign == b

4: Ω+e = {∅}, Ω−e = {∆i jk}
5: if type == 2 and sign == a

6: Ω+e = {∆i jq,∆iqp}, Ω−e = {∆pqk}
7: if type == 2 and sign == b

8: Ω+e = {∆pqk}, Ω−e = {∆i jq,∆iqp}
9: if type == 3 and sign == a

10: Ω+e = {∆i jp}, Ω−e = {∆ipk}
11: if type == 3 and sign == b

12: Ω+e = {∆ipk}, Ω−e = {∆i jp}

5.1.2 四边形单元

首先, 遍历四边形切割单元水平集值所有形态

并建立标准单元分割模板库. 四边形切割单元中,共

34 = 81种情况、15种状态.

在不考虑一些特殊情况 (如裂纹在单元内发生

较大转折、两条裂纹同时切割一个单元等) 的假设

下,四边形切割单元可分为 5种类型,每个类型分为

(a)、(b)两种亚型,如图 5所示.
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Type 1(a) Type 2(a)

Type 1(b) Type 2(b)
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+

Ωe
+
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+
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图 5 四边形切割单元分割形态

Fig. 5 Partitioning patterns of quadrilateral cut elements

然后,根据四边形切割单元水平集值,对非标准

单元进行形态查询 (查询 type 和 sign) 和模板插值,

其中模板插值与三角形切割单元中的实现一致.

最后, 套用标准单元分割模板实现单元分割和

子三角剖分, 如算法 2 所述. 与三角形单元类似, 四

边形单元中的序号 i jkl具体排列也已根据不同切割

单元类型预先排定,可通过查表得到.

算法 2四边形切割单元子三角化

输入: 四边形切割单元水平集值

输出: 四边形切割单元子三角化

1: if type == 1 and sign == a

2: Ω+e = {�i jkl}, Ω−e = {∅}
3: if type == 1 and sign == b

4: Ω+e = {∅}, Ω−e = {�i jkl}
5: if type == 2 and sign == a

6: Ω+e = {∆i jp,∆p jq,∆q jk}, Ω−e = {∆pql}
7: if type == 2 and sign == b

8: Ω+e = {∆pql}, Ω−e = {∆i jp,∆p jq,∆q jk}
9: if type == 3 and sign == a

10: Ω+e = {∆i jp,∆p jk}, Ω−e = {∆pkl}
11: if type == 3 and sign == b

12: Ω+e = {∆pkl}, Ω−e = {∆i jp,∆p jk}
13: if type == 4 and sign == a

14: Ω+e = {∆i jk}, Ω−e = {∆ikl}
15: if type == 4 and sign == b

16: Ω+e = {∆ikl}, Ω−e = {∆i jk}
17: if type == 5 and sign == a

18: Ω+e = {∆i jp,∆p jq}, Ω−e = {∆pql,∆lqk}
19: if type == 5 and sign == b

20: Ω+e = {∆pql,∆lqk}, Ω−e = {∆i jp,∆p jq}

5.2 裂尖单元

仅考虑裂尖在单元内的情况. 裂尖单元分割形

态如图 6所示,分别对其进行子剖分,详见算法 3.

值得注意的是, 本文方法在实现过程中: (1) 预

先将若干标准单元进行子三角化, 形成标准单元分

割模板库,并在计算机程序中进行存储;这一存储过

程发生在程序编译期, 不占用计算时间. (2) 在处理

任意单元分割时, 仅需查询存储在计算机中的标准

单元分割模板库进行匹配, 就可对任意单元进行分

割;这样可避免复杂的几何操作,从而大大提高程序

计算效率和鲁棒性.

tip
eΩ

Quadrilateral. Type 1

i j

l k

p t

Quadrilateral. Type 2

i j

l k

t

i j

k

p t

Triangle. Type 1
i j

k

t

Triangle. Type 2

Ωe
tip

Ωe
tip

Ωe
tipΩe

tip

图 6 裂尖单元分割形态

Fig. 6 The partitioning patterns of tip elements
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算法 3裂尖单元子三角化

输入: 裂尖单元水平集值、裂尖坐标

输出: 裂尖单元子三角化

1: if type == 1 and elem == triangle

2: Ω
tip
e = {∆itp,∆i jt,∆t jk,∆ptk}

3: if type == 2 and elem == triangle

4: Ω
tip
e = {∆i jt,∆t jk,∆kit}

5: if type == 1 and elem == quadrilateral

6: Ω
tip
e = {∆itp,∆i jt,∆t jk,∆tkl,∆ptl}

7: if type == 2 and elem == quadrilateral

8: Ω
tip
e = {∆i jt,∆t jk,∆tkl,∆itl}

5.3 非连续单元积分

为便于区分,以下各式中,以 x表示全局坐标, ξ

表示有限元母单元上的自然坐标, ξ̄表示子三角形母

单元上的局部坐标.

切割单元、裂尖单元非连续积分可分别表示为

Kαβ
i j =

∫
Ωcut

e (x)

[
Bα

i (x)
]T

D
[
Bβ

j (x)
]

dΩ(x) =∫
Ω+e (ξ)

[
Bα

i (ξ)
]T

D
[
Bβ

j (ξ)
]
|J(ξ)| dΩ(ξ) +∫

Ω−e (ξ)

[
Bα

i (ξ)
]T

D
[
Bβ

j (ξ)
]
|J(ξ)| dΩ(ξ) =

N+sub∑
k=1

N+gp∑
l=1

[
Bα

i (ξkl)
]T

D
[
Bβ

j (ξkl)
]
|J(ξkl)|Wkl +

N−sub∑
k=1

N−gp∑
l=1

[
Bα

i (ξkl)
]T

D
[
Bβ

j (ξkl)
]
|J(ξkl)|Wkl (32)

Kαβ
i j =

∫
Ω

tip
e (x)

[
Bα

i (x)
]T

D
[
Bβ

j (x)
]

dΩ(x) =∫
Ω

tip
e (ξ)

[
Bα

i (ξ)
]T

D
[
Bβ

j (ξ)
]
|J(ξ)| dΩ(ξ) =

N t
sub∑

k=1

N t
gp∑

l=1

[
Bα

i (ξkl)
]T

D
[
Bβ

j (ξkl)
]
|J(ξkl)|Wkl (33)

式 (32)和式 (33)中,Nsub表示子剖分三角形个数,Ngp

表示子三角形上高斯点个数,二者上标 “+”、“–”、“t”

分别表示裂纹面上、下和裂尖材料域; |J|为全局坐标
与自然坐标之间雅可比矩阵行列式; ξkl 为高斯点自

然坐标, Wkl为高斯点权重,分别可表示为

ξkl =

3∑
n=1

N̄n(ξ̄kl)ξsub
n (34)

Wkl = (2Akl)wkl (35)

式 (34) 和式 (35) 中, N̄(ξ̄) 为子三角形形函数, ξ̄kl 为

子三角形上高斯点局部坐标, ξsub
n 为子三角形顶点自

然坐标, wkl为子三角形上积分点权重, Akl为 (自然坐

标下)子三角形面积.

6 裂纹相关计算

6.1 应力强度因子

相互作用积分法计算应力强度因子 (SIF), 具有

精度高、适应范围广的优点.故本文采用该方法进行

计算,其定义式如下 [53]

I(1,2) =

∫
Γ

W (1,2)δ1 j − σ(1)
i j

∂u(2)
i

∂x1
− σ(2)

i j

∂u(1)
i

∂x1

 n j dΓ (36)

式中,
(
σ(1)

i j , ε(1)
i j , u(1)

i

)
,
(
σ(2)

i j , ε(2)
i j , u(2)

i

)
分别为真实场、辅

助场, W (1,2) = σ(1)
i j ε

(2)
i j = σ

(2)
i j ε

(1)
i j 为相互作用应变能密

度, Γ为包含裂尖的围线, n j为 Γ单位外法向量.

相互作用积分与真实场和附加场应力强度因子

之间存在以下关系

I(1,2) =
2
E′

(
K(1)

I K(2)
I + K(1)

II K(2)
II

)
(37)

式中, E′ 为等效杨氏模量. 对于平面应变问题: E′ =

E/(1 − ν2);对于平面应力问题: E′ = E.

在式 (37)中分别令 K(2)
I = 1, K(2)

II = 0和 K(2)
I = 0,

K(2)
II = 1,可得 K(1)

I = I(1,2)
mode IE

′/2, K(1)
II = I(1,2)

mode IIE
′/2.

在实际计算中,常在围线 Γ0 外再增设一回路 C

(如图 7),将积分项乘以一光滑权函数 q(x),并将线积

分转化为等效面积分 [54]

I(1,2) =

∫
C

W (1,2)δ1 j − σ(1)
i j

∂u(2)
i

∂x1
− σ(2)

i j

∂u(1)
i

∂x1

 qm jdC =

∫
A

W (1,2)δ1 j − σ(1)
i j

∂u(2)
i

∂x1
− σ(2)

i j

∂u(1)
i

∂x1

 q, jdA (38)

其中, q(x)在 Γ内取 1,在 C0外取 0. A为由 Γ, C0, C+
和 C−围成的闭合区域; m j为 A的单位外法向量.

A

Γ

C+

C0

x2

x1

nj

mj

C–

图 7 相互作用积分域定义

Fig. 7 Interaction integral domain
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6.2 裂纹扩展

本文采用最大周向拉应力强度因子理论 [55] 计

算裂纹扩展方向.令以下临界断裂韧度对 θ偏导为

KθC = cos
θ

2

(
KI cos2 θ

2
− 3KII

2
sin θ

)
(39)

可得裂纹扩展角度

θ0 = 2 arctan
1
4

 KI

KII
− sign(KII)

√(
KI

KII

)2

+ 8

 (40)

其中, θ0 ∈ (−π,π).当 KII = 0时,取 θ0 = 0.

7 算例分析

7.1 孔洞问题

如图 8(a)所示,在一边长 l = 2 m的方板中心有

一半径为 a = 0.2 m的圆孔.板受 x向均匀拉伸作用,

拉应力 σ0 = 1 Pa.板的弹性模量 E = 1000 Pa,泊松比

ν = 0.3. 计算网格如图 8(b) 所示, 网格数为 40× 40.

假设该问题为平面应变问题.在极坐标系下,该问题

应力场解析解可表示为 [33]

σr =
σ0

2

(
1 − a2

r2

)
+
σ0

2

(
1 − a2

r2

) (
1 − 3

a2

r2

)
cos 2θ

σθ =
σ0

2

(
1 +

a2

r2

)
− σ0

2

(
1 + 3

a4

r4

)
cos 2θ

τrθ = −
σ0

2

(
1 − a2

r2

) (
1 + 3

a2

r2

)
sin 2θ


(41)

x

y

a
l

l

(a) (b)

σ0
σ0

图 8 方板中心带一圆孔: (a)问题描述; (b)计算网格

Fig. 8 A square plate with a circular hole at its center:

(a) Problem definition; (b) simulation mesh

使用 XFEM 联合本文非连续单元分割方法计

算得到的应力云图, 与解析解对比如图 9 所示. 从

该图可看出,本文与解析解计算结果非常接近.特别

是在孔洞周围,本文方法计算得到的应力集中因子为

图 9 σx 应力云图对比: 本文 (左侧);解析解 (右侧)

Fig. 9 σx stress contour: Present (left); exact (right)

2.992, 与理论值 3.0 非常接近. 进一步地, 取 y 轴上

a 6 y 6 L/2区间范围内的应力, 对比本文方法与解

析解计算结果, 如图 10 所示. 该图定量说明本文计

算结果与解析解符合较好.该孔洞算例表明,本文发

展的非连续单元分割方法在 XFEM求解孔洞问题上

具有有效性.
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图 10 本文方法计算结果与解析解对比

Fig. 10 Comparison between present and exact solutions

为研究本文分割方法计算效率,在本算例中,同

时使用本文发展的非连续单元分割方法以及德劳内

三角剖分 (Delaunay triangulation)方法,进行非连续单

元分割. 以下以 Sub-DT 表示德劳内三角剖分方法;

以 Sub-LSV表示本文非连续单元分割方法.

由于计算模型的对称性,本文仅给出 1/4孔洞与

固体单元 (共 7个)分割计算时间对比,如表 2所示.

从该表可知, 使用德劳内方法 (Sub-DT) 计算总时间

表 2 使用不同分割方法所消耗计算时间

Table 2 Computational costs with different partitioning methods

Method Element by element/µs Total/µs Average/µs

Sub-DT 21, 20, 50, 31, 34, 35, 28 219 31

Sub-LSV 8, 8, 7, 10, 6, 10, 8 57 8
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为 219 µs,而使用本文方法 (Sub-LSV)计算总时间仅

为 57 µs. 该算例说明, 本文非连续单元分割方法在

计算效率上明显优于传统德劳内方法.

7.2 夹杂问题

如图 11(a)所示,在一边长 l = 2 m的方板中心有

一半径为 a = 0.2 m的圆孔.板受 y向均匀压缩作用,

压应力 σ0 = 1 Pa. 基质材料弹性模量 E1 = 1000 Pa,

泊松比 ν1 = 0.3;夹杂材料弹性模量 E2 = 3000 Pa,泊

松比 ν2 = 0.3.假设该问题为平面应变问题.

 

(a) (b)

x

y

a

l

l

σ0

(E2, ν2)

(E1, ν1)

图 11 方板中心带一夹杂: (a)问题描述; (b)有限元网格

Fig. 11 A square plate with a circular inclusion at its center:

(a) Problem definition; (b) finite element mesh

XFEM计算网格仍采用图 8(b)中的 40× 40规则

网格. 该问题无解析解, 为验证方法可行性, 同时使

用有限元法 (FEM) 进行计算, 网格如图 11(b). 该网

格具有 1685个节点, 3288个三角形单元.

使用 XFEM联合本文非连续单元分割方法计算

得到 uy位移云图,与 FEM对比,如图 12所示. XFEM

与 FEM计算的 uy 最大值均为 1.809 mm, 二者一致.

取直线 y = x上 −L/2 6 x 6 L/2区间范围内 ux 和 uy

位移,对比二者结果,如图 13所示,图中曲线两两重

合.进一步分析可知,二者总位移平均偏差为 0.04%.

该夹杂算例表明, 本文发展的非连续单元分割方法

在 XFEM求解夹杂问题上同样具有有效性.

图 12 uy 位移云图对比: 本文 (左侧);有限元 (右侧)

Fig. 12 uy displacement contour: Present (left); FEM (right)
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图 13 本文方法计算结果与有限元对比

Fig. 13 Comparison between present and FEM solutions

7.3 稳定裂纹问题

如图 14(a)所示,一边裂纹板受 x向剪切作用,剪

应力 τ0 = 1 Pa. 板宽 b = 7 m、高 2h = 16 m,裂纹长

a = 3.5 m. 板弹性模量 E = 1000 Pa,泊松比 ν = 0.3.

计算网格如图 14(b)所示,网格数为 19× 39. 假设为

平面应变问题. 该问题中裂尖处应力强度因子的参

考解为 [56]

Kref
I = 34.0 Pa ·m1/2, Kref

II = 4.55 Pa ·m1/2 (42)

在本算例中, 同时使用本文发展的非连续单元

分割方法 (Sub-LSV)以及德劳内三角剖分方法 (Sub-

DT),进行非连续单元分割.

 

(a) (b)

h

b

h

a

τ0

图 14 边裂纹板受单向剪切: (a)问题描述; (b)计算网格

Fig. 14 Plate with an edge crack under unidirectional shear:

(a) Problem definition; (b) simulation mesh
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分别联合 Sub-LSV, Sub-DT和 XFEM, IXFEM计

算裂尖处应力强度因子,如表 3所示.一方面,通过对

比 Sub-LSV和 Sub-DT两种分割方法可知,不论是应

用于 XFEM 还是应用于 IXFEM, Sub-LSV 均可取得

接近于 Sub-DT的计算精度. Sub-LSV精度略低的原

因是:其分割裂尖单元为 5个子三角形,少于 Sub-DT

分割的 6个子三角形,导致精度略有降低.另一方面,

通过对比 XFEM和 IXFEM可知, IXFEM具有明显更

高的计算精度.该稳定裂纹算例表明,本文发展的非

连续单元分割方法在 XFEM 和 IXFEM 求解稳态裂

纹问题上均具有有效性.

表 3 使用不同方法计算得到的应力强度因子

Table 3 Stress intensity factors from different approaches

Approach KI/(Pa·m1/2) KI error/% KII/(Pa·m1/2) KII error/%

XFEM+Sub-DT 32.345 2 –4.87 4.336 6 –4.69

XFEM+Sub-LSV 32.336 9 –4.89 4.330 6 –4.82

IXFEM+Sub-DT 33.465 7 –1.57 4.526 6 –0.51

IXFEM+Sub-LSV 33.459 6 –1.59 4.523 4 –0.58

7.4 扩展裂纹问题

如图 15(a) 所示, 为一带边裂纹双臂梁模型, 长

l = 6 m,宽 w = 2 m,裂纹长 a = 2.05 m. 双臂梁弹性

模量 E = 1000 Pa,泊松比 ν = 0.3. 梁右端固支,左端

受非对称集中力载荷 P1 = 1 N, P2 = 1.01 N.计算网

格如图 15(b)所示,网格数为 25× 75. 假设裂纹扩展

18步,每一步扩展长度为 0.1 m.

 

a

P2

P1

w

l

(a)

(b)

图 15 双臂梁带一边裂纹: (a)问题描述; (b)计算网格

Fig. 15 Double cantilever beam with an edge crack: (a) Problem

definition; (b) simulation mesh

分别使用 Sub-LSV, Sub-DT 联合 IXFEM 计算

裂纹扩展路径, 如图 16 所示. 从该图可看出, 使用

IXFEM+Sub-LSV计算得到的裂纹扩展路径,与使用

IXFEM+Sub-DT计算得到的裂纹扩展路径具有高度

重合性. 该算例进一步说明, 对于扩展裂纹问题, 本

文发展的非连续单元分割方法同样具有有效性.
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图 16 裂纹扩展路径对比

Fig. 16 Comparison of crack propagation paths

7.5 三维裂纹问题

本文发展的非连续单元模板分割方法, 可推广

至三维情形. 但由于三维情况下,弯曲裂纹切割单元

需要进行等参变换等诸多算法研究, 因此另文叙述.

此处,预先给出一三维边裂纹算例,以供参考.

如图 17(a)所示,为一三维贯穿型边裂纹板,该板

宽 w = 7 m,高 h = 16 m,厚 t = 4 m,裂纹长 a = 3.5 m.

板弹性模量 E = 1000 Pa, 泊松比 ν = 0.0. 板底端固

支,顶端受 y轴正向拉伸载荷 σ0 = 1 Pa作用.计算网

格如图 17(b)所示,网格数为 19× 39× 10.

分别使用高阶高斯积分法和本文切割方法, 并

联合 XFEM 进行求解. 计算所得到的 uy 位移场对

比,如图 18所示. 使用 XFEM+高阶高斯积分法,位

移最大值为 73.92 mm, 最小值为 −4.978 mm. 使用

XFEM+ 本文分割方法, 位移最大值为 73.91 mm, 最

小值为 −4.976 mm. 两种方法的位移最大值偏差为

0.01%,位移最小值偏差为 0.04%. 该算例说明, 对于

三维裂纹问题, 本文发展的非连续单元分割方法同

样具有有效性.
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图 17 三维贯穿型边裂纹模型: (a)问题描述; (b)计算网格

Fig. 17 Three-dimensional cut-through edge crack model: (a) Problem

definition; (b) simulation mesh
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图 18 uy 位移场对比: (a)高阶高斯积分法; (b)本文分割方法

Fig. 18 Comparison of uy displacement fields: (a) High-order Gauss

integration method; (b) presented partitioning method

8 结论

本文提出一种基于单元水平集的模板分割方法,

用于非连续单元子剖分和数值积分. 首先,遍历单元

水平集值所有形态并建立标准单元分割模板库; 然

后,根据单元水平集值,对非标准单元进行形态查询

和模板插值;最后,套用标准单元分割模板实现单元

高效分割和子剖分.

将该方法与常规 XFEM、改进型 XFEM进行结

合,从而应用于孔洞、夹杂、裂纹等非连续问题分析

中. 算例分析表明,本文提出的分割方法具有较高的

计算精度.由于不引入复杂几何操作,该模板分割方

法同时具有较高计算效率和鲁棒性, 可为 XFEM 类

方法在非连续问题中提供有效支撑.

作为方法预研, 本文仅给出二维非连续单元分

割算法, 用以探究模板分割可行性. 事实上, 笔者已

初步将该算法推广至三维情形. 在三维情况下,对于

弯曲裂纹切割单元需要进行等参变换等诸多算法研

究,所以将另文叙述. 本文分割方法同时还可用于界

面与计算网格不对齐的其他数值方法, 如数值流形

法 (NMM)、有限格子法 (FCM)等等.
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22 Moës N, Dolbow J, Belytschko T. A finite element method for crack

growth without remeshing. International Journal for Numerical

Methods in Engineering, 1999, 46(1): 131-150

23 Belytschko T, Gracie R, Ventura G. A review of ex-

tended/generalized finite element methods for material modeling.

Modelling and Simulation in Materials Science and Engineering,

2009, 17(4): 043001

24 Fries TP, Belytschko T. The extended/generalized finite element

method: an overview of the method and its applications. Interna-

tional Journal for Numerical Methods in Engineering, 2010, 84(3):

253-304

25 Saxby BA, Hazel AL. Improving the modified XFEM for opti-

mal high-order approximation. International Journal for Numerical

Methods in Engineering, 2020, 121(3): 411-433

26 Tian R, Wen LF. Improved XFEM — An extra-dof free, well-

conditioning, and interpolating XFEM. Computer Methods in Ap-

plied Mechanics and Engineering, 2015, 285: 639-658

27 Wen LF, Tian R. Improved XFEM: Accurate and robust dynamic
crack growth simulation. Computer Methods in Applied Mechanics

and Engineering, 2016, 308: 256-285
28 田荣, 文龙飞. 改进型 XFEM 综述. 计算力学学报, 2016, 33(4):

469-477 (Tian Rong, Wen Longfei. Recent progresses on improved
XFEM. Chinese Journal of Computational Mechanics, 2016, 33(4):
469-477 (in Chinese))

29 文龙飞, 王理想, 田荣. 动载下裂纹应力强度因子计算的改进型
扩展有限元法. 力学学报, 2018, 50(3): 599-610 (Wen Longfei,
Wang Lixiang, Tian Rong. Accurate computation on dynamic SIFs
using improved XFEM. Chinese Journal of Theoretical and Applied

Mechanics, 2018, 50(3): 599-610 (in Chinese))
30 王理想,文龙飞,王景焘等. 基于改进型 XFEM的裂纹分析并行
软件实现. 中国科学:技术科学, 2018, 48(11): 1241-1258 (Wang
Lixiang, Wen Longfei, Wang Jingtao, et al. Implementations of par-
allel software for crack analyses based on the improved XFEM. Sci-

entia Sinica Technologica, 2018, 48(11): 1241-1258 (in Chinese))
31 Tian R, Wen LF, Wang LX. Three-dimensional improved XFEM

(IXFEM) for static crack problems. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 2019, 343: 339-367
32 余天堂. 扩展有限单元法 — 理论、应用及程序. 北京: 科学出
版社, 2014 (Yu Tiantang. The Extended Finite Element Method—
Theory, Application and Program. Beijing: Science Press, 2014 (in
Chinese))

33 Khoei AR. Extended Finite Element Method: Theory and Applica-
tions. John Wiley & Sons, 2015

34 庄茁,柳占立,成斌斌等. 扩展有限元法. 北京: 清华大学出版社,
2012 (Zhuang Zhuo, Liu Zhanli, Cheng Binbin, et al. The Extended
Finite Element Method. Beijing: Tsinghua University Press, 2012
(in Chinese))

35 Prabel B, Combescure A, Gravouil A, et al. Level set X-FEM
non-matching meshes: Application to dynamic crack propagation in
elastic-plastic media. International Journal for Numerical Methods

in Engineering, 2007, 69(8): 1553-1569
36 Kudela L, Zander N, Kollmannsberger S, et al. Smart octrees: Accu-

rately integrating discontinuous functions in 3D. Computer Methods

in Applied Mechanics and Engineering, 2016, 306: 406-426
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