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动力学与控制

含集中质量悬臂输流管的稳定性

与模态演化特性研究1)

易浩然 周 坤 代胡亮 2) 王 琳 倪 樵

(华中科技大学力学系,武汉 430074)

摘要 本文主要研究通过调控集中质量对悬臂输流管稳定性和振动模态特性的影响规律,为输流管动力学性能

的可控性提供理论指导和实验依据. 首先基于扩展的哈密顿原理,建立了含集中质量悬臂输流管的非线性动力

学理论模型. 基于线性动力学特性分析,研究发现集中质量沿管道轴向位置变化对输流管发生颤振失稳的临界

流速有重要影响.并通过伽辽金前四阶模态截断处理线性矩阵方程式,定性地分析了集中质量位置与质量比的

变化对于输流管稳定性影响的变化. 实验结果表明,输流管的颤振失稳模态随集中质量位置的变化发生了转迁.

此外,基于动力学理论分析,发现集中质量比值对失稳临界流速也有重要的影响,且主要取决于集中质量的安装

位置.基于非线性特性,进一步分析了集中质量对输流管振动幅值的影响.实验和理论研究发现,集中质量位置

从固定端向自由端变化时,输流管振幅表现出先增大后减小趋势,且振动模态也从二阶转迁到三阶. 本研究有望

为输流管振动驱动应用提供理论支撑与指导意义.
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STABILITY AND MODE EVOLUTION CHARACTERISTICS OF A CANTILEVERED
FLUID-CONVEYING PIPE ATTACHED WITH THE LUMPED MASS 1)

Yi Haoran Zhou Kun Dai Huliang2) Wang Lin Ni Qiao

(Department of Mechanics, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China)

Abstract This work mainly investigates evolutions for the dynamic characteristics of a cantilevered pipe conveying fluid

by regulating a lumped mass along the pipe’s length, for the purpose of controlling the stability and vibration behaviors

of the pipe. Firstly, on the base of the extended Hamilton principle, a nonlinear dynamic model for the cantilevered

fluid-conveying pipe attached with the lumped mass is established. In the following, a linear analysis is performed to

explore the evolution of critical flow velocity varying with the placed position of lumped mass, which is substantiated

by experimental measurements showing that transition of the flutter mode occurs. In addition, it is significant that the

attached lumped mass ratio has a great impact on the critical flow velocity based on the linear dynamic analysis, which

is dependent on the placed positions and mass ratio. Subsequently, a nonlinear analysis is conducted to investigate the
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effect of lumped mass on vibration amplitude of the pipe. It is indicated that the vibration amplitude is first increased

and then decreased with the lumped mass varying from the fixed end to the free end, which is well compared to those

of experimental measurements. The vibration mode of the pipe conveying fluid is transferred from the second mode to

the third mode with varying the placed position of lumped mass, which is also observed in the experiments. The present

study is expected to be beneficial for designing an underwater driven system based on flutter of pipes conveying fluid. In

this way, the pipe’s vibration mode can be adjusted through adding and adapting the lumped mass.

Key words nonlinear dynamics, pipes conveying fluid, flutter, mode transition

引 言

输流管的振动行为是一种典型的流固耦合振动

现象,同时作为一种典型的细长结构,它广泛应用于

海洋工程、核工业、航空航天以及石油化工等工程

领域.因此,输流管动力学的研究具有重要的工程意

义与学术价值 [1-2]. 著名动力学专家 Paidoussis 教授

曾经指出, 输流管振动仍是当今动力学研究的重要

课题之一,主要因为 (1)输流管振动能表现出有趣且

复杂的非线性动力学行为; (2)可为现代动力学的发

展提供重要的理论依据 [1-2].

输流管按照其边界条件可分为两端支撑管以及

悬臂管. 其中, 悬臂管是一种非保守系统, 当内流流

速达到一定值时,会发生颤振行为.其丰富的动力学

行为吸引大量的学者对其进行研究. 关于输流管非

线性振动控制方程大多是基于 Hamilton原理推导得

到. 比如 1994年, Selmer等 [3] 基于 Hamilton方程所

给出的输流管二维非线性振动微分方程, 是如今运

用最广泛的悬臂输流管控制方程. 2007 年, Wadham

等[4]基于修正的 Hamilton原理将悬臂输流管由二维

的动力学方程扩展至三维构型.

随着对悬臂输流管非线性动力学方程的不断完

善,又涌现出了一系列基于不同构型悬臂输流管系统

的研究[5-24],以达到控制和利用悬臂输流管非线性振

动的目的. 关于流固耦合结构系统的建模与分析,主

要有数值模拟和理论模型两种研究方法 [25-26]. 而在

研究输流管流固耦合问题时, 大多采用理论模型来

建立动力学控制方程. 比如, 2006年, Yoon和 Son [5]

针对含尖端质量的旋转柔性悬臂输流管进行了研究,

发现尖端质量对稳定性有重要影响. 后来, Dai 等 [6]

提出了双材料组合构型的悬臂输流管结构, 发现材

料的刚度比值对输流管的颤振失稳临界流速有很大

影响.最近, Zhou等[7]提出了非线性能量汇 (NES)的

被动控制方法. 研究发现, NES 的质量、阻尼、刚

度和安装位置对管道临界流速和振动幅值有重要影

响.此外, Liu等 [8] 还研究了松动约束下的悬臂输流

管的非线性振动特性, 发现约束间隙能导致输流管

发生混沌等复杂动力学行为. Ni等 [9] 研究了悬臂输

流管与两侧支撑壁面相互作用的非线性动力学关系,

使用三次弹簧来模拟冲击力. Yan等 [10] 研究了滑动

输流管道的非线性动力学特征,详细讨论了流速、滑

动速率和质量比、重力两个关键参数对管道动态特

性的影响. 周期性输流管道也成为学者们研究的热

点之一 [11-12], 周坤等 [11] 基于绝对节点坐标法, 推导

出不同材料组成的周期性悬臂输流管道在定常内流

作用下的非线性动力学方程,对铝−钢及钢−铝周期
性悬臂输流管道的稳定性和非线性动力学行为进行

了研究.值得一提的是, Najjar等 [13]最近研究了附加

集中质量和弹簧分别对悬臂输流管失稳特性的影响.

他们主要研究了集中质量条件下管道质量比对失稳

临界流速的影响规律,仅限于线性动力学的分析,且

没有开展实验研究.王乙坤等 [19] 在悬臂输流管的碰

撞振动方面做了更深入的研究, 基于非光滑理论建

立了具有刚性间隙约束简支输流管的非线性碰撞振

动模型.

在输流管系统实验研究方面,邹光胜等 [27] 对两

端受扭转弹簧约束的简支输流管在简谐运动激励下

的振动特性问题进行了实验研究, 发现在某些频率

段上管道会发生多周期的复杂运动, 并通过倍周期

分岔而进入混沌运动.此外,高培鑫 [28] 用解析分析、

数值计算与试验测试相结合的方法, 系统研究了航

空液压管路系统的振动特性、泵源脉动激励和基础

激励综合作用下的管路系统动力学特性以及附加黏

弹性约束层阻尼材料的管路系统阻尼减振特性的研

究.郭世豪等 [29] 基于模型试验研究了柔性输流管在

恒定内流速度下由泄漏孔引入的泄流效应, 研究发

现了泄流效应对输流管系统振动响应的影响, 并为

数值模拟提供了实验参照.
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本文主要从理论和实验上研究集中质量对悬臂

输流管系统临界流速、失稳模态和振动幅值等动力

学特性的影响规律,为输流管振动控制提供一种可控

性策略和实验数据. 鉴于此,首先基于扩展 Hamilton

原理建立了含集中质量悬臂输流管的非线性动力学

控制方程; 然后借助 Galerkin 技术将偏微分控制方

程离散为常微分方程进行数值求解; 再通过线性分

析和非线性分析方法研究集中质量对输流管振动特

性的影响规律;最后,通过搭建相关实验对理论计算

结果进行了验证对比.

1 动力学建模与求解

考虑图 1(a)所示的含集中质量悬臂输流管模型,

U 表示管道内流流速; s 为管道横截面位置坐标; G

表示重力加速度方向;右下角给出全局坐标系, x 代

表管道轴向方向, y 代表管道横向方向. 坐标附加集

中质量可以沿管道轴向方向进行变化, 假设集中质

量在沿管道轴向 x j处.

x j

S

u

x

y

G

xj

S

u

x

y
G

(b)

(a)

图 1 (a)考虑集中质量悬臂输流管构型的模型图 (静止状态);

(b)考虑集中质量悬臂输流管构型的模型图 (振动状态)

Fig. 1 (a) Model diagram considering the configuration of the

cantilevered fluid-conveying pipe attached with the lumped mass

(rest state); (b) model diagram considering the configuration

of the cantilevered fluid-conveying pipe attached

with the lumped mass (vibration state)

为方便研究,对输流管结构和流体属性做如下假

设: (1)流体为定常流且不可压缩; (2)将具有细长特

征 (长径比大)的管视为二维平面上的 Euler-Bernoulli

梁模型,不考虑管的转动惯量和剪切变形; (3)忽略了

管材的黏弹性阻尼, 只考虑实验中产生的机械阻尼;

(4)管道轴线不可伸长且考虑小应变.基于以上假设

条件, 关于含集中质量输流管系统的非线性动力学

方程可以通过 Hamilton原理进行推导

δ

∫ t2

t1
(Ttot − Vtot) =

∫ t2

t1

[
MU

(
∂r
∂t
+ Uτ

)
δr

]
dt (1)

其中, Ttot 为系统的总动能, Vtot 为系统总的势能, M

为单位流体质量, u 为管内流体流速. 公式右边是管

道自由端流体流出时作的虚功. r和 τ为管道的位置

矢量和切矢量.输流管系统的总动能分为两部分

Ttot = Tp + Tf =
1
2

m
∫ L

0
v2

pds +
1
2

m j(vp|x = x j)2 +

1
2

M
∫ L

0
v2

f ds (2)

式中, p和 f分别代表管与流体, v代表速度, m代表

管道单位长度质量, m j 代表附加集中质量, x j 表示

集中质量的位置坐标, s 为管道横截面位置坐标, 有

s ≈ x. 考虑重力的影响,系统总势能分为管道应变能

和重力势能. 在小应变假设下, 管道应变能 Vs 可写

为 [30]

Vs =
1
2

∫ L

0
EIκ2ds (3)

其中, κ为曲率表示为 (∂2w/∂2s)/
√

1 − (∂w/∂s)2, EI为

弯曲刚度.重力势能表示为

Vg = −
[
m +

m j

L
δ(s − x j) + M

]
g
∫ L

0
xds (4)

将方程 (2)∼ (4)代入方程 (1)中,基于变分法,可得到

控制方程[
m +

m j

L
δ(x − x j) + M

]
ẅ + 2MUẇ′

(
1 + w′2

)
+[

m +
m j

L
δ(x − x j) + M

]
gw′

(
1 +

1
2

w′2
)
+

w′′
{
MU2(1 + w′2) +

[
MU̇ −

(
m +

m j

L
δ(x − x j)+

M
)
g
]

(L − s)
(
1 +

3
2

w′2
)}
+ EI

[
w′′′′

(
1 + w′2

)
+

4w′w′′w′′′ + w′′3
]
− w′′

{∫ L

s

∫ s

0

[
m+
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m j

L
δ(x − x j) + M

] (
ẇ′2 + w′ẅ′

)
dsds+∫ L

s

(
1
2

MUw′2 + 2MUw′ẇ′ + MU2w′w′′
)
ds

}
+

w′
∫ s

0

[
m +

m j

L
δ(x − x j) + M

]
·(

ẇ′2 + w′ẅ′
)

ds = 0 (5)

其中, w 表示管的横向位移, L 为管的长度, M 和 m

分别为流体和管道单位长度的质量, δ(x) 表示 Dirac

delta函数.为计算方便,引入以下无量纲参数

ξ =
x
L
, η =

w
L
, τ =

√
EI

m + M
t

L2

u =

√
M
EI

UL, β =
M

m + M + m j/L

µ =
m j

(m + M)L
, γ =

m + M + m j/L
EI

L3g, ξ j =
x j

L


(6)

则输液管道系统的无量纲控制方程可表示为[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)]
η̈ + η′′′′ + 2u

√
βη̇′ + u2η′′ +

γ
[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)]
η′ −

γ

∫ 1

ξ

[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)]
dξη′′ +

1
2
γ[1 + µδ

(
ξ − ξ j

)
]η′3 −

3
2
γ

∫ 1

ξ

[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)]
dξη′2η′′ +

2u
√
β

[
η′2η̇′ − η′′

∫ 1

ξ

η′η̇′dξ
]
+

u2
[(
η′2η′′ − η′′

∫ 1

ξ

η′η′′dξ
)]
+(

η′′3 + 4η′η′′η′′′ + η′2η′′′′
)
+

η′
[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)] ∫ ξ

0

(
η̇′

2
+ η′η̈′

)
dξ −

η′′
∫ 1

ξ

[
1 + µδ

(
ξ − ξ j

)]
·∫ ξ

0

(
η̇′

2
+ η′η̈′

)
dξdξ = 0 (7)

首先采用 Galerkin 法对动力学方程 (7) 进行离

散,将偏微分方程 (PDE)可转化为常微分方程 (ODE)

进行数值求解.将振动幅值 η(ξ, τ)表示为

η (ξ, τ) =
N∑

j=1

φ j (ξ) q j (τ) = φq (8)

其中, φ j(ξ)为经典的悬臂梁的模态函数, q j(τ)则为离

散系统对应的广义坐标.

将方程 (8) 代入方程 (7), 然后在方程左端乘上

φT,并从 0到 1积分,则可以得到以下关于质量、阻

尼和刚度矩阵的离散方程形式

(ML +MN)q̈ + (CL +CN)q̇ + (KL +KN)q = 0 (9)

其中, q =
[
q1, q2, · · · , qN

]
, q̇ =

[
q̇1, q̇2, · · · , q̇N

]
和 q̈ =[

q̈1, q̈2, · · · , q̈N
]
分别为输流管发生各阶模态振动时所

对应的振幅、速度以及加速度. ML, MN; CL, CN; KL,

KN 分别表示质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵. 下标

L代表其为线性项,下标N代表为非线性项.最后,借

助高阶的龙格库塔数值法来求解方程 (9),就可以得

到输流管系统在内流速激励和外部集中质量边界条

件下的振动响应以及动力学行为.

2 输流管振动实验设计

如图 2所示,本实验由自主搭建的悬臂输流管装

置、高速摄像机以及计算机配合完成.悬臂输流管装

置中,输流管内流体由水泵提供,水泵入水口连接上

方水槽,出水口连接输流管道,通过调节水泵的功率

来实现管内流速的变化. 管道材料为硅橡胶,其具体

参数为:密度 ρ = 1574.5 kg/m3,弹性模量 E = 8 MPa,

长度 L = 0.4 m,外径 D = 0.008 m,内径 d = 0.006 m.

集中质量采用体积为 2.826 × 10−7 m3 的金属螺母

代替, 其质量大小 m j = 0.011 kg. 水泵可调节的流

速范围为 0∼ 5.72 m/s, 转化为无量纲的流速范围为

0∼ 11.61. 当管内流速达到临界流速时, 则会引起悬

臂输流管颤振, 此时使用高速摄像机录下输流管的

振动过程. 对录下的视频文件进行图像处理以得到

输流管道的振动幅值. 首先将图像进行二值化处理,

tube

computer

lumped masshigh-speed camera

图 2 实验装置示意图

Fig. 2 Schematic diagram of the experimental apparatus
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即将输流管标记为白色,背景标记为黑色,之后标记

出最大连通域图像.整个图像可视作一个坐标系.在

输流管自由端添加标记, 即可通过标记的坐标变化

来获取信号、采样频率与时间序列数据,并以此绘制

曲线.

结构系统的阻尼可以通过自由振动实验 [30] 得

到. 通过以上图像处理方法获得系统的自由振动幅

值, 通过结构振动的衰减趋势以得到衰减系数 η, 再

由公式 ln η = 2π/
√

1 − ζ2 得出阻尼比 ζ,进一步由公

式 ζ = c/2
√

KM得到结构系统的阻尼 c.

通过上述实验过程, 可得到含集中质量输流管

的动力学特性. 基于上述输流管的材料参数,得到系

统参数 β = 0.313, γ = 51.69, µ = 0.437,以此作为理论

计算的系统参数,即可与本实验进行对比,以验证理

论计算的准确性.

3 线性动力学特征分析

为研究含集中质量输流管结构的稳定性, 首先

进行线性动力学特征分析.通过临界流速,固有频率

和失稳模态等特性来表征输流管系统的稳定性. 针

对矩阵方程 (9),去掉非线性项后,得到的线性矩阵方

程可以写成如下形式

MLq̈ +CLq̇ +KLq = 0 (10)

通过 Galerkin前四阶模态截断, ML, CL, KL 无

量纲形式可以表示为

ML =

∫ 1

0
φTφdξ + µ[φTφ]ξ=ξ j (11)

CL = 2u
√
β

∫ 1

0
φTφ′dξ (12)

KL =

∫ 1

0
φTφ′′′′dξ +

(
u2 − γµ

) ∫ 1

0
φTφ′′dξ −

γ

∫ 1

0
(1 − ξ)φTφ′′dξ + γ

∫ 1

0
φTφ′dξ +

γµ
[
φTφ′

]
ξ=ξ j

(13)

从上式中可以明显看出集中质量对ML 和 KL

矩阵带来的影响.其中 φ为悬臂输流管的模态函数,

可以表示为

φ = sh (λiξ) − sin (λiξ) + σ
[
ch (λiξ) − cos (λiξ)

]
(14)

σ =
[
cos (λiξ) + cos (λiξ)

]
/
[
sin (λiξ) − sh (λiξ)

]
(15)

其中 i = 1, 2, 3, 4;即 φ为 4乘 1的向量. φT φ则为 4

乘 4的矩阵,所以ML, CL, KL 也分别为 4乘 4的矩

阵.可以定义以下矩阵和向量

B =

 0 M

M C

 , E =

−M 0

0 K

 , Z =

 q̇q
 (16)

则矩阵方程 (10)可化为

BŻ +EZ = 0 (17)

令 Z = Aeλit = Aeiωit, λi = iωi. 则矩阵方程 (17)转化

为特征值问题

(λI − Y )A = 0 (18)

其中, Y = −E
B
=

 0 I

−ML

KL
−ML

CL

, I 为单位矩阵. 则

需解出矩阵 Y 的特征值 λ. 随着附加集中质量的变

化, ML 和 KL 矩阵均受到矩阵 µ
[
φTφ′

]
ξ=ξ j
的影响.

导致了特征值 λ也发生相应变化.由 λi = iωi的关系

可知,特征值 λ虚部为振动频率,实部为阻尼.通过频

率和阻尼绘制出管道系统的前四阶复频率随流速变

化的 Argand图,临界流速即可通过 Argand图得到.

在计算过程中, 如上节所述, 取系统参数值 β =

0.313, γ = 51.69, µ = 0.437.图 3给出的当集中质量被

安装在输流管不同位置时, 管道系统的前四阶复频

率随流速变化的 Argand图.横坐标是复频率的实部,

代表的输流管结构的固有频率.纵坐标是复频率的虚

部,代表的是结构的阻尼.随着内流速的增大,实部和

虚部值会发生变化,当虚部由正值变为负值时,系统

发生失稳. 此时内流速为系统的临界流速.选取的位

置为 ξ j = 0, 0.25, 0.75和 0.95处. 显然,当 ξ j = 0时

相当于输流管不含有集中质量. 从图 3 的计算结果

可以看出,随着集中质量所处位置的变化,管道系统

的临界流速以及对应失稳模态也发生了较大的变化.

比如,当 ξ j = 0时,即,输流管不含有集中质量,此时

输流管结构的临界流速为 10.33,且发生的是二阶模

态失稳. 当 ξ j = 0.25时,由于集中质量的影响,输流

管结构的临界流速增大到 10.48,且对应的失稳模态

阶数为三阶. 这说明引入集中质量可以增大临界流

速从而提高输流管系统的稳定性. 比较有趣的是,当

集中质量位于 0.75 处时, 输流管系统的临界流速有

所降低, 变为 9.76, 失稳模态变为二阶. 当集中质量

在 0.95处时,此时临界流速又增大到 10.2,且对应的

失稳模态转迁为三阶. 这说明,当集中质量的安装位

置从输流管固定端变化到自由端时, 管道系统的临

界流速呈现出复杂的非线性变化趋势, 这与失稳模

态的转迁有很大的关系.
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图 3 集中质量处于不同位置时,管道系统的前四阶复频率随流速变化的 Argand图

Fig. 3 Argand diagram of the first four order complex frequencies varying with the flow velocity of the pipe system when the lumped

mass is at different positions

为了进一步了解集中质量位置对输流管系统临

界流速的影响规律, 图 4 给出了临界流速随位置变

化关系曲线. 蓝色的线是理论计算的结果, 可以看

出,当集中质量位置从固定端 (ξ j = 0)调节到自由端

(ξ j = 1)时,临界流速大小呈现出先增大后减小,再增

大再减小的趋势. 比如, 当集中质量位置在 ξ j = 0.5

之前时, 系统的临界流速随 ξ j 增大表现出小幅增加

趋势. 当 ξ j从 0.5增大到 0.75时,临界流速开始逐渐
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图 4 管道系统失稳临界流速随集中质量位置变化曲线

Fig. 4 curve graph of the critical velocity of the pipe system instability

varying with the lumped mass position

降低,大约在 ξ j = 0.75处,临界流速降到低谷. 随后,

当 ξ j 从 0.75增大到 0.9时, 临界流速反而表现出增

大的趋势. 最后, 随着位置越来越靠近自由端, 输流

管系统的临界流速再次逐渐下降并降到最低.

将理论计算结果与实验测试进行了对比, 红色

圆圈代表实验测试结果.在实验中,随着流速的增大,

当输流管将要或刚发生振动时, 记录此时的流速为

临界流速.从实验可以看出,当集中质量位于 ξ j = 0.5

之前时,临界流速基本不发生变化. 当集中质量的位

置大于 ξ j = 0.5 时, 实验测得的临界流速同样表现

出先减小后增大,然后再次减小的趋势. 这与理论预

测结果是一致的,且从对比中可以看出,临界流速值

大小相差不大. 需要指出的是, 在靠近自由端时, 理

论与实验得到的临界流速大小有所差异, 这是因为,

一是集中质量在输流管上占据了一定的体积, 导致

在自由端位置的测试不够准确; 二是集中质量靠近

自由端时, 输流管可能发生非平面等复杂动力学行

为,与本文采用的平面振动假设理论有一定偏差. 因

此,从理论上预测临界流速时与实验测试存在一定的

误差.
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图 5给出的是集中质量的质量比对输流管系统

临界流速的影响, 质量比表示的是集中质量与管道

系统的质量之比.可以发现,当集中质量处于不同位

置时, 其质量比对临界流速影响的变化趋势也不尽

相同.比如,当安装位置 ξ j 从 0.1变化到 0.5时,如图

5(a)和图 5(b)所示, 随着质量比 µ从 0增大到 1, 临

界流速先减小后增大. 当质量比 µ < 0.2 时, 集中质

量所处的位置 (ξ j)对临界流速几乎没有影响;质量比
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图 5 集中质量置于不同位置时,管道系统失稳临界流速

随集中质量比变化曲线

Fig. 5 curve graph of the critical velocity of the pipe system instability

varying with the lumped mass ratio at different lumped mass position

µ > 0.2时,可以看到, ξ j越大,临界流速也越大.然而,

当安装位置 ξ j从 0.5增大到 0.8时,虽然随着质量比

µ从 0增大到 1,临界流速也表现出先减小后增大的

趋势, 但是 ξ j 越大,临界流速却越小, 这与安装位置

在 0.1到 0.5之间的临界流速变化情况有所不同.随

着安装位置 ξ j 的进一步增大 (越靠近自由端), 从图

4(c)可以得到,临界流速随质量比增大表现出的变化

趋势越来越复杂. 具体表现为,随着质量比从 0增大

到 1,临界流速先减小再增大;然后存在一个转折点,

此时临界流速值急剧下降,最后逐渐增大.当集中质

量离自由端越来越近 (ξ j越来越大),这个转折点会逐

渐左移. 且随着 ξ j 从 0.9增大到 1,输流管系统的临

界流速是逐渐降低的. 这种临界流速的变化与振动

模态的转迁有很大的关系, 也说明集中质量的安装

位置 (ξ j) 和质量比 (µ) 对输流管系统的振动模态有

很大的影响.

4 非线性振动特征分析

通过前面的分析可知, 引入集中质量可以改变

输流管系统的临界流速和失稳模态, 从而影响系统

的非线性振动行为.因此,本节研究了集中质量对输

流管系统非线性振动特性的影响规律. 主要分析了

集中质量位置对输流管振动模态和振动幅值的影响,

并将理论计算结果与实验测试进行了对比. 取集中

质量安装在 0.25, 0.75和 0.95位置处,无量纲内流速

取 11.03. 根据图 6可知, 当集中质量在 0.25位置处

时, 输流管结构发生了二阶模态的颤振行为.图 6(a)

和图 6(b)分别代表理论计算出的不同时刻输流管振

动构型, 图 6(c) 表示理论计算得到的输流管的振动

轨迹, 图 6(d) 为实验中观测的输流管振动构型. 可

知,对输流管振动模态的研究,理论预测与实验观察

具有一致性. 同样,当 ξ j = 0.75时,理论计算输流管

结构发生的是二阶模态颤振, 实验中输流管振动也

表现为很明显的二阶模态振动行为,如图 7所示. 而

当 ξ j = 0.95时, 输流管的振动模态由二阶转迁为三

阶,理论和实验对比结果如图 8所示.在同一流速下,

对比图 6∼图 8可以看出,无论是理论计算还是实验

测试结果,输流管自由端部 (ξ = 1)的振动幅值随着

安装位置 (ξ j)的不同发生了较大的变化.当 ξ j = 0.75

时,输流管振动幅值明显要高于在 0.25和 0.95处时

的振幅.
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图 6 集中质量处于 0.25位置时,输流管结构的振动行为

Fig. 6 The vibration behavior of the fluid-conveying pipe structure at the lumped position 0.25
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Fig. 7 The vibration behavior of the fluid-conveying pipe structure at the lumped position 0.75
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图 8 集中质量处于 0.95位置,输流管结构振动行为

Fig. 8 The vibration behavior of the fluid-conveying pipe structure at the lumped position 0.95

为了进一步研究集中质量位置对输流管振动幅

值的影响规律,取 ξ j = 0, 0.35, 0.55, 0.75和 0.95五种

情况,理论计算结果与实验测试数据进行了对比,如

表 1所示. 由于实验中所用水泵的流速范围较窄,只

选取了两种流速分别为 u = 11.03和 11.61进行实验.

实验结果表明,当集中质量位置从 0增大到 0.95时,

表 1 不同集中质量位置下输流管结构振动幅值
Table 1 Vibration amplitude of the fluid-conveying pipe

structure at different concentrated mass locations

ξ j ηexp. ηtheor. Error/%

0 0.171 0.153 10

0.35 0.192 0.191 0.4

u = 11.03 0.55 0.283 0.211 25

0.75 0.502 0.459 8

0.95 0.224 0.210 6

0 0.282 0.265 6

0.35 0.315 0.318 1

u = 11.61 0.55 0.350 0.344 2

0.75 0.591 0.543 8

0.95 0.220 0.248 13

对于给定的流速, 输流管振动幅值会先增大后减小.

在 ξ j = 0.75处时,输流管振幅有最大值.随着流速从

11.03 增大到 11.61, 输流管的振动幅值也有所增大.

从表 1 中得出, 理论计算结果与实验测试数据的误

差大多都在 10%左右, 由此证明理论模型的准确性.

根据计算结果和实验测试数据可知,当集中质量安装

在 0 到 0.75 位置范围内时, 输流管振动主要表现出

二阶模态颤振行为,且随着 ξ j的增大,振幅越来越大.

当集中质量位置越靠近自由端时 (比如 ξ j > 0.75),输

流管振动模态由二阶转迁为三阶, 振幅会有所下降.

图 9给出了当 ξ j = 0.75时, 输流管道自由端的振动

幅值随流速变化的分岔图, 理论计算结果与实验测

试数据进行了对比. 可知, 当流速超过临界值时, 随

着流速的增大,输流管振动幅值逐渐增大.图 10给出

的是当流速分别为 9.87和 11.03时输流管振动的时

间历程曲线.

5 结 论

本文基于哈密顿原理对附加集中质量的悬臂输

流管系统进行了数学建模, 推导出了附加集中质量



第 6 期 易浩然等: 含集中质量悬臂输流管的稳定性与模态演化特性研究 1809

8 9 10 11 12

flow velocity u 

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

v
ib

ra
ti

o
n
 d

is
p
la

ce
m

en
t 
η

 

experimental data

theoretical result

图 9 当 ξ j = 0.75时,输流管自由端的位移随流速变化分岔图

Fig. 9 Bifurcation diagram of the tip displacement of the

fluid-conveying pipe varying with the velocity

when the model at ξ j = 0.75

悬臂输流管系统的非线性动力学方程. 通过数值求

解以及实验的方法对该理论模型进行验证, 并对附

加集中质量的悬臂输流管系统的稳定性与非线性动

力学行为进行了研究.揭示了附加集中质量对悬臂输

流管系统所带来的动力学影响.可以得到如下结论:

(1)附加集中质量会导致悬臂输流管结构失稳临

界流速的降低,以及振幅的增大.

(2)集中质量的放置位置与质量比是影响悬臂输

流管系统稳定性以及非线性响应的重要因素.悬臂输

流管结构的失稳临界流速随集中质量的放置位置与

质量比的变化而变化. 同时,集中质量的位置对悬臂

输流管结构的振动幅值也有较大影响. 当 ξ j = 0.75

时,悬臂输流管系统的失稳临界流速最低,且振动幅

值最大.

(3)当集中质量接近自由端时,悬臂输流管结构

的振动模态会发生转迁; 质量比足够大时也会导致

悬臂输流管结构的振动模态转迁. 当集中质量位于

ξ j = 0.95时,悬臂输流管结构的振动模态由二阶转变

为三阶,其失稳临界流速进一步降低,振动幅值反而

减小. 由此推断振动模态的变化导致了失稳临界流

速与振幅的减小. 当 ξ j = 1,即集中质量位于自由端

时,悬臂输流管结构的失稳临界流速达到最低.
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图 10 ξ j = 0.75, (a)和 (b)无量纲内流速为 9.87, (c)和 (d)无量纲内流速为 11.03时输流管结构振动的时间历程曲线;

(a)和 (c)理论预测结果曲线; (b)和 (d)实验测得结果曲线

Fig. 10 Time history curves of the fluid-conveying pipe structure vibration with a dimensionless velocity of (a) , (b) 9.87; (c), (d) 11.03 at ξ j = 0.75;

(a) and (c) are the resulting curves of theoretical predictions; (b) and (d) are experimental results
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