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流体力学

一种在网格内部捕捉间断的Walsh函数
有限体积方法1)

任 炯 王 刚 2)

(西北工业大学航空学院,西安 710072)

摘要 传统有限体积或有限元方法假定流动变量在单元内连续,间断仅限于控制体的交界面上, 因此它们无法

在控制体内部捕捉间断. 本文摒弃控制体内流动变量连续的假设,将自身具有间断特点的Walsh基函数应用于

有限体积方法,把控制体内的流场变量表示成间断基函数的组合形式. 按照Walsh基函数在控制体内引入的间

断数目和位置,将控制体单元虚分为若干个分片连续的子单元,并将 Walsh基函数级数表征的守恒型控制方程

在每个子单元上进行数值积分和离散求解. 相对于传统有限体积方法,这种利用Walsh基函数构造的新型有限

体积方法能够以一定的比例减小数值误差,提高分辨率,并可实现控制体单元内部的间断捕捉,本文将其命名为

Walsh函数有限体积方法. 该方法在子单元尺度上仅具有一阶计算精度,为进一步提高对光滑解的分辨率,在每

个控制体内利用子单元上的变量平均值进行重构,提出了子单元尺度上具有的二阶/高阶计算精度的Walsh函数

有限体积方法. 最后,运用新发展的方法求解无黏 Burgers方程和 Euler方程,并在相同的计算网格上与传统有

限体积方法进行对比计算,对新方法的计算精度、计算效率、间断捕捉能力和鲁棒性进行了验证.
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A FINITE VOLUME METHOD WITH WALSH BASIS FUNCTIONS
TO CAPTURE DISCONTINUITY INSIDE GRID 1)

Ren Jiong Wang Gang2)

(School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)

Abstract The traditional finite volume or finite element method assumes that the flow variables are continuous in the

control volume, and the position of discontinuity is restricted to the interface of the control volume, therefore it is impos-

sible to capture discontinuity inside a control volume. In this paper, the hypothesis that the flow variables are continuous

in the control volume is abandoned. The Walsh basis functions constituted by square waves are applied to represent the

conservative variables in a control volume with discontinuous forms rather than the traditional continuous forms. Accord-

ing to the positions of discontinuities contained in the Walsh approximation forms of conservative variables which are
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introduced by the Walsh functions, the control volume can be divided into series of virtual sub-cells. Integrating and solv-

ing the conservative equations represented by Walsh basis function coefficients on each sub-cell, the discontinuity can be

captured inside a control volume. This solving method is named as “Finite volume method with Walsh basis functions”.

Compared with the traditional finite volume method, this method can reduce the numerical errors by a certain proportion

and improve the resolution of capturing discontinuities. While for sub-cell scale, this method has only first-order calcu-

lation accuracy. In order to further improve the resolution of the smooth solutions, the linear / nonlinear approximations

can be reconstructed by using the sub-cell average values of conservative variables in each control volume to realize

second order / higher order calculation accuracy. Finally, in numerical tests, the finite volume method based on Walsh

basis functions is used to solve several typical unsteady problems of inviscid Burgers equation and Euler equations with

respect to one-dimensional and two-dimensional cases. By comparing the obtained numerical results of the new method

and the traditional finite volume method, the accuracy, efficiency, robustness and the ability of capturing discontinuity of

the proposed method are verified.

Key words finite volume, discontinuity capture, Walsh basis functions, high resolution

引 言

在计算流体力学 (computational fluid dynamics,

CFD)领域中,对超声速或高超声速流场进行数值模

拟时, 经常会出现激波或剪切层 (接触面) 等较为复

杂的间断流场结构. 对于这些间断结构,往往需要采

用特殊的数值算法处理才能得到满足精度或分辨率

需求的模拟结果. 目前通用的间断处理方法主要有

两类:激波装配法 [1-6]和激波捕捉法 [6-12].

激波装配法的基本思想是: 将激波作为流场区

域里的运动边界进行处理,利用 Rankine Hugoniot(R-

H) 条件精确地确定激波的运动速度和位置. 该方法

描述激波具有高精度和高分辨率的优点, 缺点是算

法复杂,尤其是流场中激波相互干扰作用,演化形成

多尺度激波的复杂结构时,一般需要采用动网格技术

才能完成 [6] 计算.而基于有限体积 [6] 或有限元 [13-14]

的激波捕捉方法在守恒型控制方程的框架下不需要

对激波做过多特殊的处理, 只需假设激波间断位于

流场网格离散后的控制体交界面处,根据交界面两侧

的流场状态量近似求解 Riemann问题,便可自动模拟

出激波的位置和强度.近似求解 Riemann问题时通常

采用的方法有通量矢量分裂格式[15-17]或通量差分分

裂格式 [18-22]. 相对于激波装配方法,基于有限体积 [6]

或有限元 [13-14] 的激波捕捉方法算法简单,而且可以

在流场的光滑区域和间断区域采用统一的格式计算,

大大提高了计算效率.另外,该类方法还具有良好的

几何外形适应性. 目前, 它们已经发展成为 CFD 领

域中有效且主流的间断数值模拟技术之一.然而,要

达到与激波装配方法相同的流场模拟精度和分辨率,

其必须使用巨大的网格量或采用高阶的流场重构技

术 [23-33].

通常, “间断位于控制体交界面处” 的假设使激

波捕捉方法所引入的激波描述误差较大, 尤其在质

量较差的粗网格上更为明显, 一般表现出锯齿状的

激波面. 为了突破以上假设的限制,能够在 “控制体

内部捕捉到激波”的算法研究已经成为目前 CFD技

术发展的目标之一.

国际上, 已有一些学者进行了相关的研究, 如

Persson和 Peraire [34] 在高阶间断 Galerkin (discontin-

uous Galerkin, DG) 方法的背景下, 通过给原始控制

方程增加人工黏性项将激波 (间断) 尺度拉伸, 使得

可以利用高阶连续近似的方法模拟黏性激波中包含

的大梯度区域.他们的研究发现, p阶多项式的连续

近似只需要 O(h/p) (h为网格尺度)的黏性就能分辨

出激波,得到比控制体单元尺度更小的激波结构,由

此达到子单元尺度分辨率的激波捕捉效果 (即在控

制体内捕捉激波的分辨率).不过该方法在引入数值

或物理黏性模型的同时会增加需要经验调节的参数,

且对于不同的计算问题需要不同的黏性模型才能得

到稳定的结果.此外,该方法只有在近似多项式的阶

次很高 (>8阶)时,才具有网格内部的间断捕捉能力,

对于简单的常数/线性近似, 其结果甚至不及原始方

法的分辨率.

美国学者 Gnoffo[35-36]将一组具有正交性的间断

Walsh基函数 [37-38] 引入到 CFD领域,利用 Walsh基

函数求解具有间断解的非线性微分方程 [35]. 其基本
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方法是根据 Walsh基函数的乘法封闭性和一些基本

变换算子 (如倒数变换、积分变换、微分变换等)将

原始的微分方程变换到波数空间的多项式方程系统,

在波数空间上求解原微分方程的全局解, 以期得到

比传统有限体积方法更好的间断捕捉效果.然而,在

求解一维 Burgers 方程和 Euler 方程的算例中, 该方

法并没有达到预期的理想效果. 主要表现在两个方

面: 其一是求解非线性偏微分方程时,各个原始变量

的 Walsh基函数级数近似会引入很多复杂的多重交

叉相乘项, 导致最终得到的代数方程系统过于复杂,

且边界条件的处理也比较困难; 其二是该全局解方

法完全脱离了有限体积离散的框架, 没有明确的网

格划分过程, 只针对最终的代数方程系统进行数值

迭代求解,且采用数百个Walsh基函数得到的数值结

果与传统采用迎风格式的有限体积方法的结果相比,

也并未表现出明显的优势.

针对 Persson 和 Peraire [34] 与 Gnoffo [35] 所提出

的方法中存在的问题, 本文提出了一种新型有限体

积方法, 该方法在保持有限体积离散优势的基础上,

充分利用了Walsh基函数的间断特点,且能达到以下

两点目的: (1) 避免 Gnoffo [35] 所提出的全局解方法

的复杂性和数值模拟的局限性; (2)仅采用低阶近似

(如常数近似或线性近似)便可在网格内部捕捉到激

波间断,达到子单元尺度的激波分辨率.本文方法的

基本原理是: 摒弃传统有限体积和有限元方法中流

场变量在网格内部连续的假设, 将守恒变量表示为

截断Walsh基函数的级数形式.借助Walsh基函数本

身所具有的间断方波属性, 在控制体内部配置间断.

所配置的间断自然地将控制体虚分成若干个连续的

子单元, 将得到的关于 Walsh 基函数级数的守恒型

控制方程系统在这些子单元上积分离散, 得到了一

种新的求解方法. 该方法对变量的基函数表示与有

限元思想类似, 且最终得到的离散系统也与有限元

方法相似. 但在子单元上的积分并没有变分过程,而

与有限体积方法完全相同. 因此该方法虽然在思想

上介于有限元和有限体积方法之间, 但本质上属于

有限体积的离散框架. 本文称该方法为 “Walsh函数

的有限体积方法 (finite volume method with Walsh ba-

sis functions, FVM-WBF)”.仅依赖 Walsh基函数组离

散的 FVM-WBF方法在子单元尺度上只有 1阶计算

精度.为了进一步提高对光滑解的分辨率,采用子单

元上的流场变量均值进行流场的线性重构,将 FVM-

WBF方法的离散精度提升到 2阶. 在数值算例部分,

运用 1阶和 2阶 FVM-WBF方法求解了无黏 Burgers

方程和 Euler 方程的多个定解问题, 以期验证 FVM-

WBF方法的计算精度、计算效率、激波捕捉能力和

鲁棒性.

1 Walsh基函数

Walsh 基函数由一类具有间断特点的分段常数

函数构成. 在给定区域上,每个Walsh基函数的图像

都由若干个相等幅度的方波构成.

若采用 gn(x)表示闭区间 [xa, xb]上具有 n个波

段的Walsh基函数,则有如下计算公式 [35]

gn(x) =
(−1)m+1(xb − xa)−1/2, xm−1 < x < xm, 0 < m 6 n

0, x = xm, 0 < m < n

(xb − xa)−1/2, x = xa

(−1)n+1(xb − xa)−1/2, x = xb

(1)

其中

xm = xa +

m∑
i=1

ĝn(i)dxp (i,m, n ∈ Z+) (2)

式中 ĝn(i)是Walsh基函数 gn(x)的第 i个波段的无量

纲长度.对于比特数 p ∈ N,如果 gn(x)的波段数 n满

足不等式

2p−1 < n 6 2p (3)

则称 gn(x)属于 p组. 一般 gn(x)的最小波段长度定

义为

dxp = (xb − xa)/2p (4)

且 p 组 Walsh 基函数的波段长度最多包含两种, 即

dxp 或 2dxp. 因此式 (2)中 ĝn(i)的取值为 1或 2. 另

外, Walsh 基函数还具有正交性等优良数学特征, 详

细描述可参考文献 [35],此处不赘述.

图 1 展示的是前 4 组 (0 6 p 6 3)Walsh 基函数

(g1(x) ∼ g8(x))的函数图像,可以看到,各函数均由若

干个等幅方波构成.

Gnoffo [35] 通过研究 Walsh 基函数级数对若干

连续和间断函数的拟合特点提出了求解非线性偏微

分方程的Walsh基函数全局解方法.该方法采用时空
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图 1 闭区间 0 6 x 6 1上, p = 0, 1, 2和 3组的Walsh函数示意图: g1(x) ∼ g8(x)

Fig. 1 Walsh functions for p = 0, 1, 2 and 3 in the interval 0 6 x 6 1: g1(x) ∼ g8(x)

耦合算法, 将微分方程的各变量表示成关于时间和

空间的二元Walsh基函数级数形式,并直接对微分方

程做Walsh基函数级数的积分或微分变换处理,最终

得到关于基函数系数的复杂非线性代数方程系统,需

要通过Newton迭代[35]等数值手段才能完成计算.虽

然Walsh基函数全局解方法思路简单,但存在一定的

局限性,如: (1)求解不同的微分方程需要重新推导代

数方程组,因此不具有普适性; (2)当微分方程的初边

值条件复杂时,其基函数级数展开可能导致最终的代

数方程系统求解时收敛困难; (3)文献 [35]的测试算

例显示要得到与传统有限体积方法类似的模拟效果,

微分方程变量的每个维度采用的基函数个数一般要

达到 28 量级左右,这将会给最终非线性代数方程系

统的求解带来较高的计算量负担.

受 Gnoffo [35] 研究的启发,本文将具有间断特性

的Walsh基函数与传统有限体积方法结合,提出了新

的 FVM-WBF方法,以期在一定程度上改善Walsh基

函数全局解方法的局限性.

2 FVM-WBF方法

根据 Walsh基函数级数对任意函数拟合的合理

性 [35], 本文考虑采用截断 Walsh 基函数级数近似双

曲守恒律方程中的守恒变量, 下面针对一维和二维

情况分别进行讨论.

2.1 一维 FVM-WBF方法

为描述简便,我们先以标量守恒律方程为例

ut + f (u)x = 0 (5)

其中 u = u(x, t)为守恒变量, f (u) = f (u(x, t))为通量

函数.若采用传统有限体积方法对守恒方程 (5)进行

离散, 需将其在给定控制体 Ωi 上进行积分, 并假设

控制体单元内的守恒变量为连续分布函数, 从而得

到关于守恒变量单元平均值的半离散方程

d
dt

ūi(x, t) = − 1
∆x

( fi+1 − fi) (6)

其中 ūi(x, t)为守恒变量 ui(x, t)在控制体 Ωi上的积分

平均

ūi(x, t) =
∫
Ωi

ui(x, t)dx/Ω̄i

式中 Ω̄i 表示控制体 Ωi 的大小, 对于一维情况, 有

Ω̄i = ∆x = xi − xi−1. 若考虑 1 阶计算精度, 守恒

变量 u 为关于空间变量 x 的连续常数函数分布, 如

图 2(a)所示; 而考虑 2阶计算精度时, u为关于空间

变量 x的连续线性函数分布,如图 2(b)所示.

现对守恒变量 u进行截断 Walsh基函数级数近

似如下

u(x, t) ≈
n∑

k=1

ck(t) · gk(x) (7)

式中 ck(t) 是随时间变化的 Walsh 基函数系数, 且

n = 2p(p = 0, 1, 2, · · · ). 将式 (7) 代入式 (5), 则得到



第 3 期 任 炯等: 一种在网格内部捕捉间断的Walsh函数有限体积方法 777

xixi-1

xi,0 xi,1 xi,2 xi,3 xi,4

(b)

(a)

(c)

(d)

图 2 控制体 Ωi 内的变量分布示意图

Fig. 2 Variable distribution in the control volume Ωi

关于系数组 {ck(t)}nk=1 和Walsh基函数组 {gk(x)}nk=1 的

守恒型方程组 n∑
k=1

ck(t) · gk(x)


t

+ f

 n∑
k=1

ck(t) · gk(x)


x

= 0 (8)

经整理,该式可写成

n∑
k=1

dck(t)
dt
· gk(x) = − f (u(x, t))x (9)

根据式 (7), 不难发现 n(n = 2p, p = 0, 1, 2, · · · ) 个
Walsh基函数的级数表达形式将会给控制体 Ωi 内的

守恒变量近似分布中均匀引入 n − 1 个间断. 若取

n = 4,那么控制体 Ωi 内的 3个间断位置如图 2中的

灰色竖直虚线所示. 沿着 n − 1个间断所在位置进行

划分,控制体 Ωi 将被均匀地分割为 n个大小相同的

子单元,用 Ωi, j ( j = 1, 2, · · · , n)表示. 对于一维情况,

Ωi, j = [xi, j−1, xi, j],将关于Walsh基函数系数组的守恒

型方程 (9)在子单元 Ωi, j上积分,有∫ xi, j

xi, j−1

 n∑
k=1

dck(t)
dt
· gk(x)

dx =

−
[
fi, j(u(x, t)) − fi, j−1(u(x, t))

]
(10)

若定义子单元积分平均为

ūi, j =

∫ xi, j

xi, j−1

 n∑
k=1

ck(t) · gk(x)

dx/dxp =

n∑
k=1

ck(t) ·
∫ xi, j

xi, j−1

gk(x)dx/dxp (11)

其中 dxp = xi, j − xi, j−1,则方程 (10)可写为如下半离散

形式

d
dt

ūi, j (x, t) = − 1
dxp

[
fi, j(u(x, t)) − fi, j−1(u(x, t))

]
(12)

另外,由式 (7)还可知子单元内守恒变量为常数分布

近似,所以在整个控制体 Ωi内,守恒变量的分布具有

分段常数的特点,如图 2(c)所示.

根据式 (11),对方程 (10)进一步整理,可得到方

程 (12)的矢量形式

Ai, j ·
dC
dt
= Fi, j (13)

其中

Ai, j =

[ ∫ xi, j+1

xi, j

g1(x)dx
∫ xi, j+1

xi, j

g2(x)dx · · ·∫ xi, j+1

xi, j

gn(x) dx
]

C =
[
c1(t) c2(t) · · · cn(t)

]T

Fi, j = −
[
fi, j(u(x, t)) − fi, j−1(u(x, t))

]
显然

Ai, j ·
dC
dt
=

n∑
k=1

dck(t)
dt
·
∫ xi, j+1

xi, j

gk(x)dx
 (14)

若将守恒型方程 (9)在所有子单元上积分离散,

则可在控制体 Ωi上得到关于Walsh基函数系数矢量

C的紧致矩阵方程

A(n) · dC
dt
= F (15)

其中

F =
[
Fi,1 Fi,2 · · · Fi,n

]T

A(n) = [a j,k]n×n =

∫ xi,1

xi,0

g1(x) dx · · ·
∫ xi,1

xi,0

gk(x) dx · · ·
∫ xi,1

xi,0

gn(x) dx

...
. . .

...
. . .

...∫ xi, j

xi, j−1

g1(x) dx · · ·
∫ xi, j

xi, j−1

gk(x) dx · · ·
∫ xi, j

xi, j−1

gn(x) dx

...
. . .

...
. . .

...∫ xi,n

xi,n−1

g1(x) dx · · ·
∫ xi,n

xi,n−1

gk(x) dx · · ·
∫ xi,n

xi,n−1

gn(x) dx


该矩阵中元素的计算公式为

a j,k =

∫ xi, j

xi, j−1

gk(x)dx =
dxp√
∆x
· sgn

[
gk

( xi, j + xi, j−1

2

)]

sgn(x) =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0
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矩阵 A(n)表示 n个Walsh基函数对应得到的矩阵,其

中所有元素的公因子为 dxp/
√
∆x,所以该矩阵可归一

化为只包含 ±1的常数矩阵.例如,当 n = 2, 4, 8时有

A(2) =
dxp√
∆x

1 1

1 −1



A(4) =
dxp√
∆x


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1



A(8) =
dxp√
∆x



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1


显然, 矩阵 A(n) 对称可逆, 因此方程 (15)的 “解的存

在性” 得到保证. 一个有趣的特点是矩阵 A(n) 的逆

A(n)−1可由 A(n)直接计算得到,即

A(n)−1 =

√
∆x

2p · dxp
· A(n)

根据该特性,在求解时可以省略矩阵求逆的过程,直

接由预先储存的 A(n)进行计算,这在一定程度上对计

算效率是有益的.

以上介绍的求解标量方程的 FVM-WBF方法同

样适用于求解守恒型方程系统,例如,对于一维 Euler

方程

ut + f(u)x = 0

u =


ρ

m

E

 , f(u) =


m

m2/ρ + p

m(E + p)/ρ




(16)

其中 ρ, u, p, E 分别为密度、速度、压强和单位体积

总能, m = ρu,状态方程为

p = (γ − 1) ·
(
E − 1

2
ρu2

)
(17)

γ = 1.4为理想气体常数.

类似于标量情况,对 3个守恒变量 (密度 ρ,动量

m和能量 E)进行截断Walsh基函数级数近似

ρ(x, t) ≈
n∑

k=1

cρk(t) · gk(x)

m(x, t) ≈
n∑

k=1

cm
k (t) · gk(x)

E(x, t) ≈
n∑

k=1

cE
k (t) · gk(x)


(18)

其中 cρk(t), cm
k (t)和 cE

k (t)分别是对应于 3个守恒变量

的Walsh基函数系数.将式 (18)代入守恒型方程 (16),

并在每个子单元上积分离散,最终得到与方程 (15)类

似的紧致型矩阵方程

A(3n) · dC
dt
= F (19)

其中

A(3n) =


A(n)

A(n)

A(n)


C =

[
Cρ Cm CE

]T

Cρ = [cρ1(t) cρ2(t) · · · cρn(t)]T

Cm = [cm
1 (t) cm

2 (t) · · · cm
n (t)]T

CE = [cE
1 (t) cE

2 (t) · · · cE
n (t)]T

F = [Fρ Fm FE ]T

Fρ/m/E= − [f(ui, j) − f(ui, j−1)]

2.2 二维 FVM-WBF方法

对于二维情况,同样先考虑标量守恒律方程

ut + f (u)x + g(u)y = 0 (20)

其中 u = u (x, y, t)是守恒变量, f (u)和 g(u)分别是 x

和 y方向上的通量函数, (x, y) ∈ Ω (Ω为求解域).

在控制体 Ωi上,对守恒变量 u = u (x, y, t)进行如

下Walsh基函数级数近似

u(x, y, t) ≃
n1∑

k1=1

n2∑
k2=1

ck1, k2 (t)gk1 (x)gk2 (y) (21)

其中, n1和 n2分别为 x和 y方向上各自使用的Walsh

基函数个数, ck1, k2 (t)表示对应的基函数系数.

显然, 在控制体 Ωi 内, 式 (21) 会给守恒变量的

近似分布函数中引入 n1 + n2 − 2个间断 (其中 x方向

为 n1 − 1个间断, y方向为 n2 − 1个间断). 沿着间断,

可将原始控制体 Ωi分割为 n1 · n2个大小完全相同的

子单元,同样用 Ωi, j ( j = 1, 2, · · · , n1 · n2)表示.与一维

方法类似,将式 (21)代入守恒型方程 (20)后,在每个
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子单元上进行积分离散.最终得到关于Walsh基函数

系数组

{
ck1, k2 (t)

}n1,n2
k1=1,k2=1

的紧致型矩阵方程

A(n1,n2) · dC
dt
= F + G (22)

其中 C = [c1,1 (t) · · · c1,n2 (t) c2,1 (t) · · · cn1,n2 (t) ]T, F =

[Fi,1 Fi,2 · · · Fi,n1·n2
]T, (Fi, j( j = 1, 2, · · · , n1 · n2) 为 Ωi, j

上 x方向的通量), G = [Gi,1 Gi,2 · · ·Gi,n1·n2
]T, (Gi, j( j =

1, 2, · · · , n1 · n2)为 Ωi, j 上 y方向的通量). 对于二维情

况, 矩阵 A(n1,n2) 可由相应的 2 个一维矩阵的张量积

得到,即 A(n1,n2) = A(n1) ⊗ A(n2)(⊗表示张量积),也可由

相应的元素公式计算得到∮
Ī j

gi1 (x)gi2 (y)dxdy =
dxp · dyp√
∆x∆y

·

sgn
[
gi1

( x j1 + x j1+1

2

)]
· sgn

[
gi2

(y j2 + y j2+1

2

)]
该矩阵同样对称可逆,所以对于方程 (22), “解的存在

性”可以得到保证.而且 A(n1,n2)的逆也可由其本身计

算得到,即

A(n1,n2)−1 =

√
∆x · ∆y

2p1 · dxp · 2p2 · dyp
· A(n1,n2)

(p1 和 p2 分别是 n1 和 n2 对应的 Walsh基函数组数)

或者由对应的两个一维逆矩阵的张量积得到,即

A(n1,n2)−1 = A(n1)−1 ⊗ A(n2)−1

实际求解时, 矩阵 A(n1,n2) 及其逆都可预先计算并储

存,以减少计算过程中矩阵求逆带来的计算量.

对于二维守恒型方程系统, 将守恒变量按分量

进行 Walsh 基函数级数近似, 可得到与方程 (19) 类

似的块对角紧致矩阵方程, 对角线上的每个矩阵均

为 A(n1,n2),其推导过程类似一维情况,这里不再赘述.

由上述描述可知, FVM-WBF方法采用时空分离

的思想在子单元框架下对微分方程进行有限体积离

散, 具有更好的普适性. 且 FVM-WBF 方法是根据

Walsh 基函数引入的间断位置对原始控制体单元进

行虚子单元划分, 并不改变原始网格的几何拓扑结

构,保持了原始网格良好的几何适应性.另外,对于边

界条件的处理, FVM-WBF方法与原始有限体积方法

类似,为了保持与内场一致的数值通量计算,可以在

边界处延拓一层辅助网格单元,用与边界单元相同的

Walsh基函数表达辅助网格上的流场变量,可以在边

界处达到子单元尺度的误差精度. 相对于 Gnoffo [35]

提出的Walsh基函数全局解方法, FVM-WBF方法并

未在离散和求解方面引入新的困难.

2.3 误差和精度分析

传统有限体积方法假设控制体内的守恒变量为

常数函数分布,如图 2(a)所示. 那么相对于每个控制

体 Ωi的尺度,计算精度为 1阶,其误差为 O(∆x),即

ui(x) − ūi = O(∆x) (23)

而对于 FVM-WBF 方法, 守恒变量采用 Walsh 基函

数级数近似 (如式 (7)), 控制体内守恒变量的分布为

分段常数函数形式 (见图 2(c)). 相对于每个子单元

Ωi, j 的尺度, 计算精度也为 1 阶, 子单元上的误差为

O(dxi,p),即

ui(x) − ūi, j = O(dxi,p) (24)

而对于整个控制体 Ωi 的尺度, Walsh 基函数级数近

似的积分平均如下

⌢ui =

∫ xi

xi−1

 n∑
k=1

ck(t) · gk(x)

 dx/∆x (25)

当 n = 2时,

⌢ui = c1(t)/
√
∆x (26)

由子单元积分平均式 (11),有

ūi,1 = [c1(t) + c2(t)]/
√
∆x

ūi,2 = [c1(t) − c2(t)]/
√
∆x

 (27)

再由式 (26)和式 (27),可得

⌢ui =
1
2

(ūi,1 + ūi,2) (28)

所以

ui(x) − ⌢ui = O(∆x/2) (29)

同理,当 n = 4时,有

ui(x) − ⌢ui = O(∆x/4) (30)

当 n = 8时,有

ui(x) − ⌢ui = O(∆x/8) (31)
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从以上推导可知, 对于 FVM-WBF 方法, 当采用 n =

2p(p > 1)个Walsh基函数对守恒变量近似时,其近似

误差为 O(∆x/2p). 因此理论上,相对于传统有限体积

方法, FVM-WBF (n = 2p)方法的误差约以因子 1/2p

缩减,而收敛精度并没有提高.

通常,为提高精度,传统有限体积方法是在当前

控制体和周围多个控制体构成的模板上, 采用守恒

变量均值进行多项式重构,如线性重构后,变量的分

布如图 2(b) 所示. 而本文根据 FVM-WBF 方法的特

点,采用控制体内的子单元均值 (如式 (11))进行线性

重构实现 2阶精度的计算,具体公式如下

uL = ui, j−1 + 0.5sL

uR = ui, j − 0.5sR

 (32)

其中

sL =
aL(b2

L + ε) + bL(a2
L + ε)

a2
L + b2

L + 2ε

sR =
aR(b2

R + ε) + bR(a2
R + ε)

a2
R + b2

R + 2ε
aL = ui, j − ui, j−1, aR = ui, j+1 − ui, j
bL = ui, j−1 − ui, j−2, bR = ui, j − ui, j−1

线性重构后,控制体 Ωi内的变量分布如图 2(d)所示,

为分段线性分布.传统 2阶有限体积方法与本文重构

的 2阶 FVM-WBF方法在计算精度和计算效率方面

的比较将在下小节的数值测试中进行讨论.

3 数值测试

本节采用 FVM-WBF方法对一/二维无黏Burgers

方程和 Euler方程的几个非定常问题进行求解,并通

过与传统有限体积方法的数值结果进行对比, 测试

和验证该方法的计算精度、计算效率、激波捕捉能

力和鲁棒性. 其中数值通量的计算均采用熵相容格

式 [21-22],时间推进均采用满足 TVD条件的 3阶显式

Runge-Kutta [39]方法.

为便于表述,算例中采用记号 FVM-WBF-O表示

初始没有线性重构的 1阶 FVM-WBF方法的数值结

果,而用 FVM-WBF-R2表示经线性重构实现的 2阶

FVM-WBF方法的数值结果,作为对照,记号 OFVM-

1st 和 OFVM-2nd 分别用来表示传统有限体积方法

(用 OFVM方法表示)的 1阶和 2阶计算结果.一维

算例中的 Exact表示解析解.

3.1 一维无黏 Burgers方程连续初值问题

Burgers 方程的第 1 个测试算例是一维区域

[−2, 2]上的连续初值问题,主要用以测试 FVM- WBF

方法的计算精度和计算效率,其初始条件为

u0 (x) =

u0, |x| > 1

u0 − u1 sinπx, |x| 6 1
(33)

解析解为

u(x, t) =
u0

u1 − u1 sin(πx − ut) (34)

取 u0 = 0, u1 = 0.5,采用周期边界条件.针对 t = 0.32

和 t = 0.96 这两个时刻, 分别在表 1 到表 4 中给出

了不同网格上的 OFVM 和 FVM-WBF (n = 2, 4, 8)

方法 1 阶与 2 阶数值计算的 L 1 误差与相应的收敛

精度.可以发现,对于两种计算精度, OFVM与 FVM-

WBF方法在两个时间点的收敛精度基本相同,但在

相同网格上,相对于 OFVM方法, FVM-WBF方法的

误差约以因子 1/2p缩减 (这与第 2.3节分析的结论一

致). 若 OFVM 方法采用的网格单元数目等于 FVM-

WBF方法的网格单元数与基函数个数的乘积时, 在

整个计算域上两种方法具有相同的自由度. 对比

表 1∼表 4 中两种方法自由度相同时的误差, 可以

发现, 1 阶精度时两种方法的误差几乎相同, 这说明

FVM-WBF方法表现出了与 OFVM方法网格加密等

价的误差效应. 而 2 阶精度时, FVM-WBF 比 OFVM

方法的误差略小, 这可能是由于子单元重构模板与

原始控制体重构模板的差异造成的. 另外,表 2和表

4给出的 t = 0.96时刻的误差和收敛精度相对于 t =

0.32时刻都有所减小,这是因为 t = 0.96时刻在 x = 0

位置处形成的压缩激波对精度造成了影响.图 3(a)和

图 3(b)分别给出了网格量为 M = 20时,两个时间点

上两种方法的 2 阶精度结果与精确解的对比, 可以

看到 FVM-WBF方法取 n = 2, 4, 8, 3种基函数级数

近似时,在光滑解的极值附近和间断解处都表现出比

OFVM方法更好的分辨率.图 3(c)展示的是两种方法

取相同的自由度时 (本算例的自由度为 1280),其误差

精度与所消耗的 CPU时间之间的关系,通过比较发

现, 当误差和收敛精度相同时, FVM-WBF 方法所消

耗的 CPU时间都比 OFVM方法短,且随着Walsh基

函数数目的增大, FVM-WBF方法的计算效率也逐步

提高.
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表 1 OFVM方法与 FVM-WBF-O的 L1 误差和收敛精度 (t = 0.32)

Table 1 L1-error and L1-order of OFVM and FVM-WBF-O method for t = 0.32

OFVM/FVM-WBF-O FVM-WBF-O (n = 2p, p > 1)

M
n = 1 n = 2 (p = 1) n = 4 (p = 2) n = 8 (p = 3)

L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order

20 2.32 ×10−2 — 1.21 ×10−2 — 5.99 ×10−3 — 3.02 ×10−3 —

40 1.21 ×10−2 0.95 5.99 ×10−3 1.01 3.02 ×10−3 0.99 1.52 ×10−3 0.99

80 6.00 ×10−3 1.01 3.02 ×10−3 0.99 1.53 ×10−3 1.00 7.61 ×10−4 1.00

160 3.01 ×10−3 0.99 1.53 ×10−3 0.98 7.61 ×10−4 1.00 3.87 ×10−4 0.98

表 2 OFVM方法与 FVM-WBF-O的 L1 误差和收敛精度 (t = 0.96)

Table 2 L1-error and L1-order of OFVM and FVM-WBF-O method for t = 0.96

OFVM/FVM-WBF-O FVM-WBF-O (n = 2p, p > 1)

M
n = 1 n = 2 (p = 1) n = 4 (p = 2) n = 8 (p = 3)

L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order

20 4.31 ×10−2 — 2.86 ×10−2 — 1.69 ×10−2 — 9.92 ×10−3 —

40 2.87 ×10−2 0.59 1.69 ×10−2 0.76 9.92 ×10−3 0.77 5.41 ×10−3 0.87

80 1.69 ×10−2 0.76 9.92 ×10−3 0.77 5.41 ×10−3 0.87 2.96 ×10−3 0.87

160 9.94 ×10−3 0.77 5.41 ×10−3 0.87 2.96 ×10−3 0.87 1.65 ×10−3 0.84

表 3 OFVM-2nd方法与 FVM-WBF-R2的 L1 误差和收敛精度 (t = 0.32)

Table 3 L1-error andL1-order of OFVM-2nd and FVM-WBF-R2 method for t = 0.32

OFVM-2nd/FVM-WBF-R2 FVM-WBF-R2 (n = 2p, p > 1)

M
n = 1 n = 2 (p = 1) n = 4 (p = 2) n = 8 (p = 3)

L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order

20 4.97 ×10−3 — 1.01 ×10−3 — 2.64 ×10−4 — 6.72 ×10−5 —

40 1.37 ×10−3 1.86 2.64 ×10−4 1.94 6.72 ×10−5 1.97 1.67 ×10−5 2.01

80 3.59 ×10−4 1.93 6.72 ×10−5 1.97 1.67 ×10−5 2.01 4.13 ×10−6 2.02

160 9.05 ×10−5 1.99 1.67 ×10−5 2.01 4.13 ×10−6 2.02 1.02 ×10−6 2.02

表 4 OFVM-2nd方法与 FVM-WBF-R2的 L1 误差和收敛精度 (t = 0.96)

Table 4 L1-error and L1-order of OFVM-2nd and FVM-WBF-R2 method for t = 0.96

OFVM-2nd/FVM-WBF-R2 FVM-WBF-R2 (n = 2p, p > 1)

M
n = 1 n = 2 (p = 1) n = 4 (p = 2) n = 8 (p = 3)

L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order L1-error L1-order

20 4.06 ×10−2 — 1.94 ×10−2 — 7.19 ×10−3 — 3.02 ×10−3 —

40 1.98 ×10−2 1.04 7.19 ×10−3 1.43 3.01 ×10−3 1.26 1.17 ×10−3 1.37

80 7.24 ×10−3 1.45 3.02 ×10−3 1.25 1.17 ×10−3 1.36 4.12 ×10−4 1.50

160 2.99 ×10−3 1.28 1.17 ×10−3 1.38 4.12 ×10−4 1.50 1.57 ×10−4 1.39
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3.2 一维 Euler方程激波管问题

本算例求解了一维 Euler 方程的两种激波管问

题 (SOD 激波管和 LAX 激波管). 在相同网格上比

较了 FVM-WBF 方法和 OFVM 方法对弱间断和强

间断的捕捉效果. 两个激波管问题的计算域均取为

[−0.5, 0.5],初始条件分别为:

(1) SOD

(ρ, u, p) =

1.0, 0, 1.0, x < 0

0.125, 0, 0.1, x > 0
(35)
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图 3 一维 Burgers方程连续初值问题数值解

Fig. 3 Numerical results of continuous initial value problem of

1D Burgers equation

(2) LAX

(ρ, u, p) =

0.445, 0.698, 3.528, x < 0

0.5, 0, 0.571, x > 0
(36)

均采用齐次 Neumann 边界条件, 网格量均为 M =

100.SOD激波管问题计算到时间 t = 0.1, LAX激波管

问题计算到时间 t = 0.16. OFVM方法与 FVM-WBF

方法对两个激波管问题的 1阶和 2阶计算所得数值

密度的分布分别如图 4和图 5所示. 通过对比激波、

接触间断和稀疏波拐角等处的数值结果, 可以发现,

网格相同的情况下, FVM-WBF方法对弱间断和强间

断均有更好的捕捉效果,且对光滑解的模拟也有一定

的改善. 图 4(c)和图 5(c)给出的是两种方法的 2阶

计算捕捉到的激波与网格尺度对比的放大图, 其中

灰色虚直线代表网格边界.可以看到一维 FVM-WBF

方法在 n = 4和 8时均能达到小于网格尺度的激波

捕捉效果.

3.3 二维无黏 Burgers方程间断初值问题

本算例求解了二维无黏 Burgers方程,比较了二

维 FVM-WBF 方法与 OFVM 方法在相同网格上模

模拟标量间断初值问题的效果. 计算域为 [−1, 1] ×
[−1, 1],初始条件为

u0(x) =

1, x2 + y2 < 1/9

−1, others
(37)
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Fig. 4 Numerical results of SOD-shock tube problem of

1D Euler equations
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采用周期边界条件, 计算到时间 t = 0.3, 网格量为

M = 20×20.图 6展示的是两种方法 2阶精度的数值

结果.其中,图 6(a)和图 6(b)是等值线图.在这两幅图

中,同时给出了网格线以清楚地反映所得激波尺度与

网格尺度的对比效果.图 6(c)进一步给出了 x = y截

线上的数值解分布 (图中灰色虚直线代表网格边界),

可以发现 FVM-WBF方法中的 n1 和 n2 取 2, 4, 8时

捕捉到的激波尺度都小于网格尺度,说明 FVM-WBF

方法在二维标量情况下能够达到网格内部捕捉间断

的分辨率.
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图 6 二维 Burgers方程间断初值问题数值结果

Fig. 6 Numerical results of the discontinuously initial value problem

of 2D Burgers equation

3.4 二维 Euler方程黎曼问题

二维 Euler 方程的黎曼问题反映了多变气体的

多尺度流场结构,一般由 3种常见的一维波 (稀疏波,

激波和接触间断波)相互作用形成.本算例在计算域

[0, 1] × [0, 1]上考虑如下初始条件的黎曼问题 [40]

(ρ, u, v, p) =

(1.5, 0, 0, 1.5), x > 0.5, y > 0.5

(0.5323, 1.206, 0, 0.3), x 6 0.5, y > 0.5

(0.138, 1.206, 1.206, 0.029), x 6 0.5, y 6 0.5

(0.5323, 0, 1.206, 0.3), x > 0.5, y 6 0.5

(38)

采用齐次 Neumann 边界条件, 在相同的网格 M =

40 × 40 上比较了 OFVM 方法与 FVM-WBF 方法

计算到 t = 0.3 时刻对激波的捕捉效果. 图 7(a) 和

图 7(b)分别展示的是两种方法数值结果的密度等值

线图.可以看到,相对于OFVM方法, FVM-WBF方法

显著提高了激波间断的分辨率.取 y = 0.9的截线,如

图 7(c)所示, 可以发现 FVM-WBF-R2在 n1, n2 分别

均取 4或 8时都能达到小于网格尺度的激波捕捉分

辨率,而 OFVM方法捕捉的激波约为 2个网格尺度

的宽度. 该算例进一步说明 FVM-WBF 方法在二维

Euler 方程系统下也可以实现网格内部捕捉间断的

效果.
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Fig. 7 Numerical density obtained by 2nd-order OFVM and

FVM-WBF method for Riemann problem of 2D Euler equations

3.5 Rayleigh-Tayler不稳定性问题

Rayleigh-Tayler (R-T) 不稳定性问题 [41] 描述的

是,对于上下两层密度不同的流体,当密度大的流体

受到重力影响流向密度小的流体时所产生的流动现

象.经过一定时间的演化,轻流体的空泡和重流体的

“尖顶”相互干扰,最终形成非常复杂的流场结构.

该算例的计算域为 [0, 0.25] × [0, 1],初始条件为

(ρ, u, v, p) = (2, 0,−0.025a cos(8πx), 2y + 1), y < 0.5

(1, 0,−0.025a cos(8πx), y + 1.5), y > 0.5
(39)

其中 a =
√
γp/ρ,左右边界为无黏壁面条件;上下边

界为固定流场数据. 在网格 M = 20 × 80上计算到时

间 t = 1.95. 测试了 FVM-WBF方法对复杂流场结构

的模拟效果.图 8给出了OFVM与 FVM-WBF方法取

(n1, n2) = (2, 2), (4, 4), (8, 8)时的 2阶精度数值密度

等值线图.可以看到,相对于 OFVM方法, FVM-WBF

方法随着Walsh基函数个数的增大,其捕捉到的流场

细节也迅速增多.不过 2阶精度采用的是线性重构近

似,所以并没有良好地解析极值点,这在本算例中有

较明显的体现. 同时可以观察到随着基函数个数的

增大, 界面处表现出了越来越明显的数值扰动现象,

这与文献 [41]中采用网格加密技术对该问题进行数

值模拟时表现出的现象类似,进一步说明 FVM-WBF

方法采用的子单元划分技术与直接网格加密技术具

有等价的数值效应.

另外, 该算例还考察了两种方法计算相同时间

步数时的计算效率. 因为网格量相同时, FVM-WBF

方法的自由度是OFVM方法的 n1 ·n2倍,所以理论上,

计算相同的时间步数, FVM-WBF方法消耗的CPU时

间应该是 OFVM方法的 n1 · n2 倍, 而自由度数目相

同时,两者所耗费的时间应该相同,但测试结果显示

并非如此. 表 5 给出了 1000 个时间步时两种方法

的 CPU 时间对比. 对于 3 种基函数个数, OFVM 方

法采用了与 FVM-WBF方法相同自由度数目的网格

量.可以看到,自由度相同时,平均每个时间步 FVM-

WBF方法比 OFVM方法提高了约 20%的计算效率,

这可能是由于 FVM-WBF方法程序实现时数据结构

存储方面带来的效益.未来可以从自适应算法的角度

进一步提高 FVM-WBF方法的计算效率,相关的研究

工作正在进行中.
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图 8 OFVM和 FVM-WBF方法对 R-T不稳定性问题的 2阶精度数值密度等值线图

Fig. 8 Density contours obtained by 2nd-order OFVM and FVM-WBF method for R-T problem

表 5 FVM-WBF方法与 OFVM方法计算效率比较

Table 5 Comparison of computational costs between FVM-WBF and OFVM methods

Method
CPU time/s

(n1, n2) = (2, 2) (n1, n2) = (4, 4) (n1, n2) = (8, 8)

OFVM-1st 9.432 37.608 150.000 612.689

FVM-WBF-O — 30.156 114.745 511.275

OFVM-2nd 10.677 42.539 169.549 688.083

FVM-WBF-R2 — 30.747 118.176 515.236

4 结论

本文借助 Walsh基函数发展了一种可以在网格

内部捕捉间断的新型有限体积方法,简称 FVM-WBF

方法. 其基本原理是利用具有方波特性的 Walsh 基

函数在控制体内离散表示守恒变量, 从而将间断配

置在控制体内部. 沿着间断位置将控制体划分为若

干个连续的子单元, 通过数值积分在子单元上对守

恒型控制方程进行离散,求解以Walsh基函数系数为

解变量的离散控制方程,从而得到Walsh基函数级数

形式描述的数值解. 文中理论推导和算例测试表明

了 FVM-WBF方法具有高分辨率、高效率和良好的

激波捕捉能力等优点,主要表现在:

(1)当 FVM-WBF方法与传统有限体积方法具有

相同的收敛精度时, 其误差缩减为传统有限体积方

法的 1/2p 倍 (p 为所采用的 Walsh 基函数级数截断

对应的组数). 因此, 随着 Walsh 基函数组数 p 的增

大, FVM-WBF方法的误差将以 1/2的 p次方倍迅速

下降,相应数值结果的分辨率也显著提高.

(2)当 FVM-WBF方法与传统有限体积方法具有

相同的自由度时, 收敛到相同的误差精度或计算相

同的时间步数, FVM-WBF方法都表现出更高的计算

效率.

(3) FVM-WBF方法在控制体内的子单元划分为

有限体积高阶重构提供了新的可能的模板选择.本文

采用子单元均值进行线性重构,得到了 2阶收敛精度

的 FVM-WBF方法.与传统有限体积方法的 2阶计算

结果相比, FVM-WBF方法的 2阶计算依然表现出更

高的激波捕捉能力, 采用较少的 Walsh 基函数 (如 2

个或 4个)就能达到小于网格尺度的激波分辨率.



第 3 期 任 炯等: 一种在网格内部捕捉间断的Walsh函数有限体积方法 787

(4) FVM-WBF方法在子单元上的积分离散与传

统有限体积方法相同, 所以传统有限体积方法中发

展的各种成熟算法都可应用于 FVM-WBF方法.

另一方面,从文中的推导可以看到,将 Walsh基

函数系数的守恒型控制方程在子单元上积分离散后,

会得到关于 Walsh基函数系数的紧致型矩阵方程系

统.因此,与通过扩展模板进行高阶重构实现高分辨

的传统有限体积方法相比, FVM-WBF方法更适用于

并行方法的计算.而且随着基函数组数的增大,控制

体内划分的子单元数目相应地按倍数增多,这也使得

FVM-WBF 方法天然具有网格自适应和多重网格的

潜力.这些特点应得到更为深入的研究,以期为 CFD

算法的探索和应用提供新的思路.
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