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带滩槽地形的连续弯道中纵向流速横向分布解析 1） 

刘 玉 娇，余 明 辉 2)，田 浩 永   

（武汉大学水资源与水电工程科学国家重点试验，武汉 430072）  

摘要 本文基于沿水深积分的动量方程，假定二次流项和弯道附加应力项沿横断面呈线性分布，提出了预测弯道垂

线平均纵向流速的解析计算方法，进一步提出了河槽区和河滩区垂线平均纵向流速沿断面分布的求解模式，并将其

应用于带滩槽地形的反向连续弯道水槽中。根据实测数据率定计算参数，该模式可计算不同出口水深条件下断面垂

线平均纵向流速分布，计算结果与实测数据吻合良好。分析了线性分布假设中参数随水深变化的取值规律和沿横断

面分布特点，并对参数进行了敏感性分析，分析表明线性假设中一次项系数分区位置对流速峰值的大小和位置影响

较大，常数项根据地形横比降变化进行分区取值，流速计算值对常数项在水平段和斜坡段分区位置较为敏感，并根

据参数的敏感度提出了参数沿水槽的均值作为参考值。讨论了动量方程中二次流项和弯道附加应力项沿弯道的横向

分布规律，进一步认识线性假设的适用范围，结果表明线性假设在本文试验水槽中适用于弯道沿程。研究成果有助

于认识带滩槽地形的连续弯道纵向流速分布特征及其形成机制。 
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THE LATERAL DISTRIBUTION OF DEPTH-AVERAGED VELOCITY IN 

CONSECUTIVE BENDS WITH POOL-POINT BAR 1） 

Liu Yujiao，Yu Minghui2)，Tian Haoyong 

( State Key Lab of Water Resources and Hydropower Power Engineering Science, Wuhan University, 430072，China ) 

Abstract  This paper proposes an analytical approach to modeling the lateral distribution of depth-averaged 

streamwise velocity for flow in consecutive bends with pool-point bar based on the depth-integrated Navier–Stokes 

equations. The additional secondary flow and yet fully developed flow are assumed to be a linear function of the 

lateral distance. Then, the model for calculating the average vertical velocity distribution along the cross section of 

the pool region and the point bar regions is presented, and it is applied to consecutive bends with pool-point bar. By 

calibrating the calculated parameters from the measured data, the model can calculate the average longitudinal 

velocity distribution of vertical cross-section under different outlet water depth. The modeled results agree well 



 

with experimental data. The value rules of the parameters have analyzed for different water depth and along the 

cross-sections. Sensitivity analysis is performed on the parameters which showed that the region division of the 

coefficient of the first degree term in the linear hypothesis has great influence on the size and position of the peak 

flow velocity. The region division of the constant term value is according to the traverse gradient. The region edge 

between the flat bed and the sloping bed of the constant term has a significant influence on the results. According to 

the sensitivity of parameters, the mean value of parameters along the flume is presented as a reference value. The 

transverse distribution of the secondary flow term and the additional stress term in the depth-integrated 

Navier–Stokes equations along the experimental channel is discussed to further understand the applicability of the 

linear hypothesis. The results show that the linear hypothesis is suitable for the curve path in the flume. The 

research results are helpful to understand the longitudinal velocity distribution characteristics and the formation 

mechanism of the consecutive bends with pool-point bar. 

Key words consecutive bends，streamwise velocity，pool-point bar，open channel flow，analytic solutions

 

引  言 

天然河道的演变是水流携带泥沙并与河道边

界相互交换相互影响的辩证统一体。其中，纵向流

速分布规律与河道过流能力[1]和泥沙输移[2]的密切

相关，也与崩岸、切滩等突发现象相关。对于河流

流速的分布规律，研究主要从模型试验[3-5]、数值模

拟[6-9]和解析解计算[10-13]进行。解析解由于效率高，

方法简单，在实际应用方面被广泛采用[14]。在顺直

复式河道中，Shiono and Knight [15]提出了 SKM 方

法，认为二次流导致的切应力沿横断面为线性分布，

对动量方程沿水深积分，推导出垂线平均纵向流速

(以下简称为 Ud，下标 d 表示为垂线平均量)的解析

解；Devi et al. [16]进一步根据实测数据量化二次流

中的参数，发现参数与定水深和变化的水深之间有

不同的关系；复式河槽漫滩区域常为顺直的，但主

河槽则倾向于弯曲的，存在弯道环流的影响，Ervine

等[17]考虑了复式河道弯曲主槽中水流的强三维性，

认为二次流项与 Ud 的二次方成正比关系，对 SKM

方法进行了改进；Knight et al. [18]分析了环流结构与

二次流项取值正负之间的关系，认为环流中心左侧

和右侧二次流项符号相反；Liu et al. [19]和 Huai et 

al.[20]则进一步在动量方程中增加了滩地植被影响，

在解析解公式中考虑了植被对流速的影响；Zhong 

et al. [21]考虑了在两岸及水面结冰条件下，解析解的

形式，并分析了床面阻力、冰盖阻力和二次流等因

素的影响；杨中华和高伟[22]比较了三种不同的积分

假定，将计算值与实测值比较，得出最为吻合的计

算公式；许唯临[11]将二次流项归并入雷诺切应力

项，对复式顺直河道和复式游荡型河道中漫滩流速

进行了研究，复式游荡型河道流速计算其采用了分

层计算的方法。哈岸英等[23]利用 SKM 方法研究了

冲积河流漫滩水流水力因子随水深的变化特性，提

出了定量划分复式断面滩与槽的判别指标。Rezaei 

and Knight[24]探究了SKM方法在非对称复合水槽中

的应用。Sharifi and Sterling [2]利用 SKM 方法计算

床面切应力的横向分布，并将其与泥沙输移公式进

行的对比，以获得对泥沙输移的预测。 

弯曲型河道是常见的天然河道形态，水流经过

弯道时受到离心力的作用，产生横向压力梯度，形

成弯道横向环流，横向环流与纵向流速结合形成弯

道螺旋流[25]。纵向水流在弯道进口处，主流靠近凸

岸侧，沿着弯道，主流逐渐向弯道凹岸侧移动，在

出口处，主流贴近凹岸。Tang and Knight [26]将 SKM 

方法应用于弯道中，基于弯道水流充分发展的条件

下，认为二次流横向变化率与横向位置为线性关系，



 

推导出弯道 Ud 的解析式。天然弯曲河流常为多个弯

道相连，床面形态存在着深槽和边滩分布[27]，本文

尝试以 SKM 方法为基础，推导出弯道中 Ud 横向分

布计算公式，运用实测资料率定计算参数，将其应

用于带滩槽地形的反向连续弯道中 Ud 横向分布解

析计算研究，为下一步的弯道纵向流速快速预测奠

定基础。 

 

1  带滩槽地形弯道垂线平均纵向流速解析

解推导 

1.1 理论基础 

结合水流连续方程，曲线坐标系下，单位体积

上的水流纵向动量方程可简化为 
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式中，s、r、z 分别表示水流的切向、径向和垂向三

个方向，U、V、W 和 u’、v’、w’分别为 s、r、

z 方向的时间平均流速分量和脉动流速分量，上划

线表示时间平均值，p 为压强，fs 为 s 方向的单位

体积力，ρ为水流密度，g 为重力加速度。 
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式中，S0 为床面纵比降， 0 /bS z s   ，zb 为床面

高程，H 为水深， zrs s 、 分别表示垂直于 r 和 z 平

面上的切向雷诺应力。 

将式（2）~（4）代入式（1）中，动量方程可

表达为 
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对式（5）沿垂线进行积分可得 
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式中 τb 为床面切应力；1/Sr 为床面横比降；脚标 d

表示垂线平均值；Se 为总水头能量的比降，用于表

示
2( / ) /bz H U g s    [24]；Ua 为断面平均流

速；n 为糙率，若实验水槽为水泥面，查表得糙率

值为 0.014[28]；R 为水力半径。 

1.2 解析解推导 

Tang and Knight [26] 根据 van Balen et al. 
[29]180°弯道试验数据，分析了二次流项和二次流

附加项的横断面分布规律，发现其沿横断面为线性

分布，本文对式（6）右边二次流项和弯道附加应力

项也采用线性分布假设，即 
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式中，m 和 k 分别为线性分布规律常数项和一次项

系数，根据等式左边可知，m 的单位为 kg/(m·s2)，k

的单位为 kg/(m2·s2)，随弯道平面形态及研究断面所

处位置的不同而变化，可采用实测资料率定获得。 

式（6）可写为 
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式中，λ 为无量纲涡粘性系数，其取值在河道内变

化不大，取值为 0.07[10, 19]；f 为阻力系数。 

将式（13）和（14）代入式（12）中，可得 

 

1/ 2
2

22

8

1 1/
8

 



           

  

d
e d

d r

f U
gHS H U

r r

f
U S m kr

  (16) 

本文将带滩槽地形的横断面形态概化成如图 1

所示（图中灰色区域为滩地），河槽区床面高程不

变，河滩区床面线性抬高。对不同的床面形态，由

式（16）可求得 Ud 横向分布的解析解，解析解的表

达式如下。 

（a）对河槽区，即水深恒定的区域，Ud 的解

析解为 
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（b）对河滩区，即床面线性变化的区域（床面

横比降为1/ rS ），Ud 的解析解为 
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式中，A1~A4为未知的系数，ξ表示床面上的水深，

/ rH r S   。 
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图 1 带滩槽地形断面形态概化图 

Fig. 1 A sketch of a cross-section with a pool-point bar 

1.3 边界条件 

对于 dU 的解析式，存在两种边界条件，一是

无滑移边界，二是交界面处要满足连续性，即 

（1）两岸（左岸和右岸）边界处流速为 0； 

（2）滩槽交界处，主槽和滩地流速相等

, , 1d i d iU U  （i 和 i+1 表示参数取值不同的两个相

邻区域）； 

（3）滩槽交界处，主槽和滩地流速梯度相等，

即 , , 1/ /d i d iU r U r     。 

根据上述边界条件，解析式中系数 A1、A2、A3、

A4 均可求解。 

2  解析解模型的应用 

2.1 带滩槽地形的连续弯道纵向流速断面横向分布

试验介绍 

试验在武汉大学泥沙重点实验室的反向连续

弯道水槽中进行，水槽进出口均有一段长 7 m 的顺

直段，上下游两弯道曲率保持恒定，上游弯道的中

心角为 90°，下游弯道的中心角为 135°，水槽宽度

为 1.2 m，弯道中心线曲率半径为 2.4 m，两弯道间

的顺直连接段长 2 m，水槽横断面形状如图 2(b)所

示，过渡段中间断面和进出口 5 m 内顺直段均为矩

形断面，底部高程为 0.1 m，弯道横断面形状为凸

岸高凹岸低，由凸岸到凹岸，床面高程以 1:8 的横

比降由 0.2 m 减小为 0.1 m (水深减小 0.1 m)，接着

以 1:2 的横比降床面高程减小到 0 m (水深减小 0.1 

m)，之后床面高程和水深保持不变，顺直段内矩形

断面与弯道内滩槽地形断面通过渐变的方式进行连



 

接。 

试验采用三维超声多普勒流速仪（ADV）进行

三维流速测量，仪器采样频率为 200 Hz，断面的测

点布置横向间距为 5 cm，垂向间距为 2 cm，靠近床

面区域加密测量，测点垂向间距减小为 1 cm，由于

测量探头的大小及仪器采样体积为探头下方 5 cm，

因此在边壁和水面 5 cm 以内无法进行测量，纵向流

速的垂线平均值根据各测线的流速数据取垂线平均

获得。 

三组工况的水力学条件如表 1 所示，典型天然

弯曲河流的 Fr 范围为 0.07~0.26[30]，三种试验工况

的 Fr 取值在此范围内，并保持流量不变，研究水深

变化的影响，采用试验测量的五个断面（断面 A~E）

进行验证。 

 

图 2 连续弯道试验布置 

Fig. 2 Layout of the consecutive bends experiment 

表 1 试验条件 

Table 1 Experimental conditions 

Test 

Run 

Q/(L/s) H/(m) U/(m/s) Re/(103) Fr 

Run-1 45 0.23 0.163 20.3 0.109

Run-2 45 0.19 0.197 21.7 0.145

Run-3 45 0.15 0.25 22.9 0.206

表中，Q 为进口流量，H 为出口断面水深，U 为进

口断面平均流速，Fr 为佛汝德数，Re 为雷诺数。 

2.2 结果与分析 

图 3 为解析解的拟合曲线与试验结果的比较

（图中灰色区域为滩地），图中圆点为根据实测的

三维流速数据计算出的 Ud，由图可知实测的 Ud 沿

横断面的分布规律为深槽流速较小，流速沿横向变

化率较小，滩地上流速较大，流速沿横向变化率增

大，Ud 的最大值在靠近凸岸侧，下游弯道中 Ud 横

向分布较上游弯道更不均匀，由工况一到工况三，

出口水深逐渐减小即水流流速增大，在下游弯道中

Ud 的最大值逐渐向凹岸偏移。 

图 3 中曲线为计算出的拟合曲线，水深恒定不

变的河槽区（距凹岸 0~0.2 m 范围内）采用公式（17）

进行拟合，床面线性变化的边坡区（距凹岸 0.2~1.2 

m 范围内）由公式（20）拟合，参数 m 的取值根据

地形分为三个区域，分别为水平段 m1、横比降为

1/2 的斜坡段 m2 和横比降为 1/8 的斜坡段 m3，参数

k 的取值分为两个区域（靠近凹岸侧为 k1，靠近凸

岸侧为 k2），分区位置在主流附近，解析解表达式

中的系数 A1~A4 可根据边界条件求解。由图可知拟

合曲线与实测数据吻合良好，在床面地形变化处，

Ud 沿程变化率较大时以及 Ud 峰值的大小与位置，

计算值对实测值均能较好拟合，随着出口水深减小，

Ud 最大值的位置变化，计算结果也能较好的反映这

一规律，仅在靠近边壁处拟合曲线与实测数据稍有

偏差，凹岸侧偏差可能是凹岸次生反向小环流影响

导致，凸岸边壁附近偏差则可能是由于水深较浅，

水流结构较为复杂导致，各断面的均方根误差均小

于 0.015 m/s，平均相对误差均在 5%以内，实测值

与计算值之间误差较小。综上所述，在带有滩槽的

反向连续弯道中，此解析式能较好拟合不同水流条

件下沿程各断面垂线平均纵向流速的横向分布规

律。

 



 

 
图 3 流速计算值与实测值对比（a）工况一；（b）工况二；（c）工况三 

Fig. 3 Comparison of modelled depth-averaged velocity distribution with experimental data 

(a) test 1; (b) test 2; (c) test 3

3  计算参数敏感性分析及取值 

对参数 m 和 k 的取值进行敏感性分析，此处以

工况二的断面 A 拟合结果为基础进行分析。图 4 对

k 的数值大小进行了敏感性分析，在 0~1.1 m 和

1.1~1.2 m 取值不同（分别表示为 k1和 k2），将 k1

和 k2 的取值分别在原基础上增大和减小 0.05（每次

仅变化一个参数的取值），由图可知 k1 数值变化对

凹岸深槽区域流速计算值基本无影响，主要变化发

生在靠近凸岸的边滩附近，且计算值变化较小，k2

的变化仅影响 1~1.2 m 内的局部区域，流速计算值

变化较小，流速最大值的大小和位置未发生明显变

化；图 5 对 k1 和 k2 分区位置的敏感性进行了分析，

虚线 Lk 表示分界位置，将初始分界位置分别向左和

向右移动 0.1 m，由图可以发现，分界位置的变化

对流速的峰值影响较大，流速最大值变化明显，且

位置也发生变化，由此可将主流线的位置作为 k 分

区的初步依据。 

参数 m 分为三个区域进行取值，为 m1（0~0.2 

m）、m2（0.2~0.4 m）和 m3（0.4~1.2 m），图 6 为

对参数 m 取值的敏感性分析结果，分别对 m1、m2

和 m3 的初始值增大和减小 0.05（每次仅变化一个参

数的取值），由图可知，m1 的取值增大或减小对流

速计算值基本无影响，m2的取值变化仅在 0.2~0.4 m

附近的流速计算值产生影响，流速计算值变化较小，

m3 取值变化对整个断面的流速计算值基本均有影

响，在 0.4~1.2 m 区域内，流速计算值发生明显变

化；图 7 为 m 分区位置变化的敏感性分析结果，图



 

中虚线 Lma和 Lmb分别为 m1与 m2和 m2与 m3分区的

位置，将初始分界位置分别向左和向右移动 0.1 m

（每次仅变化一个分界位置），由图可知 m1 和 m2

分界位置向斜坡段移动对流速的计算值影响较为明

显，m2 和 m3 分界位置的变化对流速计算值影响较

小。 

 
图 4 k 变化时垂线平均流速计算值 

Fig. 4 Modelled depth-averaged velocity for various k values 

 
图 5 k 分区调整时垂线平均流速计算值 

Fig. 5 Modelled depth-averaged velocity for various k values in 

different panels 

 
图 6 m 变化时垂线平均流速计算值 

Fig. 6 Modelled depth-averaged velocity for various m values in 

different panels 

 

图 7 m 分区位置变化时垂线平均流速计算值 

Fig. 7 Modelled depth-averaged velocity for various panels of m 

参数 m 和 k 的取值如表 2 所示，Lk1和 Lk2 分别

为 k1 和 k2 取值区域的长度，由表中数据可知，m 和

k 的值与 Tang and Knight [26]文中的取值是相近的。

沿断面水平段 m1 的取值小于斜坡段 m2 和 m3 的取

值，可能与凹岸主槽侧流速较小有关，参数 m 的取

值整体上随水深的减小逐渐减小，水深减小到一定

程度，河滩区 m2 和 m3的取值由正变为负；k1和 k2

取值分区的界限与主流位置较为接近，分区的位置

变化较小，可能与主流位置变化较小相关，k1和 k2

取值的相对大小整体上由工况一的k1大于k2变为工

况三的 k1 小于 k2。根据参数的取值敏感性分析可知

m1、m2 和 k1、k2 的取值变化对计算结果的影响较小，

计算结果对 m3 的值较为敏感，但 m3的取值沿程变

化较小，因此给出各参数沿水槽的均值作为初步取

值参考。

 

 

 

 

 



 

表 2 参数取值 

Table 2 The values of parameters 

工况 断面 m1 m2 m3 k1 k2 Lk1(m)/Lk2(m) 

工况一 

A -0.09 0.08 0.02 -0.05 -0.27 1.05/0.15 

B -0.12 0.05 0.01 -0.02 -0.13 0.9/0.3 

C -0.17 0.07 0 0.04 -0.22 0.85/0.35 

D -0.19 0.06 0 0.05 -0.2 0.8/0.4 

E -0.12 0.04 0.02 0 -0.15 0.75/0.45 

 平均值 -0.14 0.06 0.01 0 -0.19 - 

工况二 

A -0.08 0.05 0 -0.12 -0.34 1.1/0.1 

B -0.12 0.15 0 -0.1 -0.13 0.9/0.3 

C -0.07 0.05 0 -0.2 -0.28 0.8/0.4 

D -0.08 0.07 0.01 -0.25 -0.23 1/0.2 

E -0.02 0.02 0.02 -0.27 -0.15 1/0.2 

 平均值 -0.07 0.07 0.01 -0.19 -0.23 - 

工况三 

A -0.15 -0.05 -0.07 -0.17 -0.08 1.05/0.15 

B -0.28 -0.09 -0.05 -0.1 -0.07 0.8/0.4 

C -0.07 -0.01 -0.07 -0.2 -0.13 0.9/0.3 

D -0.15 -0.02 -0.08 -0.19 0 1/0.2 

E -0.24 -0.06 -0.08 -0.17 -0.03 1/0.2 

 平均值 -0.18 -0.05 -0.07 -0.17 -0.06 - 

 

4  讨  论 

本文对二次流项和二次流附加项采用与 Tang 

and Knight [26]相同的线性假设，其仅分析弯道出口

附近 135°断面的数据，本文将解析解用于弯道中的

多个断面，此处增加绘制 van Balen et al. [29]的 180°

弯道进口附近 29°断面的二次流项  d
H UV 和二

次流附加项
' '

0
2

H u v UV
dz

r r


 
  

 
 的断面分布（如

图 8 和图 9），由图可知其在弯道进口断面也符合

线性假设。进一步分析二次流项和二次流附加项在

本文试验水槽中的断面分布规律，选取工况二 csC

断面实测数据进行讨论，由图 10 和图 11 可知二次

流项和二次流附加项的断面分布符合线性分布规

律，由此可知线性假设在本试验中也是符合的。由

此可知，对二次流项和二次流附加项沿横断面的线

性分布假设在弯道沿程多个断面均适用，并在本文

连续弯道中也是符合的，表明本文采取的线性假设

在本文的研究问题中是合理的。 

 

图 8 二次流项  d
H UV  29°横断面分布（数据来源于 van 

Balen et al. [29]） 

Fig. 8 The lateral distribution of secondary flow term,  d
H UV  

at cross-section of 29° (data from van Balen et al. [29]) 



 

 

图 9 二次流附加项

' '

0
2

H u v UV
dz

r r


 
  

 
  29°横断分布（数

据来源于 van Balen et al. [29]） 

Fig. 9 The lateral distribution of additional secondary flow term, 

' '

0
2

H u v UV
dz

r r


 
  

 
  at cross-section of 29° (data from van 

Balen et al. [29]) 

 

图 10 二次流项  d
H UV 横断面分布（csC） 

Fig. 10 The lateral distribution of secondary flow term, 

 d
H UV  (csC) 

 

图 11 二次流附加项

' '

0
2

H u v UV
dz

r r


 
  

 
 横断分布（csC） 

Fig. 11 The lateral distribution of additional secondary flow term, 

' '

0
2

H u v UV
dz

r r


 
  

 
  (csC) 

本文推导出弯道中的 Ud 沿横断面解析解表达

式，与带滩槽地形的反向连续弯道实测数据符合良

好，根据实测数据率定的参数 m 和 k 的取值与 Tang 

and Knight [26]的取值是相近的，表明参数的取值对

与不同的弯道存在相近的范围，并分析了参数取值

随水位变化的规律，但具体的参数取值与水流条件

和弯道形态之间的关系仍需更加深入的研究，以更

好的推广应用解析解公式。 

5  结  论 

本文基于 SKM 方法，对动量方程进行垂线积

分，推导出了弯道中 Ud 的横向分布解析解公式，将

其应用于带滩槽地形的反向连续弯道中。 

1）将解析解公式应用于有滩槽的反向连续弯

道，调整线性假设中参数的值，可以使计算值与实

测值在不同的出口水流条件下，对沿程各断面流速

值横向分布规律都能吻合良好，表明本文的线性假

设具有一定的合理性。 

2）参数取值，一次项系数 k 的大小对流速横向

分布趋势有较大影响，k 的分区对主流有较大的影

响，调整分区可使计算值更好拟合滩地区流速的峰

值大小和位置。常数项 m 整体上随水深的减小而减

小，可对 m 按照斜率变化分区对局部流速计算值进

行调整，河槽区 m 的取值小于河滩区，流速计算值

对 m 在河槽区与河滩区间分界线的变化较为敏感，

河滩区内 m 的分区则对流速计算值影响较小。 

3）本文推导的解析解公式应用范围较广，可用

于地形变化的反向连续弯道中，但对于该模式的应

用需要进行更加详细的研究：1.增加试验工况，进

一步分析参数 m 和 k 取值与进出口水流条件（流量、

水位和断面平均流速等）和弯道形态（曲率、比降

和过渡段长度等）之间的规律，总结参数分区依据

和合理的取值范围；2.分析 m 和 k 的物理意义，利

用更加详细精确的数据计算其表示的各项具体分布

规律，以更深入理解 m 和 k 取值变化规律的具体原

因。 

 

符号表 

A1~A4  系数 

下标 d  垂线平均值 

g   重力加速度 (m/s2) 



 

f   阻力系数 

fs   切向的单位体积力 (m/s2) 

H   水深 (m) 

k   线 性 假 设 一 次 项 系 数 

(kg/(m2·s2)) 

m   线性假设常数项 (kg/(m·s2)) 

p   压强 (Pa) 

{s、r、z} 水流的切向、径向和垂向三个方

向 

S0   床面纵比降 

Se   总水头能量比降 

1/Sr   床面横比降 

{U、V、W} 切向、径向和垂向的时间平均流

速分量 (m/s) 

Ua   断面平均流速 (m/s) 

{u’、v’、w’} 切向、径向和垂向的脉动流速分

量 (m/s) 

zb   床面高程 (m) 

τb   床面切应力 (Pa) 

{τrs、τzs}  垂直于径向和垂向平面上的切向

雷诺应力 (Pa) 

ρ   水流密度 (kg/m3) 

λ   无量纲涡粘性系数 

ξ   床面上的水深 (m) 
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