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自抗扰控制框架下的摩擦力振动分析
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摘要 自抗扰控制(Active Disturbance Rejection Control, ADRC)是一种具有两自由度控制结构的工程化方法,由

于其能够直观有效地处理多种扰动,近些年来在许多机电系统上得到了成功应用. 当采用ADRC对带有摩擦力

的机电系统进行调节时,可能会产生极限环振动.目前,还没有ADRC框架下摩擦力振动精确分析的相关工作.因

此,本文采用非线性动力学系统的分析工具对这一问题进行研究.首先,考虑两种典型摩擦力模型,静态切换模型

和动态LuGre模型,对一类二阶运动系统设计不同阶次的ADRC,得到控制器的等效形式,并揭示出与比例积分

微分(Proportional-Integral-Derivative, PID)控制之间的联系.然后,采用打靶法结合拟弧长延拓方法求解系统中的

极限环,并根据Floquet理论判断极限环的稳定性、可能出现的分岔以及分岔类型. 此外,通过雅克比矩阵和近似

数值方法对系统平衡点集的局部稳定性进行了分析.最后,通过数值计算研究了摩擦力模型和参数、ADRC阶次

和参数对极限环和平衡点集的影响.计算结果表明,决定摩擦力Stribeck效应负斜率的参数β作用较大.当β > 1时,

两种摩擦力模型下的闭环系统呈现出相同的特性,极限环会出现环面折叠分岔(Cyclic Fold Bifurcation, CFB)且

平衡点集是局部稳定的. 然而当β < 1时,两种闭环系统呈现出完全不同的特性. 此外,不同阶次的ADRC在极限

环的存在性和稳定性、平衡点集的稳定性上面的结论是相同的,而低阶次的ADRC能够更好地解决摩擦力补偿

和稳定鲁棒性之间的矛盾问题.这些结论对实际现象的理解、ADRC阶次的选择以及参数整定提供了一定指导.
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ANALYSIS OF FRICTION INDUCED VIBRATION UNDER THE ACTIVE
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Abstract Active disturbance rejection control(ADRC) is a practical control method with a two-degree-of-freedom struc-

ture. Due to its capability of handling multifarious disturbances in a straightforward and effective manner, ADRC has been

successfully applied to many mechanical systems. However, the limit cycle vibration may be induced when employing the
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ADRC for mechanical systems with friction. At present, there is no precise analysis work about the friction induced vibra-

tion under the ADRC framework. Therefore, this paper investigates this problem by using the analysis tools of nonlinear

dynamic systems. First, two representative friction models, static switch model and dynamic LuGre model, respectively,

are considered, and active disturbance rejection controllers of different orders are designed for a class of second-order

motion systems. Equivalent forms of the controllers are obtained and their relationships with the proportional-integral-

derivative(PID) controller are revealed. Then, the limit cycle is calculated by using the shooting method combined with

the pseudo arc-length continuation approach. Based on the Floquet theory, the stability, occurrence and type of bifurcation

of the limit cycle can be determined. In addition, the local stability of the equilibrium points is analyzed based on the

Jacobian matrix and approximate numerical method. Finally, the effects of the model and parameter of friction, the order

and parameters of the ADRC on the limit cycle are investigated by numerical calculations. As shown by the calculation

results, the parameter β, which determines the negative slope of the Stribeck effect, has a significant effect. When β > 1,

closed-loop systems with these two friction models have the same characteristics. Cyclic fold bifurcation(CFB) of the

limit cycle occurs and the set of equilibrium points is locally stable. However, characteristics of these two closed-loop

systems are totally different when β < 1. As for the ADRC order, it is found that the order does not affect the conclusions

in terms of the existence and stability of the limit cycle, and the stability of the set of equilibrium points. Moreover,

low-order ADRC has a superior performance in tackling the conflict between the friction compensation and stability ro-

bustness. These results can provide some guidelines on the understanding of practical phenomena, selection of the ADRC

order, and parameter tuning.

Key words static switch model, LuGre model, ADRC, friction induced vibration, pseudo arc-length continuation,

dynamic bifurcation

引 言

摩擦力广泛存在于各种机电系统, 是影响控制

性能的关键因素[1–3]. 在低速运动时, 摩擦力会诱发

极限环振动.对于给定的控制器,准确地分析极限环

振动对控制参数选取以及决定是否更改控制策略有

重要的指导意义.

尽管PID控制及其各种改进形式是运动控制中

最常用的算法, 其单自由度控制结构下固有的抗扰

和跟踪性能矛盾问题一直是寻求性能更佳控制器的

动力. 为改进传统PID 控制, 中科院系统科学研究

所韩京清研究员提出了一种新的工程化控制方法―

―ADRC[4]. 该方法将串联积分器视为系统标准型

并采用扩张状态观测器(Extended State Observer, E-

SO)对总扰动进行实时估计. 具有两自由度控制结

构的ADRC通过ESO和误差反馈控制律可以实现抗

扰和跟踪性能的分开设计. 近些年来, ADRC 在运

动控制平台上得到了越来越多的成功应用[4–10]. 由

于ADRC的等效控制律中存在积分作用,在低速运动

时容易产生极限环或者粘滑振动. 目前, ADRC框架

下的摩擦力振动研究甚少, 仅有的工作也是基于描

述函数法[8, 9],得出的分析结果在只有库伦摩擦力时

精度尚可, 但是当考虑静摩擦力时却存在较大的误

差[11].

在已有文献中, 摩擦力振动分析基本都是针

对PID控制或者PD控制,主要采用描述函数法、代数

方法、相平面法和非线性动力学系统分析方法[11–20].

描述函数法是一种近似方法, 仅适用于分析在有限

时刻速度为零的极限环,因此具有一定的局限性. 针

对一类仅包括静摩擦力和库仑摩擦力的单自由度运

动系统,文献[14]采用精确的代数方法证明了任何可

以使系统稳定的PID控制参数组合都会产生极限环.

代数方法虽然能够提供准确的分析结果, 但是由于

需要计算解析解, 其仅适用于低阶控制系统(三阶及

以下)和特定的静态摩擦力模型. 针对静态摩擦力

模型, 文献[15–17]采用相平面法将三维控制系统降

为一维, 并通过事件对映(Event Map) 分析了不同摩

擦力模型以及参数对平衡点集和极限环的影响. 对

于带有Stribeck效应(零速度附近的摩擦力骤降)的指

数摩擦力模型, 文献[17]中结果表明Stribeck 负斜率

参数会直接影响极限环解的个数、稳定性以及能否

通过参数整定消除极限环.该结论可视为文献[14]中



第 1 期 朴敏楠等: 自抗扰控制框架下的摩擦力振动分析 3

结论的拓展, 对现实中能够通过PID 参数调节消除

极限环的一些情形进行解释. 尽管事件对映是一种

直观有效的分析方法, 但是由于需要将系统用一维

对映来表示, 其仅适用于静态摩擦力模型, 无法对

包括更为复杂的动态摩擦力模型的运动控制系统进

行分析.随着计算能力的增强,针对一般非线性动力

学系统的分析工具如打靶法、轨迹跟踪(Path Follow-

ing)、分岔图、Floquet理论等被引入到闭环的摩擦力

振动分析中[18–27]. 该方法能够对包含一般摩擦力模

型的系统进行分析.针对静态切换摩擦力模型[21] 和

动态LuGre模型[28],文献[18]采用简单打靶法结合轨

迹跟踪得到关于控制增益的极限环解枝轨迹. 结果

表明包含这两种摩擦力模型的系统呈现出非常相似

的特性,当控制增益大于某一临界值时,极限环会消

失.文献[19, 20]联合解析方法和数值方法,针对三阶

控制系统采用打靶法结合二分法在理论参数范围内

计算令极限环消失的最小积分泄漏值.文献[22]采用

分岔图对设计状态观测器和摩擦力前馈补偿策略的

闭环系统进行极限环分析.

基于上述分析,本文研究ADRC下的极限环振动.

首先,考虑两种典型的静态和动态摩擦力模型,设计

不同阶次的ADRC, 并得到其等效形式以沿用PID控

制下的结论以及与PID控制进行比较. 为了准确计

算高阶控制系统的极限环, 采用非线性动力学系统

的分析工具[29–32], 使用打靶法结合拟弧长延拓跟

踪关于ESO带宽的极限环解枝. 通过计算Floquet乘

子(Floquet Multiplier, FM)判断极限环的稳定性、分

岔点的出现以及类型. 拟弧长延拓方法能够克服传

统局部延拓方法不能顺利通过折叠点的缺点. 此外,

通过雅克比矩阵和近似数值方法对两种系统平衡点

集的局部稳定性进行了分析. 最后, 通过仿真研究

了Stribeck负斜率参数、控制器阶次、误差反馈调节

带宽以及观测器带宽对极限环以及平衡点集的影响,

并对比两种摩擦力模型下的结果. 所得结论可以解

释一些现实情形并对参数整定提供一定指导.

1 模型介绍与控制器设计

考虑一类二阶运动系统

Jθ̈ = cmu − F f (1)

其中, J是转动惯量, θ是转动角度, u是控制电压, cm是

输入增益, F f 是摩擦力.现实中的摩擦力特性多种多

样,为了描述这些特性,不同复杂程度的摩擦力模型

相继被提出, 主要分为静态摩擦力模型和动态摩擦

力模型.文中选用两种经典模型,静态切换模型[21]和

动态LuGre模型[28].切换模型可表示为

F f =


g
(
θ̇
)

sgn
(
θ̇
)
+ σ2θ̇,

∣∣∣θ̇∣∣∣ > η
Fssgn (cmu) + σ2θ̇,

∣∣∣θ̇∣∣∣ ≤ η and |cmu| > Fs

cmu + αJθ̇,
∣∣∣θ̇∣∣∣ ≤ η and |cmu| ≤ Fs

(2)

其中, η是角速度阈值, σ2是滑动摩擦力系数, Fs是最

大静摩擦力, α是自定义的停滞阶段的加速度, g
(
θ̇
)
的

形式为

g
(
θ̇
)
= Fc + (Fs − Fc) e−

(
θ̇
ωs

)β
(3)

其中, Fc是库伦摩擦力, ωs是Stribeck角速度. 该模型

包括三部分,即滑动阶段、由停滞切换到滑动的过渡

阶段以及停滞阶段.通过引入α定义停滞状态可以避

免传统Karnopp模型[33]的数值不稳定问题,并且使得

控制系统微分方程组变为非刚性, 提高数值积分效

率. Stribeck效应指的是克服最大静摩擦力之后摩擦

力绝对值的迅速减小, 是产生极限环振动的主要原

因[34]. β决定了Stribeck效应的负斜率,即摩擦力在低

速时的变化速度,是影响极限环振动的关键参数. 为

了描述预滑动、滞后回线、可变最大摩擦力等现象,

文献[28]提出了LuGre模型. 该模型假设接触面在微

观上是不规则且粗糙的, 两个刚体通过一些弹性鬃

毛接触.鬃毛的平均变形用z表示,其动态为

ż = θ̇ − σ0

∣∣∣θ̇∣∣∣
g
(
θ̇
) z (4)

摩擦力可由鬃毛的挠曲产生,可表示为

F f = σ0z + σ1ż + σ2θ̇ (5)

其中, σ0是鬃毛刚度, σ1是微观阻尼系数.

现基于式(1)设计角度控制器.首先将(1)改写为

θ̈ = b0u + d (6)

其中, b0 = cm/J, d = −F f /J. 下面设计降阶扩

张状态观测器(Reduced-order Extended State Observer,

RESO)[36] 对摩擦力进行估计. 假设角度和角速度信

号同时可测,则分别可以设计一阶或者二阶RESO.当

采用角速度作为输入时,可设计一阶RESO ẇ = −ωob0u − ωow − ωo
2θ̇

d̂ = w + ωoθ̇
(7)
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其中, w为中间状态, ωo为观测器带宽, d̂为摩擦力估

计.得到摩擦力估计后,控制律可设计为

u =
kp (θd − θ) + kd

(
θ̇d − θ̇

)
− d̂

b0
(8)

其中, θd为参考指令, kp和kd分别为比例和微分增益,

为了便于分析,这里根据参数化带宽ωc将其设计为

kp = ωc
2, kd = 2ωc (9)

由文献[35, 36]可知, 式(7)-(8)下的等效控制律就

是PID 控制, 因此已有文献中关于PID控制在极限

环振动上的结论同样适用于针对二阶对象设计一

阶RESO的情形. 基于文献[14, 17, 18] 中PID控制下

的结果,我们可以得到ADRC下的几个关键结论:

(1) 针对只包含静摩擦力和库伦摩擦力的静态模型,

任何可以使系统稳定的ADRC参数组合都会产生极

限环[14].

(2)针对切换模型(2), 当β < 1时, 平衡点集是不稳定

的,稳定极限环一直存在且不能通过调节ADRC参数

消除(与结论(1)吻合);当β > 1时,平衡点集是局部稳

定的, 在一定ADRC参数范围内, 稳定和不稳定极限

环同时存在且能够通过调节ADRC参数消除[17].

(3)针对LuGre模型(5),当β = 2时,极限环振动特性和

切换模型下β = 2时基本一致[18].

当采用角度作为输入时,可设计二阶RESO
ẇ1 = −l1w1 + w2 +

(
l2 − l12

)
θ + b0u

ẇ2 = −l2w1 − l1l2θ

d̂ = w2 + l2θ

(10)

其中, w1和w2为中间状态, l1和l2为观测器增益,为了

便于分析,这里根据参数化带宽ωo将其设计为

l1 = 2ωo, l2 = ωo
2 (11)

基于式(10)可以得到RESO对扰动估计的传递函数为

L
(
d̂
)
=

ωo
2

(s + ωo)2L (d) (12)

其中, L表示拉氏变换运算符号. 可以看出扰动估计
的本质为扰动的低通滤波输出. 显然, ωo越高, 越能
够快速地跟踪和补偿摩擦力. 因此, ωo是影响极限环

振动的关键参数. 此外, ωo的取值会受到测量噪声、

未建模高阶动态等因素的限制.结合式(6)、(8)和(12)
可以得到控制量在零初始条件时的拉氏变换为

L (u) =

[
L (e)

(
kp + kd s + kpωo

2

s+2ωo

1
s +

kdωo
2

s+2ωo

)
− L (θ) ωo

2

s+2ωo
s
]

b0
(13)

其中, e = θd − θ. 可以看出ADRC的等效控制律包

括PD控制、误差积分滤波输出、误差滤波输出和角

速度滤波输出.基于式(13),定义新的闭环系统状态
x1 = θ − θd
x2 = θ̇ − θ̇d
x3 =

∫ t
0 (θ (τ) − θd) dτ

x4 =
−ẋ4
2ωo
+ θ − θd

(14)

其中, x1、x2、x3分别是误差、误差导数和误差积分, x4

是误差的低通滤波输出.相比于PID控制,闭环系统增

加了误差滤波状态x4,上述结论(1)-(3)可能不再适用,

因此是本文的研究重点.将系统状态重构为式(14)是

为了揭示出控制器的本质以及便于将后面得到的结

果与PID控制的结果进行比较.在研究极限环振动时,

不失一般性,令θd = θ̇d = θ̈d = 0. 对于切换模型,闭环

系统可表示为 
ẋ1 = x2

ẋ2 = fs
ẋ3 = x1

ẋ4 = a41x1 − a41x4

(15)

其中,切换函数 fs为

fs =


a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 − g(x2)sgn(x2)

J , |x2| > η
a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4

− Fssgn(cmu)
J , |x2| ≤ η and |cmu| > Fs

−αx2, |x2| ≤ η and |cmu| ≤ Fs

(16)

其中,
a21 = −

(
kp + ωo

2
)

a22 = −
(
kd +

σ2
J

)
a23 = − kpωo

2 , a24 = ωo
2 +

kp

4 −
kdωo

2 , a41 = 2ωo

(17)

cmu = J (a21x1 − kd x2 + a23x3 + a24x4) (18)

对于LuGre模型,闭环系统可表示为

ẋ1 = x2

ẋ2 = a21x1 + ā22x2 + a23x3 + a24x4 + a25x5

ẋ3 = x1

ẋ4 = a41x1 − a41x4

ẋ5 = x2 − a55x5

(19)

其中, x5 = z, 
ā22 = −

(
kd +

σ1+σ2
J

)
a25 = − 1

J

(
σ0 − σ0σ1 |x2 |

g(x2)

)
a55 = −σ0 |x2 |

g(x2)

(20)
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针对系统(15)和(19), 本文研究控制参数ωc、ωo 以及

摩擦力参数β对极限环存在性以及稳定性的影响.对

于给定的控制和摩擦力参数, 问题的关键即为准确

地求解出自治系统(15)和(19)的全部周期解.

2 系统周期解计算与分析

对于系统(15)和(19), 极限环的计算和分析方法

相同, 该部分仅针对系统(15)进行介绍. 系统(15) 是

自治系统,即等式右端的向量场不与时间t显式有关,

不失一般性, 起始时间可设为0. 假设ϕt (x0, λ)为系

统(15)在初始条件x0 = [x1 (0) x2 (0) x3 (0) x4 (0)]T 下

的解,其中, λ为某个参数变量. 求解极限环即为求解

一个两点边值问题

H (x0,T, λ) = ϕT (x0, λ) − x0 = 0 (21)

其中, T为极限环周期. 打靶法结合拟弧长延拓是

计算随参数λ变化系统周期解的有效方法. 令y =

[xT
0 T ]T表示待求解向量. 引入弧长参数χ, 假

设(yi, λi)(i = 1, 2, ...)是解枝Γ (χ)上的第i个点, 并

将yi和λi视为χ的函数.定义如下平面

Ni (y, λ,∆χ) = (y − yi)T ẏi

+ (λ − λi) λ̇i − ∆χ = 0
(22)

其中,

ẏi =
dy
dχ

∣∣∣∣∣
y=yi,λ=λi

, λ̇i =
dλ
dχ

∣∣∣∣∣
y=yi,λ=λi

(23)

∆χ表示沿单位切向量
(
ẏi, λ̇i

)
与(yi, λi)之间的距离.定

义

(yi+1
p, λi+1

p) = (yi, λi) + ∆χ
(
ẏi, λ̇i

)
(24)

则 可 知 平 面Ni经 过 点(yi+1
p, λi+1

p)且 垂 直 于 切

线
(
ẏi, λ̇i

)
. Ni与解枝Γ (χ)的交点即为下一个待求

点(yi+1, λi+1). 因此, 求解解枝上下一个轨迹点即为

求解方程组 H (y, λ) = 0

Ni (y, λ,∆χ) = 0
(25)

式(25)中有5个方程、6个待求解变量,因此需要增加

额外的约束条件. 对于增加约束条件, 文献中有很

多种方法, 例如正交条件法、固定初值状态法等[37].

本文根据角速度为零的点一定在极限环轨迹上的特

性,将初始状态中的角速度固定为零,从而减少一个

待求解变量. 此时, x0 = [x1(0) 0 x3(0) x4(0)]T,

xr
0 = [x1(0) x3(0) x4(0)]T, y = [xrT

0 T ]T.为计算式(25),

首先需要计算ci =
[
ẏT

i λ̇i

]T
.定义Hyi =

∂H(y,λ)
∂y

∣∣∣∣
y=yi,λ=λi

Hλi =
∂H(y,λ)
∂λ

∣∣∣∣
y=yi,λ=λi

(26)

则ci可由下式解出
[
Hyi ,Hλi

]
ci = 0

∥ci∥ = 1
(27)

基于式(21)可得

Hyi =

[
∂ϕT (x0i,λi)
∂xr

0i
−C fT (ϕt (x0i, λi))

]
(28)

其中,带下标i的变量表示解枝上第i个点对应的值,

C =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


T

(29)

fT (ϕt (x0i, λi)) 为闭环系统(15)的向量场在T时刻的

值. 为计算∂ϕT (x0i, λi)/∂xr
0i 以及FM, 定义基解矩

阵Φt (x0) = ∂ϕt (x0, λ)/∂x0, 则单值矩阵(Monodromy

Matrix)为ΦT (x0).对于光滑系统, ΦT (x0)可通过对Φ̇t (x0) = ∂f (ϕt(x0,λ))
∂x Φt (x0)

Φ0 (x0) = I4×4
(30)

进行积分得到, 其中I4×4为四阶单位矩阵. 因为

切换模型是不连续的, LuGre模型是非光滑的, 所

以∂f (ϕt (x0, λ))/∂x在x2 = 0处不存在且发生跳跃,不

能通过式(30)求解.本文采用灵敏度分析方法计算单

值矩阵[21]. 令x0的第 j( j = 1, 2, 3, 4)个状态摄动ξ其他

状态保持不变得到新的初始状态x j
0, 并以x j

0为初值

计算ϕT

(
x j

0, λ
)
. 则可得到ΦT (x0)的第 j列元素ΦT j (x0)

为

ΦT j (x0) =
(
ϕT

(
x j

0, λ
)
− ϕT (x0, λ)

)
/ξ (31)

Hλi同样采用灵敏度分析计算求得. 令Hk(k =

1, 2, ..., 5)表示
[
Hyi Hλi

]
的第k列,定义

Jk = (−1)k+1det[H1 ... Ĥk ...H5] (32)

其中, Ĥk表示从矩阵中去掉第k列.则可以得到

ci =
[J1 J2 J3 J4 J5]T

∥[J1 J2 J3 J4 J5]∥ (33)
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现采用牛顿迭代法对式(25)进行求解

 Hyik Hλik

ẏT
i−1 λ̇i−1


 ∆yik

∆λik

 = −
 Hik

Nik

 (34)

其中,下标k(k = 1, 2, ...)表示迭代次数,

Hik = H (y, λ)|
y=yik ,λ=λik

Nik = Ni (y, λ,∆χ)|
y=yik ,λ=λik

(35)

则待求解变量的迭代公式为


yi(k+1) = yik + ∆yik

λi(k+1) = λik + ∆λik

yi1 = yi−1, λi1 = λi−1

(36)

在每次迭代中, 都需要多次在不同初始状态和控制

参数下进行仿真, 即将一个两点边值问题转化为多

次的初值问题求解,这就是打靶法的思想.重复上述

迭代过程直至满足终止条件:


∥∥∥HT

ik,Nik

∥∥∥ ≤ ε1∣∣∣∣∆Tik
Tik

∣∣∣∣ ≤ ε2
(37)

其中, ε1 > 0和ε2 > 0为充分小的值以保证求解精度.

传统局部延拓法在折叠点处存在奇异问题, 无法通

过折叠点继续跟踪解枝. 拟弧长延拓法通过引入拟

弧长变量, 可以避免奇异问题从而顺利通过折叠点.

当y为一维时,该方法的简化原理图如图1所示.

极限环的稳定性以及解枝可能出现的分岔由单

值矩阵的特征值FM判断. 当所有FM 位于单位圆内

时, 极限环是稳定的. 随着控制参数连续变化, 当某

个FM的模变为大于1时,系统将出现动态分岔,稳定

周期解被破坏[38–40]. 根据FM 变化情况的不同, 可

能出现三种分岔: 环面折叠分岔(Cyclic Fold Bifur-

cation, CFB)、倍周期分岔(Period Doubling Bifurca-

tion, PDB)和环面分岔(Torus Bifurcation, TB). 具体来

说,当有一个FM沿着实轴从(1, 0)穿出单位圆时,将出

现CFB; 当有一个FM沿着实轴从(−1, 0) 穿出单位圆

时, 将出现PDB; 当有一对共轭的FM穿出单位圆时,

将出现TB.

l

y

O

cD( )0 0,ly

( )1 1,ly

( )2 2,ly

( )3 3,ly

( )1 1,
p ply

( )2 2,
p ply

( )3 3,
p ply( )cG

( )0 0,l
)
0 00 00 0l0 00 00 0l0 00 0y

( )1 1,l1 11 11 1l1 11 11 1l1 11 1y

( )2 2,l2 22 22 2l2 22 22 2l2 22 2y

Fold point

cD

cD

图 1 拟弧长延拓方法原理

Fig. 1 Principle of pseudo arc-length continuation method

3 平衡点集与局部稳定性

该部分首先介绍LuGre模型下的平衡点集以及

稳定性判定.由LuGre模型性质可知[28], |z(t)| ≤ Fs/σ0.

因此,系统(19)的平衡点集为

x∗LuGre = γL[0 0 − 2σ0

kpωoJ
0 1]T (38)

其中, |γL| ≤ Fs/σ0. 误差、误差导数以及误差滤波输

出在平衡点处都为零,鬃毛变形产生的摩擦力由积分

作用产生的控制力完全补偿.平衡点集的局部稳定性

可通过计算雅克比矩阵的特征值确定. 由于LuGre模

型是非光滑的,在求解雅克比矩阵时需要使用广义微

分[41].向量场f (x)在点x处的广义微分定义为包含左

导数f ′−和右导数f ′+的最小闭凸包

∂f = co
{
f ′−, f

′
+

}
= (1 − q)f ′− + qf ′+,

∀ 0 ≤ q ≤ 1
(39)

根据式(39)可以得到系统(19)在x∗LuGre 处的雅克比矩

阵为

J
(
x∗LuGre

)
=



0 1 0 0 0

a21 a∗22 a23 a24 a∗25

1 0 0 0 0

a41 0 0 −a41 0

0 a∗52 0 0 0


(40)

其中, a∗22 = ā22 +
σ0σ1γL(2q−1)

Fs J ,

a∗25 = −
σ0
J , a∗52 = 1 − σ0γL(2q−1)

Fs

(41)

显然, J
(
x∗LuGre

)
有一个特征值为零, 对应的特

征向量为x∗LuGre. 如果平衡点集是局部稳定的,
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则J
(
x∗LuGre

)
的余下四个特征值对于任意的|γL| ≤

Fs/σ0 和0 ≤ q ≤ 1都应在开左半平面. 令ρ =

σ0γL(2q − 1)/Fs(|ρ| ≤ 1),则可得特征方程为

det
∣∣∣∣J (x∗LuGre

)
− sI5×5

∣∣∣∣ =
s
(
s4 + p3s3 + p2s2 + p1s + p0

)
= 0

(42)

其中, I5×5为五阶单位矩阵,各系数为
p3 = −ā22 + a41 − σ1

J ρ

p2 = −
(
a21 + ā22a41 + a∗25

)
+
(
a∗25 −

σ1a41
J

)
ρ

p1 = −
(
a23 + a41

(
a21 + a24 + a∗25

))
+ a41a∗25ρ

p0 = −a23a41

(43)

当ωc > 0且ωo > 0时, 可以得到全部系数为正. 根

据Hurwitz判据,平衡点集稳定的充要条件为

P(ρ) = p1 (p2 p3 − p1) − p0 p3
2 > 0,

∀ − 1 ≤ ρ ≤ 1
(44)

其中, P(ρ)是关于ρ的三次多项式, 因此, 只需要计

算P(ρ = −1)、P(ρ = 1)和极小值就可以判断式(44)

是否成立.

按照切换模型的定义,系统(15)的平衡点集为

x∗Switch = γS [0 0 − 2
kpωoJ

0 ]T (45)

其中, |γS | ≤ Fs. 由于系统(15)是Filippov型不连续的,

无法采用雅克比矩阵判断平衡点集的稳定性. 和连

续微分方程组相比, 判断不连续微分方程组平衡点

集稳定性的理论和方法尚不完善, 已有方法大多是

通过构建非常复杂的非光滑Lyapunov函数[42, 43]. 考

虑到不是本文的研究重点,这里采用一种近似的数值

方法.通过大量仿真,发现x1对解轨迹影响最为显著.

因此, 对某个平衡点进行x1 方向的摄动, 在(0, xs)(xs

为相应参数下稳定极限环的幅值)区间内选择n个值

作为摄动值, 在每个摄动值下进行仿真并观察状态

能否最终收敛到平衡点集. 对于存在摄动值使得仿

真结果收敛到平衡点集的情况, 即可判断此时平衡

点集是局部稳定的,而且这个分析结果是准确的. 对

于所有摄动值下仿真结果都不会收敛到平衡点集的

情况,即可判断此时平衡点集是不稳定的,但是这个

分析结果是近似的, 因为初始条件没有遍历整个状

态空间.

4 计算结果

仿真模型参数为[18]

J = 0.026 kg ·m2, cm = 16 N ·m/V,
Fs = 0.53 N ·m, Fc = 0.44 N ·m,
vs = 0.02 rad/s, σ2 = 0.1 N ·m · s/rad,

η = 10−6 rad/s, α = 10 1/s,

σ0 = 2.2 × 104 N ·m/rad, σ1 = 7.58 N ·m · s/rad

(46)

求解器选用ode45算法, 相对和绝对容许误差限设置

为10−10(需小于切换模型的角速度阈值η). 参数摄动

量ξ 取为初始状态或控制参数的1%, 且绝对值不小

于10−8以避免数值敏感问题. ∆χ分段进行取值,当跟

踪稳定解枝时, 取为2, 当某个FM的模接近1时, 减

小∆χ至0.01 以顺利经过比较尖锐的折叠点. 迭代精

度参数设计为ε1 = 10−6, ε2 = 10−4.

4.1 基于二阶ESO和切换模型的计算结果

首先令β = 2. ωc = 10 rad/s和ωc = 20 rad/s时

的分岔图、FMs、极限环周期如图2-图4所示. 在以

下分岔图中,同时描述了周期解和平衡点集(x1 = 0),

实线表示周期解或者平衡点集是局部稳定的, 而虚

线则表示周期解或者平衡点集是不稳定的. 由于极

限环可能是非对称的,在图2中, max(x1)表示一个极

限环周期内角度的最大值(以下简称为极限环幅值).

在解枝起始点, ωo = 10 rad/s, 相应的极限环是稳定

的. 随着ωo的增大, 极限环幅值不断减小. 当ωo增

大到某个临界值时, 有FM沿实轴从(1, 0) 穿出单位

圆,出现CFB,并通过CFB产生不稳定解枝,此时对应

的ωo称为ωCFB
o . 需要说明的是,任意微小的扰动都会

使得不稳定极限环的轨迹不能够保持,不稳定极限环

在现实情形中几乎不可能出现. 因此,其求解只具有

理论意义,不具有实际意义.由于不稳定极限环求解

计算量很大, 这里只计算出了不稳定解枝的一部分,

但不影响结论. 当ωo < ω
CFB
o 时, 系统中存在两个相

近的稳定和不稳定周期解;当ωo = ω
CFB
o 时,两个周期

解汇聚一起; 当ωo > ω
CFB
o 时, 系统中极限环消失.对

平衡点进行x1方向上的摄动, 摄动值为(0, xs)区间内

均匀选取的1000个点.通过大量仿真发现,当|x1(0)| <
|xu|(xu为相应参数下不稳定极限环的幅值)时,轨迹会

趋于系统平衡点集; 当|xu| < |x1(0)| < |xs|时, 轨迹会

趋于稳定极限环. 所以平衡点集在所选参数范围内

是局部稳定的,且在x1方向的吸引域近似为|x1| < |xu|.
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此外, 从图2 可以看出, ωc越大, 相同ωo 下的极限环

幅值越小, 对应的ωCFB
o 也越小. FMs如图3 所示, 其

中FM1随ωo变化明显, FM2始终接近于1, FM3和FM4

一直接近于0. FM1在CFB附近先是骤减然后突然穿

越1. FM2在1附近的波动可认为是由数值计算误差造

成的,不能够用于判断是否出现分岔,因为其变化范

围很小且趋势性不明显. 上述结果和文献[18]中PID

控制器下的结果很相似,只是多了一个始终接近于0

的FM.稳定极限环的周期如图4所示, 可见周期变化

非单调,呈现先减后增的趋势,且ωc越大,周期越小.

为研究摩擦力参数对极限环的影响, 令β = 0.9.

对于切换模型, β越小, 由停滞切换到滑动状态时,

在|x2| < ωs速度范围内获得的角加速度就越大, 越

容易产生超调,从而越容易诱发极限环. β = 0.9时的

分岔图和周期图如图5-图6所示. 当极限环幅值接近

于零时, 由于计算量过大终止计算.同样, 从ωo = 10

rad/s开始跟踪稳定的极限环解枝. 随着ωo增大,极限

环幅值不断减小,周期呈现先减后增趋势. 在计算的

参数范围内没有出现动态分岔. 相比于β = 2时结果,

β = 0.9时的极限环幅值更大且更加难以消除,即使观

测器带宽很高时,仍不能够彻底消除极限环.需要说

明的是,当极限环幅值非常小且周期非常长时,极限

环解虽然存在但是在某些实际应用背景下不会影响

控制性能. 对平衡点进行x1 方向上的摄动, ωo = 10,

n = 1000时, ωc = 10和ωc = 20条件下能够仿真到的最

小初始角度xm分别是1.06 × 10−5(xm = xs/1000, xs =

1.06 × 10−2)和3.36 × 10−6 (xm = xs/1000, xs = 3.36 ×
10−3),此时仍有极限环产生,我们即近似地认为平衡

点集是不稳定的. 令n取为更小值也是可以的, 这样

能够使得初始角度进一步在小于1.06 × 10−5和3.36 ×
10−6范围内进行尝试, 但是会存在以下几个问题. 首

先,当初始角度非常小时,仿真时间会非常长,计算结

果也会受到数值计算精度的影响.其次,即使角度间

隔取得非常小, 稳定性分析结果仍然可能不是准确

的,因为初始状态摄动还是只考虑了第一个状态,没

有遍历整个状态空间. 所以, 文中令n = 1000即可满

足要求.在每个ωo下,最小初始角度摄动下的轨迹都

会趋于稳定极限环,所以可以近似判断平衡点集在所

选参数范围内是不稳定的.当ωc = 10 rad/s和ωo = 30

rad/s时, β = 2和β = 0.9下的时域仿真结果如图7所示.

可以看出, β = 2时的周期解满足x1(t) = −x1(t + T/2),

而当β = 0.9时,这种对称性被破坏.因此,可以推断随

着β的减小周期解会出现对称破缺性分岔(Symmetry

Breaking Bifurcation, SBB)[23].
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for full- and reduced-order ESOs

4.2 基于二阶ESO和LuGre模型的计算结果

为研究动态和静态摩擦力模型对极限环振动的

影响, 采用LuGre模型重复上述过程. 当β = 2时, 仿

真结果如图8-图10所示. 和切换模型在β = 2时的结

果相似,随着ωo的增大,有FM沿实轴从(1, 0)穿出单位

圆,出现CFB,并通过CFB产生不稳定解枝.极限环幅

值和周期与切换模型下的结果比较接近,ωCFB
o 稍小于

切换模型对应的ωCFB
o , 新增加的一个FM在0 附近波

动. β = 0.9时的分岔图如图11所示. 可见系统中依然

出现了CFB,且ωCFB
o 比β = 2时的ωCFB

o 更小,这一点和

切换模型正好是相反的. 对于切换模型, β的减小增

大了摩擦力的补偿难度, 即使ωo取值非常大也不能

够消除极限环.然而对于LuGre模型, β的减小反而降

低了摩擦力的补偿难度.可以看出β在静态和动态摩

擦力模型中有着不同的影响. 按照前述方法验证平

衡点集的稳定性, 可以得到所有考虑参数范围内的

平衡点集都是局部稳定的.

4.3 基于三阶ESO的计算结果

上述计算结果是针对二阶ESO的, 本文同样针

对全阶ESO(三阶ESO)重复进行了4.1和4.2小节中的

所有计算. 计算结果表明, 上述所得结论(摩擦力模

型、参数、ADRC参数对平衡点集以及周期解影响)对

于三阶ESO仍然是成立的. 由于闭环系统阶次升高

一阶, 切换模型系统和LuGre 模型系统分别多了乘

子FM5和FM6,这两个乘子对应的是新增系统状态位

置滤波的一阶导数,且都为接近于零的数. 由于篇幅

限制且所得结论是相同的, 该部分结果没有在文中

具体呈现.

4.4 二阶三阶ESO性能对比

对于给定的摩擦力模型,降阶和全阶ESO在极限

环的存在性和稳定性、平衡点集的稳定性上面的结

论是相同的. 但是, 二者在使用时效果还是存在一

些区别.例如,在相同的ωc和ωo下,全阶ESO相比于降

阶ESO的相位延迟更大, 摩擦力补偿效果更差, 极限

环的幅值更大. 为了取得和降阶ESO相似的性能, 全

阶ESO的ωo应该更大以补偿高阶次带来的延迟. 因

此, 在相同的ωc下, 全阶ESO对应的ωo
CFB更大. 为了

公平地对两者进行性能对比,我们考虑两种闭环系统

在其对应的ωo
CFB下的鲁棒性能,即令摩擦力补偿效

果相同,比较闭环鲁棒性能,研究哪一种阶次的观测

器能够更好地解决抗扰性能和鲁棒性能之间的矛盾

问题.我们将各种情形下的稳定裕度指标列在表1中.

其中, ESO2和ESO3分别表示降阶和全阶ESO, GM, P-

M, TM分别代表幅值裕度、相位裕度和时延裕度.由

于摩擦力模型是非线性的, 我们在计算稳定裕度时

仅考虑了滑动摩擦力, 没有考虑零速附近的摩擦力

非线性. 由表1可以看出, 两个闭环系统的鲁棒性能

比较相近, 但是ESO2下的稳定裕度尤其是相位裕度

指标更好一些. 因此,在设计ESO时可以优先选择降

阶ESO.

对于切换模型, 当β = 2 , ωc = 10时,

ESO2和ESO3的ωo
CFB分别为102.3 rad/s和158.0 rad/s,

此时两个ESO的估计误差传函(L
(
d − d̂

)
/L (d))的频
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表 1全降阶ESO下的计算结果对比

Table 1 Comparisons of calculation results for full- and reduced-order ESOs

Friction model Switch model LuGre model

β 2 0.9 2 0.9

ωc 10 20 10 20 10 20 10 20

ESO2

ωCFB
o (rad/s) 102.3 75.0 - - 95.6 64.9 88.2 45.4

GM (dB) -38.37 -37.71 - - -38.16 -37.68 -37.96 -38.81

PM (deg) 66.90 65.73 - - 66.61 65.31 66.30 64.83

TM (s) 0.093 0.116 - - 0.097 0.128 0.103 0.161

ESO3

ωCFB
o (rad/s) 158.0 122.5 - - 148.0 106.0 136.0 74.8

GM (dB) -37.94 -37.12 - - -37.69 -36.85 -37.41 -36.96

PM (deg) 61.84 60.78 - - 61.56 60.27 61.20 59.49

TM (s) 0.091 0.110 - - 0.095 0.122 0.102 0.154

ωνo (rad/s) 161.4 118.3 - - 150.8 102.4 139.1 71.6

率响应如图12所示. 可见,两个ESO的频率响应十分

接近,因此,其相应的极限环特性和稳定鲁棒性能也

都是相近的. 那么可以自然地引申出一个问题,即在

怎样的观测器参数化带宽关系下降阶和全阶ESO之

间的性能最为接近.首先考虑传统的-3dB定义的物理

带宽, 当两者的物理带宽相同时, 降阶和全阶ESO的

参数化带宽ωor和ωo f之间满足ωo f = 1.26ωor,显然此

时不满足性能相似要求(表1中的带宽关系). 这里我

们尝试用衡量线性系统相似性的ν-间隙度量[44]来计

算两个ESO参数化带宽之间的关系.两个线性系统P1

和P2之间的ν-间隙度量定义为

δν (P1, P2) = sup
ω∈R

|P1 ( jω) − P2 ( jω)|√
1 + |P1 ( jω)|2

√
1 + |P2 ( jω)|2

(47)

其中, 0 ≤ δν (P1, P2) ≤ 1. δν (P1, P2)越小, 相

同控制参数下的两个闭环系统性能越相似. 令P1

和P2分别表示降阶和全阶ESO扰动估计的传递函数,

当ESO2的参数化带宽为ωo
CFB时, ESO3在最小ν-间隙

度量下与之对应的参数化带宽如表1中的ωo
ν所示.可

见ωo
ν和ESO3的ωo

CFB非常相近,这说明了ν-间隙度量

在这个应用上是合理的且精度满足要求. 这也提供

了我们一种思路,即可以用已知的ESO2的ωo
CFB推测

出ESO3或者ESO1下的ωo
CFB.

5 结 论

本文得到以下四个主要结论.其中,结论(1)和结

论(2)总结了ADRC阶次的影响, 结论(3)和结论(4)总

结了摩擦力模型和参数以及控制参数的影响:

(1)当设计一阶RESO时, 由于等效控制律即为PID控

制,已有的PID控制下极限环振动结论直接适用. 当

设计二阶RESO时,等效闭环系统增加误差滤波状态.

当设计全阶ESO时,等效闭环系统增加误差滤波状态

及其导数. 在这两种情况下,虽然阶次分别升高一阶

和两阶,对于给定的摩擦力模型,闭环系统极限环的

存在性和稳定性、平衡点集的稳定性的结论和PID控

制下的结论仍然相同,反映了ADRC阶次对定性结论

没有影响.

(2)在相同的ωc和ωo下,全阶ESO相比于RESO的相位

延迟更大,摩擦力补偿效果更差,极限环的幅值更大.

因此, 在相同的ωc下, 全阶ESO对应的ωo
CFB更大. 对

比设计有全降ESO的闭环系统在其对应的ωo
CFB下的

鲁棒性能,结果显示RESO下的稳定裕度尤其是相位

裕度指标更好一些. 因此,在设计ESO时可以优先选

择RESO.

(3) 对于静态切换模型, β = 2时, ωo增大到某一临界

值ωCFB
o 时极限环出现CFB.即当ωo < ω

CFB
o 时,系统中

存在两个相近的稳定和不稳定周期解;当ωo = ω
CFB
o

时,两个周期解汇聚一起; 当ωo > ω
CFB
o 时,系统中极

限环消失. β = 0.9时,在可行的观测器带宽范围内系
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统没有出现动态分岔且极限环都不会消失, 摩擦力

补偿难度增加. 此外,当β由2减小到0.9时,周期解的

对称性被破坏,出现了SBB.

(4)对于连续的LuGre模型,当β = 2和β = 0.9时,系统

都会出现CFB,即极限环可以通过增大观测器带宽消

除.当β = 2时, 结果和切换模型β = 2时结果十分相

近.然而当β = 0.9时,结果和切换模型β = 0.9时结果

正好相反.

下一步将对低速斜坡指令跟踪任务下的粘

滑(Stick Slip)振动展开研究.跟踪低速斜坡指令时,系

统变为非自治系统,文中方法不再适用,其周期解求

解将会更加困难,这也是未来的研究重点.
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