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三维切口/裂纹结构的扩展边界元法分析1） 
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摘要：在线弹性理论中，三维 V 形切口/裂纹结构尖端区域存在多重应力奇异性，常规数值方法不易求解。本文

提出和建立了三维扩展边界元法(XBEM)，用于分析三维线弹性 V 形切口/裂纹结构完整的位移和应力场。先将

三维线弹性 V 形切口/裂纹结构分为尖端小扇形柱和挖去小扇形柱后的外围结构。尖端小扇形柱内的位移函数采

用自尖端径向距离 r 的渐近级数展开式表达，其中尖端区域的应力奇异指数、位移和应力特征角函数通过插值矩

阵法获得。而级数展开式各项的幅值系数作为基本未知量。挖去扇形域后的外围结构采用常规边界元法分析。两

者方程联立求解可获得三维 V 形切口/裂纹结构完整的位移和应力场，包括切口/裂纹尖端区域精细的应力场。扩

展边界元法具有半解析法特征，适用于一般三维 V 形切口/裂纹结构完整位移场和应力场的分析，其解可精细描

述从尖端区域到整体结构区域的完整应力场。作者研制了三维扩展边界元法程序，文中给出了两个算例，通过计

算结果分析，表明了扩展边界元法求解三维 V 形切口/裂纹结构完整应力场的准确性和有效性。 
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引  言 

在土木、机械和航空等工程结构中经常出现三

维 V 形切口/裂纹问题，如地下室方形洞室角区、

重力坝踵坝趾区等。由于几何形状或材料组成的突

变会造成三维 V 形切口/裂纹尖端的强应力集中，

严重时会导致受力构件甚至结构的整体破坏。因

而，准确计算三维 V 形切口/裂纹结构的应力场具

有重要的理论意义和工程实用意义。 
目前国内外学者对于三维 V 形切口/裂纹结构

的研究大多局限于裂尖场的奇异项、应力强度因

子、裂纹扩展路径等。Chue 和 Liu[1]给出了正交各

向异性切口应力奇异阶的一般解，并指出解的奇异

性取决于切口角度、边界条件及材料特性。

Ungamornrat[2]用弱奇异对称 Galerkin 边界元法

(SGBEM)分析了三维多相材料线弹性裂纹结构的

应力奇异性。Sator 和 Becker[3]采用复变函数法获得

了各向同性多材料接头端部应力奇异性指数的解

析解。胡宗军等[4]建立了三维位势问题高阶边界单

元几乎强奇异和几乎超奇异积分的半解析算法，其

数值结果表明该方法可高效计算边界元法中几乎

奇异面积分。Wu 等[5]基于离散的快速傅立叶变换

(FFT)理论，推导出线弹性各向异性双材料结构的界

面应力场的半解析解。 
此外，对应力强度因子和裂纹扩展的研究也比

较深入。文龙飞等[6]基于改进型扩展有限元法，研

究了动载荷作用下扩展裂纹尖端应力强度因子的

求解方法。Xu 等[7]在变长径比和双材料参数下，采

用体力法计算了三维矩形界面裂纹的应力强度因

子。王振和余天堂[8]采用自适应多尺度扩展有限元

法计算了三维 I 型裂纹和 I-II 复合型裂纹的应力强

度因子。贾旭等[9]采用裂纹弹性应力场的有限元解

计算了三维裂纹的应力强度因子，其结果符合三维

裂纹体裂纹尖端实际的应力应变状态。Fakovr 和

Ghoreishi[10]研究了机械支柱、转速、裂纹取向等因

素对旋转盘中应力强度因子的影响。Huang 等[11]采

用有限块法（FBM）计算了静载荷和瞬态动态荷载

下的应力强度因子和 t 应力。贾旭等[12]提出了三维

矩形平板内承受复杂非线性荷载下，仅含有 3 个系

数的通用权函数，并采用 FEM 计算了三维含穿透

裂纹的矩形板的 3 组参考应力强度因子。Magnus[13]

采用 FEM 分析了三维各向异性低渗透岩石在水压

作用下的应力场。Dhanesh 等[14]采用迭代分析技术

MMEKM 分析了三维弹性复合材料层合板在均匀

轴向拉伸、弯曲、扭转和热荷载下的应力场，结果

显示了自由边应力场的 MMEKM 解在项数和迭代

次数方面具有良好的收敛特性。Stasyuk[15]基于改进

的边界积分方程法，分析了三维弹性无限体和有限

弹性体中两个相互作用的圆盘形裂纹附近三维应

力强度因子，并给出了裂纹沿法向均匀加载下的应

力场。 
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Karsten 和 Gunther[16]采用对偶边界元法模拟了

复杂三维线弹性裂纹的裂纹扩展路径，其结果和实

验结果吻合较好。Li 和 Guo[17]采用三维 FEM 研究

了有限厚度板在单轴拉应力作用下的 V 形切口尖

端弹性应力场，研究结果表明了板厚、切口角度对

应力集中系数有明显的影响等。Park和Nikishkov[18]

提出了 SGBEM-FEM 交替方法，该方法可有效分析

三维平面和非平面裂纹及其扩展。Lan 等[19]采用三

维 FEM 模拟了铝合金板在混合型加载下的裂纹扩

展过程，并研究了裂纹尖端有限元尺寸和裂纹扩展

增量尺寸对模拟预测结果的影响。Dias 等[20]采用有

限元方法模拟了准脆性材料的三维裂纹扩展问题，

该方法可高效模拟位移不连续扩展的性能。Ding 和

Wang[21]采用三维边界层(小范围屈服)公式对三维

小应变进行了弹塑性模拟，模拟结果表明了尖端区

域非奇异T应力对塑性区的尺寸和形状有显著的影

响，且应力的大小、方向也受到 T 应力的影响。

Wang 等[22]通过建立三维复合材料的 2 种几何结构

模型：微观结构模型和多单元模型，分析了三维碳

/环氧复合材料在 100 C  至 140 C  不同温度场下

的热膨胀行为和界面热应力。 
研究三维线弹性 V 形切口/裂纹的文献很多，

但大多局限在研究第 1 阶应力奇性指数及其在此基

础上模拟裂纹扩展路径，而关于三维切口/裂纹结构

完整位移和应力场的分析缺乏有效方法。本文基于

二维 V 形切口/裂纹结构的全域弹性应力场[23-24]的

求解思想，联合尖端扇形柱的渐近分析和外围结构

的边界元法分析求解三维 V 形切口/裂纹结构完整

的位移和应力场，称之为扩展边界元法(XBEM)。
XBEM 计及了离尖端径向距离 r 的渐近级数展开式

中若干项的特征指数和特征函数。文中将通过算例

定量展现 XBEM 求解三维 V 形切口/裂纹结构完整

应力场的准确性和适用性。 

1  线弹性三维 V 形切口/裂纹尖端附近应力奇异性分析 

 

图 1 三维 V 形切口结构 
Fig. 1 A 3-D V-notched structure 

 

(a) 围绕切口尖端线挖去扇形柱体的外围结构    (b) 围绕切口尖端线的扇形柱体 
(a) The outer structure removed a sectoral column  (b) The sectoral column around the notch tip 

图 2 三维 V 形切口结构挖去小扇形柱体 
Fig. 2 A sectoral column is separated from the 3-D V-notched structure 

考虑三维柱状 V 形切口结构，如图 1 所示，其

柱形切口张角为 α=2π-θ1-θ2。当 α= 0 时，图 1 所示

结构为三维裂纹结构。将三维 V 形切口结构分为一

个半径 r=ρ 的扇形柱体(图 2b)和外围结构(图 2a)两

部分。外围结构新形成的边界为   ，在切口尖端

处同时定义笛卡尔坐标系 ox1x2x3 和柱坐标系

orθz(坐标原点 o 在切口尖端)。扇形柱体是应力奇

异性区域，外围结构是无应力奇异性的普通弹性区
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域。对于一个三维 V 形切口结构，图 2b 所示切口

尖端附近应力奇异性区域的位移场可表达成关于

径向 r 的渐近级数展开式[25, 26]： 
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式中：Ak为位移幅值系数，λk为切口尖端的位移特

征 指 数 ， N 表 示 截 取 的 级 数 项 数 ，

( , , )   ( , , )   ( , , )k k krk k zku z u z u z       、 、 为位移特征

角函数。由于图 2b 结构形状沿 z 方向是相同的，并

不涉及外载荷，因此分析切口尖端扇形柱区域的奇

异 性 时 ， 式 (1) 中 的 特 征 角 函 数

( , , )   ( , , )   ( , , )k k krk k zku z u z u z       、 、 与 z 无关，

于是式(1)可简化写成： 
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考虑各向同性均质材料，将式(2)代入 

三维弹性力学几何方程和本构方程，可用位移场函

数 表 示 应 力 场 函 数 ( 为 简 明 起 见 ， 以 下
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式中(···)＇=d(···)/dθ，余下同。G =E / [2(1+v)]，E 为

材料杨氏模量，v 是泊松比。 

注意到式(1)的位移特征指数 k 和位移特征角

函数仅取决于切口的材料性质和楔形边界条件，不

依赖载荷，因此应力特征分析不用考虑体力。取式

(2)中的典型项 1 1( , )   ( , )  k k
k r k k kA r u A r u 

     、 、

1 ( , )k
k z kA r u    代入到忽略体力项的三维弹性力学

平衡方程。 
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通过一系列推导，可得关于切口尖端扇形柱区

域应力奇异性特征值问题的常微分方程组(为方便
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式中： ( ) 表示对坐标 θ 的二阶导数，余类同。

X=Eν/[(1+ν)(1-2ν)]=2Gν/(1-2ν)。 
假定切口两楔边自由，则其上面力为零，边界

条件可由式(6)示： 
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因此，三维 V 形切口尖端扇形柱附近的位移特

征指数 k 的计算变成了求解常微分方程组(5)和相

应的边界条件(6)的特征值问题。采用插值矩阵法

[27~28]求解式(5)和式(6)，可得切口尖端扇形柱附近

的位移特征指数 k 、相应的位移特征角函数

r zu u u  、 、 及其导函数。 

一般情况下，λk、Ak、   r zu u u  、 、 是复数，则图

2a中外围结构挖去扇形柱的新边界   上位移 um和

面力 tm (m=1、2、3)在直角坐标系 ox1x2x3 下的表达

式： 

R

R R I I1
1

R R I I2 R I I
1

3 R I
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( )cos ( )sin ( )cos ( )sin
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   （8） 

式中：下标 R 表示复数的实部，下标 I 表示复数的

虚部。若 λk是实根，则其相应虚部项为零，系数 ζ= 
1；如果 λk 是共轭复根，则相应虚部项不为零，系

数 ζ= 2，因需计及复数共轭项对位移场和应力场的

贡献。 

注意：式(7)和式(8)中位移幅值系数 AkR 和

AkI(k=1, 2······N)待求。基于切口尖端应力奇异性的

特征分析结果式(7)和式(8)，下面建立求解三维切口

结构位移和应力渐近场表达式中幅值系数AkR和AkI

的扩展边界元法。 

2  分析三维 V 形切口/裂纹结构完整应力场的扩展边界元法 

在图 1 切口结构中挖去尖端扇形柱后剩余的

外围结构区域 无应力奇异性，见图 2a。其边
界位移 um(x)和面力分量 tm(x)可由如下常规边

界积分方程描述： 

( ) ( ) ( , ) ( )d ( , ) ( )d d* * *
lm m lm m lm m lm m  

      C y u y U x y t x T x y u x U b    (9) 

式中： ( )d


  称为 Cauchy 主值积分；    ；

Clm(y)称为边界节点 y 处形状系数；l，m=1，2，3；
bm 为体力分量；y是源点；x是场点；积分核函数

( , )*
lmU x y 、 ( , )*

lmT x y 是基本解，可见于边界元法教

科书。 
外围结构 内任意点的位移和应力可分别由

位移和应力边界积分方程表达： 

* * *( ) ( , ) ( )d ( , ) ( )d ( , ) d ,   in  m lm m lm m lm m  
       u y U x y t x T x y u x U x y b y   (10) 

* * *( ) ( , ) ( )d ( , ) ( )d ( , ) d ,   in lkm lkm m lkm m lkm m  
       σ y W x y t x S x y u x W x y b y   (11) 

式中：积分核函数 * ( , )lkmW x y 和 * ( , )lkmS x y (k=1,2,3)

是 * ( , )lmU x y 、 * ( , )lmT x y 的线性组合。 

将式(7)和式(8)表示的弧面   上的位移和面

力分量表达式，装配进外围结构(图 2a)的常规边界

积分方程(9)中，联立求解代数方程组可获得外围结

构(图2a)未知的边界位移和应力及式(1)中未知的位

移幅值系数 AkR和 AkI。然后将求得的边界位移和面

力代入式(10)和式(11)，可得切口外围结构任一内点

的位移和应力。最后将求得的位移幅值系数 AkR 和

AkI代入式(1)和式(3)可得图 2b切口尖端扇形柱一定

范围内的位移和应力场。这即为扩展边界元法

(XBEM)，可获得三维切口结构完整的位移场和应
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力场。 

3  三维 V 形切口/裂纹问题算例 3.1  含 V 形切口的长方形柱体

 
图 3 三维 V 形切口结构 

Fig. 3 A 3-D V-notched structure 

 

(a) 围绕切口尖端挖去扇形柱体的外围结构     (b) 围绕切口尖端线的扇形柱体 
(a) The outer structure removed a sectoral column (b) The sectoral column around the notch tip line 

图 4 三维 V 形切口挖去小扇形柱体 
Fig. 4 A sectoral column is separated from the 3-D V-notched structure 

含 V 形切口的长方形柱体，见图 3。结构尺寸

L=15mm，H=5mm，B=10mm，弹性模量 E=200GPa，
泊松比 ν=0.3。沿长方形柱体正表面对称线上有一

个等深度的 V 形切口，切口深度 a=2.5mm，切口张

角 2 60  。长方形柱体结构左侧面(x2 = L)固定，

右侧面(x2 = -L)施加均匀的外部拉力 qx=0 MPa，
qy=30 MPa。 

首先从三维 V 形切口结构(如图 3 所示)中挖取

一个 ρ=0.5mm 的扇形柱体(如图 4b 所示)，采用插

值矩阵法对扇形柱体进行特征分析，获得三维 V 形

切口尖端扇形柱区域的前若干阶位移特征指数 λk

和其相对应的位移特征角函数     r zu u u  、 、 ，如表 1

和图 5~6 所示。 

表 1 三维 V 型切口 2 60  尖端的位移特征指数 λk 

Table 1 The displacement indexes λk of the 3-D V-notched structure with 2 60    

 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ10 

XBEM -1. -1. -1. 0 -0.48778 -0.40 -0.269095 0.20 0.47104+i0.14187 0.800005

Ref. [29] / / / / -0.48778 -0.40 -0.269099 0.20 0.47103+i0.14185 0.800000
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(a) λ1= -1                           (b) λ2 = -1 
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(c) λ3= -1                         (d) λ4 = 0 

图 5 三维 V 形切口 2 60  对应的位移特征角函数 

Fig. 5 The displacement eigenvectors for the 3-D V-notched structure when 2 60    
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(a) λ5= -0.48778                      (b) λ6 = -0.40 
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(c) λ7= -0.26910                   (d) λ8 = 0.20 
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(e) Re(λ9)= 0.47103                   (f) Im(λ9)= 0.14185 
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(h) λ10= 0.8 

图 6 三维 V 形切口 2 60  对应的位移特征角函数 

Fig. 6 The displacement eigenvectors for the 3-D V-notched structure when 2 60  

表 1 中 λk 前 4 项是刚体位移项，相应的特征角

函数见图 5。图 5a~图 5c 呈现的是平面问题的 3 个

刚体位移项，图 5d 呈现的是反平面问题的刚体位

移项。这些刚体位移项对应力场的计算没有影响，

但对于位移场的计算不可省略。 

注意到图 6b、图 6d、图 6h 中 ru 和u 均为 0，

故 λ6、λ8 和 λ10 为反平面 V 形切口对应的位移特征

指数。图 6a、图 6c、图 6e、图 6f 中 zu 均为 0，故

λ5、λ7 和 λ9为平面 V 形切口对应的位移特征指数；

其中，λ5 和 λ9 为平面内对称位移特征指数，λ7 为平

面内反对称位移特征指数。 
扩展边界元法(XBEM)对三维 V 形切口结构进

行计算时，初始选取渐近级数展开式(1)中截取级数

项数 N=7（4 个刚体位移项，1 个平面内对称项，1
个平面内反对称项和 1 个反平面项）作为渐近级数

展开式(1)的基准项数。随后在 N=7 的基础上增大

N，讨论 N 的取值对三维 V 形切口结构完整位移和

应力场精度的影响。 
XBEM 分析三维 V 形切口结构的实施过程：首

先，采用插值矩阵法求解常微分方程组(5)获得切口

尖端的位移特征指数 λk 及其相对应的特征角函数，

然后对外围结构采用边界元法进行分析，边界采用

8 节点四边形单元，单元数 424，节点数 1274。联

立求解两组方程组获得了位移幅值系数 AkR、AkI以

及外围结构边界未知的位移和面力。在 XBEM 执行

中，不可避免遇到有些源点到边界单元距离很小的

情形—三维 BEM 中几乎奇异积分的难题，本文采

用半解析法[4, 30]高效解决了这一难题。最后，将求

得的边界位移和面力代入式(10)和式(11)得外围结

构任意内点的位移和应力。对于扇形柱体区域的位

移和应力场，采用渐近级数展开式(1)和式(3)计算，

外围区域(图 4a)内点的位移和应力场采用内点积分

方程(10)和式(11)计算，其临近扇形柱附近的外围区

域内点的位移和应力场也可采用渐近级数展开式(1)
和式(3)计算。 

表 2~3 和图 7 分别给出了切口尖端扇形柱一定

范围内应力和位移的 XBEM 计算结果，其中，

XBEM-ASY 表示采用渐近级数展开式(1)和式(3)计
算的结果(扇形柱及其临近区域)，XBEM-BEM 表示

采用积分方程式(10)和式(11)计算的结果(外围区

域)，FEM 表示采用有限元分析软件计算的结果。

表 2~3 中 XBEM-BEM 计算值和图 7a 曲线显示：当

截取级数项数 N>7 时，N 的增加对于外围结构区域

的 XBEM-BEM 计算结果影响很小。说明选取了足

够的 N 之后，XBEM 的计算精度对 N 的取值不敏

感，稳定性很好，这对于 XBEM 求解三维 V 形切

口结构的完整应力场非常便利。 
表 2显示，对外围区域点(1.438mm, 0mm, 5mm)

处，当 N=7 时， XBEM-ASY 计算的应力值

(σx2=32.56MPa)和 XBEM-BEM 计算相同点的应力

值(σx2=40.04MPa)的相对差为-18.7%。当 N=8 时，

XBEM-ASY 计 算 的 应 力 值 (σx2=34.89MPa) 和
XBEM-BEM 计算相同点的应力值(σx2=40.04MPa)
的相对差为-12.9%。当 N=9 时，XBEM-ASY 计算

的应力值(σx2=36.57MPa)和 XBEM-BEM 计算相同
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点的应力值(σx2=40.04MPa)的相对差为-8.7%。说明

相对 XBEM-BEM 计算值而言，XBEM-ASY 计算同

一点的相对差随N的增大逐渐减小，即XBEM-ASY
计算切口尖端应力场的有效范围随N的增大逐渐增

大。 
通 常 情 况 ， 外 围 结 构 的 位 移 和 应 力 由

XBEM-BEM 解胜任，无需采用 XBEM-ASY 计算，

这里关于两者计算值的比较，意在说明 XBEM-ASY
解的有效范围可为扇形柱半径的选取提供参考。例

如，若 XBEM-ASY 计算的切口尖端应力场在 r < 
1.0mm 的范围内是足够准确的，说明 XBEM 使用

时，尖端扇形区域半径 ρ 的选取范围较为宽松，

ρ<1.0mm 之间均可行。表 3 中切口结构位移解显示

了同样的规律。 

此外，本文还采用有限元法(FEM)对图 3 结构

进行计算。这里 FEM 采用 20 节点六边形单元，划

分单元数 111000。表 2 显示，当 x2=0mm，x3=5mm，

x1>1.262mm 的 远 场 区 域 ， FEM 的 结 果 和

XBEM-BEM 的结果吻合较好；而当 x2=0mm，

x3=5mm，x1<1.262mm 时(切口尖端近场区域)，FEM
计算的应力场与 XBEM-BEM 的结果有较大的差

异。对于三维 V 形切口尖端的强应力集中，尽管

FEM 在尖端使用了细密的网格划分，其采用的单元

数为 XBEM 单元数的 261 倍，极大地增加了计算量

和计算机内存需求，但仍无法准确描述其尖端近场

区域的应力场。随着距尖端距离的增大，应力集中

的现象逐渐减弱，FEM 的计算结果方为可信。

表 2 XBEM 和 FEM 计算沿 x2=0mm, x3=5mm 附近内点的应力分量 σx2 (MPa) 
Table 2 Variation of stress component σx2 (MPa) along x2=0mm, x3=5mm 

(x1, x2, x3) 

/ mm 

N=7 N=8 N=9 

FEM XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

(0.01, 0, 5) 1058.71  1058.72  1058.74   

(0.05, 0, 5) 600.58  600.60  600.67   

(0.10, 0, 5) 300.56  300.61  300.63   

(0.933, 0, 5) 47.39 50.39 48.42 50.40 49.12 50.40 120.6 

(1.438, 0, 5) 32.56 40.04 34.89 40.04 36.57 40.04 40.4 

(2.942, 0, 5) 24.69 33.49 25.68 33.49 28.69 33.49 33.4 

(3.758, 0, 5)  31.85 23.68 31.85 25.57 31.85 31.7 

(4.700, 0, 5)  29.97  29.97 23.65 29.97 28.5 

(5.786, 0, 5)  27.77  27.77 20.24 27.77 26.8 

(6.602, 0, 5)  25.03  25.03  25.03 25.4 

表 3 XBEM 和 FEM 计算沿 x2=0mm, x3=5mm 附近内点的位移分量 ux2 (mm) 
Table 3 Variation of displacement component ux2 (mm) along x2=0mm, x3=5mm 

(x1, x2, x3) 

/ mm 

N=7 N=8 N=9 

FEM XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

(0.01, 0, 5) -0.00168  -0.00167  -0.00167   

(0.05, 0, 5) -0.00156  -0.00155  -0.00155   

(0.10, 0, 5) -0.00142  -0.00143  -0.00143   

(0.494, 0, 5)  -0.00138 -0.00139 -0.00139 -0.00139 -0.00139 -0.00139 -0.00157

(0.780, 0, 5) -0.00137 -0.00138 -0.00137 -0.00138 -0.00138 -0.00138 -0.00153

(1.262, 0, 5) -0.00132 -0.00135 -0.00133 -0.00135 -0.00134 -0.00135 -0.00147

(2.022, 0, 5)  -0.00131 -0.00128 -0.00131 -0.00129 -0.00131 -0.00138
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(2.942, 0, 5)  -0.00126  -0.00126 -0.00123 -0.00126 -0.00127

(3.758, 0, 5)  -0.00122  -0.00122  -0.00122 -0.00118

(5.786, 0, 5)  -0.00113  -0.00113  -0.00113 -0.00095

(6.602, 0, 5)  -0.00109  -0.00109  -0.00109 -0.00085
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（a）σx2 (MPa)                         （b）ux2 (mm) 
图 7 XBEM-BEM 和 FEM 计算 3-D V 形切口沿 x1=2mm, x3=5mm 线段的 σx2 和 ux2 值 

Fig. 7 σx2 and ux2 along x1=2mm, x3=5mm calculated by XBEM-BEM and FEM 

3.2  含裂纹的长方形柱体单向受拉和受剪 

含裂纹的各向同性均质材料长方形柱体，结构

尺寸 L=10.0mm，H=3mm，B=4mm，弹性模量

E=200GPa，泊松比 ν=0.3。沿长方形柱体正表面对

称线上有一个等深度的裂纹，裂纹深度 a=0.8mm，

边界条件为长方形柱体结构左侧面固定，右侧面施

加均布荷载 qx=10MPa，qy=10MPa，为复合型裂纹，

如图 8 所示。 
图 8 三维裂纹结构 

Fig. 8 A 3-D cracked structure

 
(a) 围绕裂纹尖端挖去扇形柱体的外围结构    (b) 围绕裂纹尖端线的扇形柱体 

(a) The outer structure removed a sectoral column (b) The sectoral column around the crack tip line 
图 9 三维裂纹挖去小扇形柱体 

Fig. 9 Asectoral column is separated from the 3-D cracked structure 

首先从图 8 三维复合型裂纹结构中挖取一个

ρ=0.2mm 的扇形柱体(如图 9b 所示)，采用插值矩阵

法对扇形柱体进行特征分析，获得裂纹尖端扇形柱

区域的前若干阶位移特征指数λk和其相对应的位移

特征角函数    r zu u u  、 、 ，如表 4 和图 10 所示。 

表 4 三维裂纹尖端的位移特征指数 λk 
Table 4 The displacement indexes λk of the 3-D cracked structure  

λk λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6 λ7 λ8 λ9 λ10 

XBEM -1 -1 -1 0 -0.5 -0.5 -0.5 0 0.00001 0.5 

a
r

O
2x

1x3x

2x

1x3x



O

r

B

H

a

2x 1x3x

LL

q

O

xq
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(a) λ5= -0.5                              (b) λ6 = -0.5 
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(c) λ7= -0.5                              (d) λ8 = 0 
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(e) λ9= 0.00001                            (f) λ10 =0.5 
图 10 三维裂纹对应的位移特征角函数 

Fig. 10 The displacement eigenvectors for the 3-D cracked structure  

表 4 中 λk前 4 项是刚体位移项，后 6 项为主

导的各阶位移特征指数，其对应的位移特征角函

数见图 10。注意到图 10b、图 10d、图 10h 为反平

面裂纹对应的位移特征角函数；图 10a、图 10c、
图 10e、图 10f 为平面裂纹对应的位移特征角函数。 

为避免由于裂纹的两条边重合所引起方程的

不适定性，本文采用子域法将图 8 所示三维复合

型裂纹结构分为两个子域 1和 2，如图 11a 所

示。 1  和 2  分别对应子域 1和 2的扇形柱内

边界， 12 21  （ ）为子域 1和 2的粘结边，如图

11b 所示。 
采用 XBEM 对其完整应力场进行分析。采用

8 节点四边形单元离散边界，对子域 1，外边界

布置 578 个节点，共有 1734 个未知量；扇形柱边

界 1  布置 489 个节点，每个节点的面力和位移均

未知，共 2934 个未知量；交界面 12  上布置 147

个节点，每个节点的面力和位移均未知，共 882
个未知量，因此子域 1未知量的总数为 5550 个。

类似的，对于子域 2，外边界、扇形柱边界 2  和

交界面 21  分别布置 578、489、147 个节点，共

5550 个未知量。由于 12  和 21  为子域 1和 2的
粘结边，其对应节点的位移分量相等、面力分量

相反(互为作用力和反作用力的关系)，因此 12  和

21  两条边界上的未知量只有 882 个。子域 1和

2未知量的总数为 10218 个。 

注意到 1  上有 489个节点共 2934个未知量，

但只能列取 1467 个方程。为此，我们利用式（8）
给出的面力表达式，在 1  上 489 个节点处建立面

力与幅值系数 AkR、AkI 的关系式，每个节点可建
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立 3 个方程，共 1467 个方程。由于幅值系数 AkR、

AkI是未知的，因此建立 1467 个方程的同时也引入

了 2N 个未知量。于是在 1  上 489 个节点中需选

取 2N/3 个节点建立 2N 个位移与幅值系数 AkR、AkI

的关系式，此时 1  上的未知量数与建立的方程数

相等。 2  亦做同样的处理。综上，子域 1和 2

共有 10218+2N 个未知量，建立的方程总数为

10218+2N 个，方程组有唯一解。求解方程组可得

子域 1和 2边界的位移、面力和幅值系数 AkR、

AkI，然后将求得的位移、面力代入边界积分方程

式（10）和（11）可得子域 1和 2内任一内点

的位移和应力，最后将求得的位移幅值系数 AkR

和 AkI代入式(1)和式(3)可得图 2b 切口尖端扇形柱

一定范围内的位移和应力场，至此，三维复合型

裂纹结构的位移和应力场已完整获得，如表 5~6
和图 12 所示。表 5~6 和图 12 中 XBEM-BEM，

XBEM-ASY，FEM 的含义如算例 3.1 所述。 

 

 

(a) 外边界网格                     (b) 两个子域交界面网格 
(a) The meshes on the outside boundary  (b) The meshes on interface of two sub-domains 

图 11 三维裂纹结构边界元网格 
Fig. 11 The BE meshes of 3-D cracked structure 

表 5 XBEM 和 FEM 计算沿 x2=0mm, x3=3mm 附近内点的应力分量 σx1 (MPa) 
Table 5 Variation of σx1 (MPa) along x2=0mm, x3=3mm calculated by XBEM and FEM 

(x1, x2, x3) 

/ mm 

N=7 N=8 N=9 

FEM XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

(0.005, 0, 3) 324.156  324.176  324.196   

(0.05,0 , 3) 126.351  126.371  126.391   

(0.10, 0, 3) 50.423  50.453  50.483   

(0.23, 0, 3) 36.527 37.839 36.756 37.835 36.879 37.831 131.995

(0.62, 0, 3) 55.148 57.952 55.450 57.950 55.550 57.948 80.793

(1.00, 0, 3) 13.487 15.494 13.436 15.089 13.354 14.889 20.551

(1.38, 0, 3) 8.423 10.085 8.525 10.049 8.354 9.849 10.005

(1.70, 0, 3) 4.665 6.407 5.314 6.417 5.544 6.527 6.731 

(2.10, 0, 3)  4.629 3.585 4.522 3.587 4.482 4.481 

(2.46, 0, 3)  2.127  2.121 1.614 2.171 2.191 

(2.88, 0, 3)  0.951  0.941  0.931 0.929 

(3.20, 0, 3)  1.409  1.409  1.409 1.409 

 

 

 

 

1 
2 

2 1 
2  

1  

1 2 
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表 6 XBEM 和 FEM 计算沿 x2=0mm, x3=3mm 附近内点的位移分量 ux1 (mm) 
Table 6 Variation of ux1 (mm) along x2=0mm, x3=3mm calculated by XBEM and FEM  

(x1, x2, x3) 

/ mm 

N=7 N=8 N=9 

FEM XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

XBEM 

-ASY 

XBEM 

-BEM 

(0.005,0,3) 0.005963  0.005965  0.005966   

(0.05, 0, 3) 0.004621  0.004625  0.004626   

(0.10, 0, 3) 0.004398  0.004401  0.004402   

(0.23, 0, 3) 0.004381 0.004404 0.004289 0.004304 0.004195 0.004204 0.004181 

(0.62, 0, 3) 0.004287 0.004417 0.004268 0.004357 0.004204 0.004289 0.004214 

(1.00, 0, 3) 0.003986 0.004467 0.004026 0.004387 0.004012 0.00429 0.004238 

(1.38, 0, 3) 0.003486 0.004504 0.003868 0.004394 0.003987 0.004314 0.004263 

(1.70, 0, 3) 0.003321 0.004538 0.003527 0.004403 0.003858 0.004402 0.004285 

(2.10, 0, 3)  0.004572 0.003482 0.004462 0.003689 0.004432 0.004318 

(2.46, 0, 3)  0.004608 0.003369 0.004568 0.003468 0.004468 0.004352 

(2.88, 0, 3)  0.004651  0.004651 0.003365 0.004551 0.0044 

(3.20, 0, 3)  0.004703  0.004603  0.004603 0.004443 
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(a) σx1 (MPa)                                    (b) σx2 (MPa) 
图 12 XBEM-BEM 和 FEM 计算沿 x1=2.88mm, x3=3mm 附近内点的应力分量 (MPa) 

Fig. 12 The stress component along x1=2.88mm, x3=3mm calculated by XBEM-BEM and FEM  

表 5~6 和图 12 结果显示：选取不同的截取级

数项数 N，XBEM-BEM 计算相同点的应力和位移

值基本相等，说明 XBEM 计算三维复合型裂纹结构

应力场和位移场的数值稳定，XBEM 的计算精度对

截取级数项数 N 的选取不敏感，便于 XBEM 的应

用。 
表 5 还显示，在外围区域点(1.70mm, 0mm, 

3mm)处，当 N=7 时，XBEM-ASY 计算的应力值

(σx1=4.665MPa)和 XBEM-BEM 计算相同点的应力

值(σx1=6.407MPa)的相对差为-27.2%。当 N=8 时，

XBEM-ASY 计 算 的 应 力 值 (σx1=5.314MPa) 和
XBEM-BEM 计算相同点的应力值(σx1=6.417MPa)
的相对差为-17.2%。当 N=9 时，XBEM-ASY 计算

的应力值(σx1=5.544MPa)和 XBEM-BEM 计算相同

点的应力值(σx1=6.527MPa)的相对差为-15.1%。说明

相对 XBEM-BEM 计算值而言，XBEM-ASY 计算同

一点应力的相对误差随 N 的增大逐渐减小，即

XBEM-ASY 计算裂纹尖端应力场的有效范围随 N
的增大逐渐增大。同理分析表 6 可得，XBEM-ASY
计算裂纹尖端位移场的有效范围随N的增大逐渐增

大。 
通 常 情 况 ， 外 围 结 构 的 位 移 和 应 力 由

XBEM-BEM 解胜任，无需用 XBEM-ASY 计算。这

里关于两者计算值比较，意在说明 XBEM-ASY 解

的有效范围内，均可作为扇形柱半径的选择范围。

例如，若 XBEM-ASY 计算的裂纹尖端应力场在 r < 
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0.2mm 的范围内是足够准确的，说明 XBEM 使用

时，尖端扇形区域半径 ρ 的选取范围较为宽松，

ρ<0.2mm 之间均可行。 
表 6 显示，当 x2=0mm，x3=3mm，x1>1.38mm

的远场区域，FEM 的结果和 XBEM-BEM 的应力结

果吻合较好，而当 x2=0mm，x3=5mm，x1≤1.38mm，

时，FEM 计算的应力场(裂纹尖端近场区域)与
XBEM-BEM 的结果有较大的差异。对于三维裂纹

尖端的强应力集中，尽管 FEM 在尖端使用了细密

单元，结构采用 20 节点六边形单元，划分单元数

141000，XBEM 使用单元数 808，FEM 采用的单元

数为 XBEM 的 163 倍，这极大地增加了计算量和计

算机内存需求，但仍无法准确描述其尖端近场区域

的应力场。随着距尖端距离的增大，应力集中的现

象逐渐减弱，FEM 的计算结果变得可信。而本文方

法可采用较少的单元数来准确获取三维裂纹结构

完整的应力场，进一步表明了 XBEM 处理 V 形切

口应力集中问题的优越性。 

4  结论 

本文建立了三维线弹性 V 形切口/裂纹结构完

整应力场分析的扩展边界元法，并对三维 V 形切口

/裂纹结构在典型荷载工况下进行了计算，结论如

下： 
1） 将三维柱状 V 形切口/裂纹结构分离为尖

端扇形柱区域和外围结构区域，扩展边界元法发挥

了切口尖端扇形柱区域渐近分析和外围结构边界

元法分析特长。XBEM 类似于半解析方法，在切口

尖端扇形柱区域位移和应力由渐近级数展开式表

达，远端区域的力学场由边界元法分析。文中算例

结果显示了 XBEM 可准确获取三维 V 形切口/裂纹

结构完整的位移和应力场，有利用于判定三维裂纹

结构的起裂扩展。 
2） 尖端扇形柱区域的渐近级数展开式选取

的截取级数项数 N 越大，则渐近级数展开式计算尖

端应力和位移场的有效范围越大，说明尖端扇形柱

半径的选取范围越大。 
3） 按照线弹性理论分析，三维 V 形切口/裂

纹尖端附近的应力值随 r→0 趋近无限大，尖端区域

发生了塑性变形。后续将研究考虑三维 V 形切口/
裂纹结构尖端附近塑性变形的扩展边界元法分析。 
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Analysis of 3-D notched/cracked structures by using extended 
boundary element method 
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Abstract  According to the theory of linear elasticity, the conventional numerical methods are difficult to calculate the singular stress 
fields of three dimensional V-notched/cracked structures because of the stress singularity in the V-notch/crack tip region. In this paper, 
the extended boundary element method (XBEM) is first proposed to calculate the whole displacement and stress fields of three 
dimensional V-notch/crack structures. Firstly, the three dimensional V-notched/cracked structure is divided into two parts, which are a 
small sectoral column around the notch/crack tip and the outer region without the tip sectorial column. The displacement and stress 
components in the small sector column are expressed as the asymptotic series expansions with respect to the radial coordinate from 
the tip. The stress singular orders and the associated displacement and stress eigen-functions in the tip region are determined by the 
interpolating matrix method. The amplitude coefficients in the asymptotic series expansions are taken as the basic unknowns. 
Secondly, the boundary element method is used to analyze the three dimensional V-notched/cracked structure removed the small 
sector column. Hence, the whole displacement and stress fields of both the tip region and outer region are obtained by combining the 
boundary element analysis and the asymptotic series expansions of the displacement and stress fields in the notch/crack tip region, 
where the XBEM has the characteristics of the semi-analytic approach. The XBEM is suitable for the displacement and stress analysis 
of the three dimensional V-notched/cracked structures, and its solution can accurately describe the displacement and stress fields from 
the notch/crack tip to the whole region of the V-notched/cracked structures. Finally, two typical examples are given to demonstrate the 
effectiveness and accuracy of the extended boundary element method. 
Keywords  three dimensional V-notch/crack, stress field, extended boundary element method, asymptotic series expansion 

 

 


